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 چكیده

جایي و نوتري باشد. در یك حلقه جابه Rفرض كنيد  7هاي، مدول k تاب و هاي بيعنوان تعميمي از مدولتاب بهبي

در  تاب باشند.بي -2هاي انعكاسي، مدول تاب و مدولبي -1تاب، مدول هاي بياند. بدین معنا كه مدولانعكاسي تعریف شده
دهيم. ثابت تاب را مورد بررسي قرار ميبي k تاب، انعكاسي و در حالت كليبيهاي هاي مدولاین مقاله، برخي از ویژگي

 با فرض M مدول R كنيم كه برايمي dimRG M   ،M  مدولk تاب است اگر و تنها اگر براي بي

هر  p Spec Rكه طوري ، به pdepth 1R k  ،pM  مدولk براي هر  تاب باشد، وبي

 p Spec R كه طوري به pdepth R k  داشته باشيم 
p pdepthR M k بعلاوه، با استفاده از فرمول .

تاب است اگر و تنها اگر براي هر بي kمدول  M كنيمبریدجر، ثابت مي - آسلندر p Spec Rكه طوري ، به

 pdepth 1R k  ،pM  مدولk براي هر  تاب باشد، وبي p Spec R كه طوري به

 pdepth R k  داشته باشيم   
p p pG-dim depthR M R k هاي كنيم كه روي حلقه. همچنين ثابت مي

در  تاب معادلند.بي kهاي مكالي و كلاس مدول - هاي ماكزیمال كوهن، كلاس مدولkگورنشتاین و موضعي با بعد 
دست تاب شود را بهبي kتاب مدول بي kهاي ضرب تانسوري مدولكه حاصل پایان شرایط لازم و كافي براي این
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  مقدمه - 11
جایي، یكدار و نوتري اي جابهحلقه Rدر سراسر این مقاله،

ها، متناهي مولد در نظر گرفته مدول Rاست و تمام 
، همریختي طبيعي Mمدول  Rشوند. براي مي

  : , ,M R RM Hom Hom M R R 

به صورت     M m m  ،  براي هر

m M  و هر ,Hom M R   تعریف

شود تاب )انعكاسي( ناميده مي، بيMمدول  Rشود. مي

یك به یك )یكریختي( باشد. در  Mهرگاه  2 بلشاف ،

هاي هاي انعكاسي را روي حلقههایي از مدولویژگي
 Rگورنشتاین با بعد كم بررسي كرد. او ثابت كرد كه اگر 

یك  Mو  2اي موضعي و گورنشتاین با بعد حداكثر حلقه

R گاه نمدول انعكاسي باشد آdim 0RG M 

تاب و هاي بي. این مقاله، شامل نتایجي در مورد مدول
، 2انعكاسي با بعد گورنشتاین متناهي است كه نتایج بلشاف ]

 دهد.را تعميم مي [1.7]، گزاره [2]و  [1.1]گزاره 

در  7هاي ، مشك مدولk 0تاب را براي بيk 

تاب و هاي بيواقع او توسيعي از مدول معرفي كرد. در
تاب، هاي بيانعكاسي را ارائه كرد، بدین معنا كه مدول

تاب بي -2هاي انعكاسي، مدول تاب و مدولبي -1مدول 
هاي هاي مدولباشند. در ادامه مقاله، به بررسي ویژگي

k كنيم كه كلاس پردازیم. ثابت ميتاب ميبي
هاي مكالي و كلاس مدول - هاي ماكزیمال كوهنمدول
k هاي موضعي و گورنشتاین با بعد تاب روي حلقهبي

k .معادلند 
 

 نیازهاپیش -2
هاي در این بخش، مفاهيم و اصطلاحات مورد نياز در بخش

 كنيم.را بيان مي بعد

در  1 آسلندر و بردیجر بعد گورنشتاین را براي یك ،

مدول متناهي مولد معرفي كردند، تا بدین وسيله توصيفي 
هاي گورنشتاین ارائه دهند. شبيه بعد پروژكتيو، این از حلقه

هاي ها با ویژگيبعد به وسيله یك تحليل از مدول
هاي انعكاسي كامل اسب به نام مدولهمولوژیكي من

ها، نياز به معرفي شود. براي معرفي این مدولتعریف مي
 همریختي طبيعي دوگان داریم.

مدول باشد.  Rیك  Nفرض كنيد  :1-2تعريف 

 همریختي طبيعي دوگان

  : , ,N R RN Hom Hom N R R 

صورت همریختي است كه به Rیك 

    N n n  عبارت شود. به، تعریف مي

nدیگر، براي هر  N  همریختي

 : , N RHom N R R  به صورت

  n  شود.معرفي مي 

 

مدول باشد.  Rیك  Nفرض كنيد  .2-2ملاحظه 

R  مدول ,RHom N R  دوگانN  ناميده

مدول  Rشود و مي

  , ,R RHom Hom N R R  دوگان مضاعف

را براي مدول  N*شود. نماد ناميده مي Nمدول 

 ,RHom N R بریم.كار ميبه 

 

شود تاب ناميده مي، مدول بيMمدول  :3-2تعريف 

:**هرگاه همریختي طبيعي دوگان  M M M  یك

، مدول انعكاسي ناميده Mبه یك باشد. همچنين مدول 
شود هرگاه همریختي طبيعي دوگان مي
**: M M M واقع، مدول  یكریختي باشد. در

M0تاب است هرگاه بيMK  و انعكاسي است هرگاه

0 M MK C  كه در آن KerM MK   و

 CokerM MC  .است 

كه از نام مدول انعكاسي كامل مشخص است،  طورهمان
یك مدول انعكاسي كامل یك مدول انعكاسي با 

ها مربوط به صفر هاي بيشتري است. این ویژگيویژگي

هایي است كه از همریختي طبيعي مدول Extشدن 
 آیند.دست مي دوگان به

 

انعكاسي كامل ناميده  Gمدول  R :4-2تعريف 

 شود هرگاه در شرایط زیر صدق كند: مي

(1 )R  مدولG .متناهي مولد باشد 

(2 )G .انعكاسي باشد 
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، داشته باشيم 1i( براي هر 3)

   *Ext , 0 Ext , i i

R RG R G R. 

مدول پروژكتيو و متناهي مولد،  Rهر  .5-2مثال 

 یك مدول انعكاسي كامل است.

 

 Mتحليل افزوده براي  Gیك  :6-2تعريف 

 صورت زیر است:اي دقيق بهرشته
1 1

1

0

...

... 0

G G G
i i i

G
i

i iG G G

G M

   





   

  
 

 Gیك مدول انعكاسي كامل است. یك  iGكه در آن 

اي است وابسته است رشته Gكه به  Mتحليل براي 

دست صورت زیر بهبه Gاز  Mكه از حذف كردن 
 آید:مي

1 1

1

0

...

... 0

G G G
i i i

G
i

i iG G G

G

   





   

 
 

مدول متناهي مولد یك تحليل از  Rكه هر  آنجایي از
R هاي متناهي مولد و پروژكتيو دارد و هر مدولR 

مدول پروژكتيو و متناهي مولد یك مدول انعكاسي كامل 
 Gمدول متناهي مولد یك  Rاست، بنابراین هر 

 تحليل دارد.

 

تحليل مانند  Gداراي یك  Mاگر  :7-2تعريف 

G 0كه براي هر طوري باشد به?i داشته باشيم ،

0iGگویيم بعد گورنشتاین گاه مي، آنM  متناهي

ترین طول چنين ، كوتاهMویژه، بعد گورنشتاین  است. به
 هایي است:تحليل

 

 

dim

inf{sup 0 | 0 |

R

n

G M

n G

 

 
 

 
{G  یكG  تحليل برايM است 

مدول متناهي مولد ارتباط  Rبعد گورنشتاین یك 
نزدیكي با عمق آن مدول دارد. این مطلب به فرمول آسلندر 

 بریدجر معروف است: -

 

[ فرض كنيد 4-13 ، قضيه1] .8-2قضیه 

 , ,R m k  یك حلقه موضعي باشد. اگر برايR 

داشته باشيم  Mمدول  dim  RG M 

گاه آن

   dim depth depth  R RG M M R 

گاه ، آن0Mویژه، اگر  به

 depth depthR M R. 
 

 Mمدول  R[ براي 21، نتيجه 7] .9-2قضیه 

داریم    G- dim pdR RM M  و تساوي

برقرار است هرگاه  pdR M .متناهي باشد 
 

هاي تاب و انعكاسي روي حلقههاي بيمدول -3

 منظم و گورنشتاين
در بخش قبل دیدیم كه هر مدول آزاد و متناهي مولد، 

، سر ثابت كرد كه هر مدول 1958انعكاسي است. در سال 
یك حلقه موضعي منظم با  Rانعكاسي، آزاد است، هرگاه 

باشد. بعدها، ساموئل این نتيجه را به صورت  2بعد حداكثر 
 زیر توسيع داد:

 3اي موضعي منظم از بعد حداكثر حلقه Rفرض كنيد 
، انعكاسي است اگر Mمدول  Rصورت این باشد. در

pdو تنها اگر  1R M ال اول و براي هر ایده

 آزاد باشد. pMمدول  p ،pRغيرماكزیمال 

ها روي گونه مدولاخيراً، بلشاف سؤال مشابهي را براي این
قضيه هاي گورنشتاین با بعد كم در نظر گرفت. طبق حلقه

، نامساوي Mمدول  R، براي 2-9

   G-dim pdR RM M  برقرار است. این

مطلب، سؤالي طبيعي را در مورد نتایج سر و ساموئل ایجاد 
 ، بلشاف نتایج زیر را ثابت كرد:[2]كند. در مي

 2اي موضعي و گورنشتاین با بعد حداكثر حلقه R( اگر 1
گاه مدول انعكاسي باشد، آن Rیك  Mو 

 G-dim 0R M . 

باشد.  3اي موضعي و گورنشتاین با بعد حلقه R( اگر 2
، انعكاسي است اگر و تنها Mمدول  Rگاه آن
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 G-dim 1R M  آل اول غير و براي هر ایده

p ،ماكزیمال  pG-dim 0R M . 

تاب و هاي بياین بخش شامل مطالبي در مورد مدول
واقع، در این  انعكاسي با بعد گورنشتاین متناهي است. در

را تعميم  [8]، و ساموئل [9]، سر [2]بخش نتایج بلشاف 
آوریم كه در اثبات قضيه دهيم. ابتدا، گزاره زیر را ميمي

 كنيم.اصلي مكرراً از آن استفاده مي

 

 [ موارد زیر برقرارند:1-4-1، گزاره3] :1-3گزاره 

(1 )M تاب است اگر و تنها اگرمدول بي 

(i براي هر ) p Ass R ،pM تاب باشد، مدول بي 

(ii براي هر ) p Spec R كه طوري به

 p depth 1R  داشته باشيم

 
p pdepth 1R M. 

(2 )M  مدول انعكاسي است اگر و تنها اگر 

(i براي هر ) p Spec Rكه طوري ، به

 pdepth 1R ،pMمدول انعكاسي باشد، و 

(ii براي هر ) p Spec R كه طوري به

 pdepth 2R  داشته باشيم

 
p pdepth 2R M. 

، 2است و تعميمي از ] 1. 3قضيه زیر حالت خاصي از گزاره 
 [ است.1-7 ، گزاره2[ و ]1-1 گزاره

 

اگر  .2-3قضیه  G-dimR M  ،متناهي باشد

 هاي زیر برقرارند.گاه گزارهآن
(1 )M تاب است اگر و تنها اگرمدول بي 

(i براي هر ) p Ass R ،pM تاب باشد، مدول بي 

(ii براي هر ) p Spec R كه طوري به

 p depth 1R داشته باشيم 

.   
p p pG-dim depth 1R M R  

(2 )M  مدول انعكاسي است اگر و تنها اگر 

(i براي هر ) p Spec Rكه طوري ، به

 pdepth 1R ،pM مدول انعكاسي باشد، و  

(ii براي هر ) p Spec R كه  طوري به

 pdepth 2R  داشته باشيم 

.   
p p pG-dim depth 2R M R  

 

تاب باشد. طبق مدول بي M( فرض كنيد 1. )برهان

، كافيست ثابت كنيم كه براي هر 1-3 گزاره

 p Spec Rكه طوري ، به pdepth 1R  ،

داریم    
p p pG-dim depth 1R M R  .

، براي هر 1-3توجه كنيد طبق گزاره  p Spec R

كه  طوري ، به pdepth 1R  داریم ،

 
p pdepth 1R M  . 

 بریدجر، داریم: - حال با استفاده از فرمول آسلندر

 

   

 

p

p

p

p p

p

G-dim

depth depth

depth 1

R

R

M

R M

R





 

 

، كافيست نشان دهيم براي هر 1-3برعكس، طبق گزاره 

 p Spec Rكه طوري ، به pdepth 1R  ،

داریم 
p pdepth 1R M  طبق فرض و با استفاده از .

 بریدجر، داریم: - فرمول آسلندر

   

 

 

p

p

p p

p

p

depth depth =

G-dim

depth 1

R

R

R M

M

R



 

 

بنابراین براي هر  p Spec Rكه طوري ، به

 pdepth 1R  داریم ، 
p pdepth 1R M . 

 شود.( ثابت مي1( مشابه )2)
شوند و نتيجه مي 2-3طور مستقيم از قضيه  نتایج زیر به

 مشاهده كرد. [7]و  [8]، [2]توان آنها را در مي
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فرض كنيد  :3-3نتیجه  ,mR اي منظم حلقه

كه  طوري )گورنشتاین( باشد به dim 2R  اگر .

M  یكR گاه مدول انعكاسي باشد آن

    G-dim 0 pd 0R RM M . 

 

( بعد 8-2 [ )قضيه2-2-7 ، قضيه3. طبق ]برهان

( متناهي است، زیرا M)بعد گورنشتاین  Mپروژكتيو 
R اي منظم )گورنشتاین( است. طبق فرض براي حلقه

هر  p Spec R داریم ، pdepth 2R  اگر .

 pdepth 2R  (، داریم 2) 2-3گاه طبق قضيه آن

    
pp pG-dim 0 pd 0R RM M در . 

مدول  pM(، 2) 2-3صورت طبق قضيه  این غير

 [ داریم:1-4-19 ، تمرین3انعكاسي است و طبق ]

 

  

  
p

p p

p p p

p

depth

depth Hom ,

min 2,depth

R

R M

M R

R





 

 بنابراین 

    
p pp pG-dim 0 pd 0R RM M . 

  

فرض كنيد  :4-3نتیجه  ,mR اي منظم حلقه

، انعكاسي Mمدول  Rباشد.  3)گورنشتاین( با بعد 
است اگر و تنها اگر 

    G-dim 1 pd 1R RM M   و براي هر

داشته باشيم  pال اول غيرماكزیمال ایده

    
p pp pG-dim 0 pd 0R RM M . 

 شود.اثبات مي 3.3برهان. مشابه نتيجه 
 

 تاببي kهاي مدول -4
0kتاب را براي بي kهاي ، مشك مدول[7]در   

تاب و هاي بيواقع، او توسيعي از مدول معرفي كرد. در
تاب، مدول هاي بيمدول انعكاسي ارائه كرد، بدین معنا كه

تاب باشند. بي -2هاي انعكاسي، مدول تاب و مدولبي -1

براي  1-3اولين نتيجه این بخش، تعميمي از گزاره 
عنوان كاربرد، نشان  تاب است. بهبي kهاي مدول

مكالي  - هاي ماكزیمال كوهندهيم كه كلاس مدولمي
هاي موضعي تاب روي حلقهبي kهاي و كلاس مدول

معادلند. در پایان، شرایط لازم و  kو گورنشتاین با بعد 
 kهاي كافي براي اینكه حاصل ضرب تانسوري مدول

 آوریم.دست مي تاب شود را بهبي kتاب مدول بي
 

مدول و  Rیك  Mفرض كنيد  :1-4تعريف 

  1 0: 0u fP P M     یك تحليل

را با  Mباشد. دوگان آسلندر براي  Mپروژكتيو براي 

نماد  D M صورت زیر را بهدهيم و آننمایش مي

 كنيم:تعریف مي

   * * *

0 1Coker :D M u P P  

عبارت دیگر، با دوگان كردن به  رشته دقيق 

 

 

*

*

* * *

0

*

1

: 0

0

f

u

M P

P D M

  

  
 

 آید.دست ميبه
 

 Rیك  M[ فرض كنيد 5، گزاره 7] :2-4گزاره 

M:**مدول باشد و فرض كنيد  M M  

KerMهمریختي طبيعي دوگان باشد. اگر  MK   و

CokerM MC هاي طبيعي زیر گاه یكریختي، آن

 را داریم:

  

  

1

2

Ext ,

Ext ,

M R

M R

K D M R

C D M R




 

iعلاوه بر این، این    داریم: 3

    2 *Ext , Ext ,i i

R RD M R M R 

هاي ، مشك مدول2-4و گزاره  3-2با بررسي تعریف 
k صورت زیر تعریف كرد.تاب را بهبي 
 

تاب ناميده بي M ،kمدول  R :3-4تعريف 

1شود هرگاه براي هر مي i k  داشته باشيم ،

  Ext , 0i

R D M R 1هاي . بنابراین، مدل- 
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تاب بي -2هاي تاب و مدولهاي بيتاب همان مدولبي

3kهاي انعكاسي هستند. براي همان مدول  مدول ،
M ،k تاب است اگر بيM  مدول انعكاسي باشد

1و براي  2i k   داشته باشيم ،

 *Ext , 0i

R M R  ،0. طبق تعریف، هر مدول- 

 تاب است.بي

 

مدول باشد.  Rیك  Mفرض كنيد  .4-4ملاحظه 

تاب است اگر و تنها بي kمدول  Mصورت این در

اگر براي هر  p Spec R ،pM ،pR  مدول

k تاب باشد.بي 

 

در شرط ) Mمدول  R :5-4تعريف 
~

kS صدق )

كند هرگاه براي هر مي p Spec R  داشته باشيم 

   
p p pdepth min ,depthR M k R. 

 
 مدول باشد به Rیك  Mفرض كنيد  .6-4گزاره 

dimRGكه طورى M    0وk   یك عدد

 صورت موارد زیر معادلند:این صحيح باشد. در
(i )M  مدولk تاب است.بي 

(ii )M ( در شرط
~

kSكند.( صدق مي 
 

 M[ هرگاه بعد گورنشتاین 42، قضيه 7. طبق ]برهان

( معادلند. از ii( و )iطور موضعي متناهي باشد موارد ) به
با متناهي  Mطرف دیگر متناهي بودن بعد گورنشتاین 

  طور موضعي معادلند. به Mبودن بعد گورنشتاین 
. 3قضيه زیر یكي از نتایج مهم این بخش است كه گزاره 

 دهد.تاب تعميم ميبي kهاي را براي مدول 1

 
 مدول باشد به Rیك  Mفرض كنيد  .7-4قضیه 

كه طورى dimRG M  . 

تاب است اگر و تنها بي kمدول  Mصورت  این در
 اگر

(i براي هر ) p Spec Rكه  طوري ، به

 pdepth 1R k  ،pM  مدولk تاب بي

 باشد، و

(ii براي هر ) p Spec R كه  طوري به

 pdepth R k  داشته باشيم

 
p pdepthR M k. 

، Mبریدجر، مدول  - علاوه، طبق فرمول آسلندر به
k تاب است اگر و تنها اگر براي هر بي

 p Spec R كه  طورى به

 pdepth 1R k  ،pM  مدولk تاب بي

باشد، و براي هر  p Spec R كه  طوري به

 pdepth R k  داشته باشيم 

.   
p p pG-dim depthR M R k  

 

تاب بي kمدول  Rیك  M. فرض كنيد برهان

( به وضوح برقرار است و طبق گزاره iصورت ) این باشد، در

در شرط ) Mمدول  4-6
~

kSكند، بنابراین ( صدق مي
(ii.برقرار است ) 

برعكس، چون  dimRG M   طبق گزاره ،

در شرط ) Mست نشان دهيم كه كافي ا 4-6
~

kS )

كند، اگر صدق مي
pdepth( )R kآن ،( گاه طبقii )

داریم  
p pdepthR M k و بنابراین 

    
p p pdepth min ,depthR M k R. 

تاب بي kمدول  pM(، iصورت، طبق ) این غير در

در شرط ) pMاست، پس 
~

kSكند. بنابراین،( صدق مي

M  مدولk تاب است.بي 
هاي موضعي و دهيم كه روي حلقهدر ادامه، نشان مي

 هاي ماكزیمال كوهن، كلاس مدولkگورنشتاین با بعد 
 تاب با هم معادلند. بي kهاي مكالي و كلاس مدول -

، M، مدول Rشویم كه روي حلقه موضعي یادآور مي
 شود هرگاهمكالي ناميده مي - ماكزیمال كوهن

    depth dim dimR RM M R . 
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اي موضعي و حلقه Rفرض كنيد  :8-4نتیجه 

 Rیك  Mباشد و فرض كنيد  kگورنشتاین با بعد 
 هاي زیر معادلند.صورت گزارهاین مدول ناصفر باشد. در

(i )M  مدولk تاب است.بي 

(ii ) dim 0RG M . 

(iii )M مكالي است. - مدول ماكزیمال كوهن 
 

 شود.( نتيجه ميi( از )ii، )7-4طبق قضيه  برهان.

(iii) (ii فرض كنيد :) dim 0RG M در ، 

 شود.بریدجر نتيجه مي - صورت حكم از فرمول آسلندراین
(i) (iii فرض كنيد :)M  یكR  مدول

یك  pMمكالي باشد، بنابراین  - ماكزیمال كوهن

pR مكالي براي هر  - مدول ماكزیمال كوهن

 p Supp M  است. بنابراینM ( در شرط
~

kS )

 kمدول  M، 6-4كند و لذا طبق گزاره صدق مي
 تاب است.بي

[، هونيكه و ویگند مطلب زیر را 6[ و ]2-6 ، نتيجه5در ]
 ثابت كردند:
و  M یك حلقه اشتراك كامل باشد و Rفرض كنيد 

N ،R كه براي هر طوري هاي ناصفر باشند بهمدول

1i  داشته باشيم ، Tor , 0R

i M N  اگر .

R
M N مكالي باشد،  - یك مدول ماكزیمال كوهن

مكالي  - هاي ماكزیمال كوهنمدول Nو  Mگاه آن
 هستند.

در ادامه، شرایط لازم و كافي براي اینكه حاصل ضرب 
تاب بي kتاب مدول بي kهاي تانسوري مدول

 آوریم.دست ميا بهشود ر

 

یك حلقه اشتراكي كامل  Rفرض كنيد كه  .9-4قضیه 

با بعد  dim R k  باشد و فرض كنيدM  وN

 ،R كه براي هر طوري هاي ناصفر باشند بهمدول

1i   :داشته باشيم Tor , 0R

i M N  در 

صورت این
R

M N  مدولk تاب است اگر و بي

 تاب باشند.بي kهاي مدول Nو  Mتنها اگر 

ابتدا فرض كنيد كه  برهان.
R

M N  یك مدول

k مدول  8-4تاب باشد. طبق نتيجه بي
R

M N 

، 5مكالي است. حال طبق ] - یك مدول ماكزیمال كوهن

 - هاي ماكزیمال كوهنمدول Nو  M[، 2-6 نتيجه
 Nو  M، 8-4مكالي است، بنابراین طبق نتيجه 

 تاب هستند.بي kهاي مدول

برعكس، فرض كنيد  p Supp Mكه  آنجایي ، از

M  مدولk تاب است بنابراین بيM  در شرط

(
~

kSكند. بنابراین ( صدق مي 
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depth
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depth / p

depth

min ,depth

R
R

R
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M N
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k R

 
  

 







 

لذا 
R

M N ( در شرط
~

kSكند و طبق ( صدق مي

  ■ حكم برقرار است. 6-4 گزاره
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