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  مقدمه - ۱
ک در يکلاس يها ينامساو ياضيخ علم ريدر طول تار

باشند.    يکاربرد و با ارزش م  ار پريبس يعدد يها  مجموعه
ها  يمساونا  ت بحثين چند دهه باتوجه به اهميدر ا

افتن روابط يع و يتوس ي، در راستايفراوان يهاتلاش
از  يکيبه عنوان  يسيز ماتريدر آنال    مشابه ينامساو
رفته است. به يصورت پذ يز تابعيآنال يکاربرد يهاشاخه

ک عملگر ي يبرا يشعاع عدد يها معرف ن تلاشيژه ايو
 يدار بر روو کران يخط يدر مجموعه تمام عملگرها

جبر تمام ∗C−     ديکن فرض. باشد يلبرت ميه يضاک في
را H	لبرت يه  يفضا يدار بر روو کران يخط يعملگرها

باشد،  B(H)	از يعملگر Tم. اگر ينشان ده B(H)با 
ف ير تعرين عملگر به صورت زيا يبرا يآن گاه برد عدد

  شود:يم
w(T) = ,ݔܶ〉} ‖ݔ‖	:〈ݔ = 1}.	 

  
ن يافتن کوچکتري، يرد عددم بيمستق يع هاياز توس يکي

است که به  ن مجموعه يا ين اندازه اعضايکران بالا در ب
  شود:يف مير تعريو به صورت ز ينام شعاع عدد

߱(ܶ) = sup{|〈ܶݔ, ‖ݔ‖	:|〈ݔ = 1}. 
  

ن يشود که ا يجه مينت يف شعاع عدديتعربا توجه به 
صورت معادل  ن نرم بهين ايک نرم است و همچنيف يتعر

 Tعملگر  يگر برايباشد. به عبارت د يم يعملگر با نرم
  به صورت ي، اگر نرم عملگرB(H)از 

‖ܶ‖ = sup{‖ܶ:‖ݔ	ݔ‖‖ = 1} 
  

ن نرم يو مهم ب ياساس ين نامساويگاه اول باشد، آن
  شود: يجه مير نتيصورت ز به يو شعاع عدد يعملگر

‖்‖ 
ଶ
≤ ߱(ܶ) ≤ ‖ܶ‖.							  )۱(                       

 
ک عملگر ي يد که مجموعه برد عددين ثابت گرديمچنه

ف آن يشامل بر پوسته محدب مجموعه ط B(H)از 
 B(H)از  Tعملگر يفيشعاع ط (ܶ)ߩاگر است.  عملگر

را به  يگريد يا هيپا يتوان نامساو يگاه م باشد، آن
 ان داشت:ير بيصورت ز

(ܶ)ߩ                       )   ۲( ≤ ߱(ܶ) ≤ ‖ܶ‖. 
  

به  ي، شعاع عدد يفيع شعاع طيوجه به کاربرد وسبا ت
  سودمند باشد.  يتواند در موارد ياز آن م يبيعنوان تقر

 يعضو Tثابت کرد اگر عملگر  ۱۹۶۵در سال  ]۱[برگر 
 گاه باشد، آن يعيطب يعدد	n		وB(H)	از 

ω(T୬) ≤ ω୬(T). 
  

دلخواه  دو عملگر يبرا ]٥[ هال بروک  ١٩٦٩در سال 
 A,  B    ازB(H) ثابت کرد 

 	ω(AB) ≤ 4	ω(A)ω(B). 
  

AB    يعنيدو عملگر با هم  ييدر صورت جابجا = BA     ،
 ابدي  ير بهبود ميفوق به صورت ز ينامساو

  	ω(AB) ≤ 2	ω(A)ω(B).  
  

ف ين در جهت تظريتوسط محقق ياديز يهاتلاش
موجود در  يها يژه نامساويان شده، به ويب يها ينامساو
   تانهيک انجام شده است. به عنوان مثال، ) ٢و ( )١(روابط 

سمت راست در رابطه شماره  ينامساو     ٢٠٠٣در سال  ]٦[
  داد   ر بهبوديصورت ز  را به       )١(    

ω(T) ≤
1 
2 ቀ
‖T‖ + ‖Tଶ‖

భ
మቁ. 

  
  به    )١(    از رابطه شماره  يبهبود ]٧[تانه ي، ک ٢٠٠٥در سال 
  .ه نمودير ارايصورت ز

‖∗ା∗‖ 
ସ

≤ ωଶ(T) ≤ ‖∗ା∗‖	 	
ଶ

.    
  

ک يتوانست   ، ٢٠٠٧در سال ] ٣[ر يدراگوم   ن يهمچن
  ر ثابت کنديبه صورت ز ينامساو

ωଶ(T) ≤
1 
2
(ω(Tଶ) + ‖T‖ଶ). 

  
مربوط به  يها يشتر با نامساويب ييمطالعه و آشنا يبرا

در خصوص ن يو همچن ]۴[توان به منبع  يم يشعاع عدد
رجوع  ]۸،۱۰، ۲[به منابع  يعدد  شعاع يايم قضايتعم

  ر است.ين مقاله به شرح زيکرد. ساختار ا
 يو شعاع عدد يبرد عدد يه برايف اوليدر فصل دوم تعار

 يف شده بر رويالحاق تعر يدارا يمربوط به عملگرها
   يان و سپس به بررسيمدول ب∗C−لبرت يه يک فضاي
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ن ين در ايشود. همچن يها پرداخته ماز خواص آن يتعداد
از جهت استفاده در فصل سوم يمورد ن يفصل ابزارها

 يهاياز نامساو يشود. در فصل سوم تعداد يان ميمقاله ب
که در  B(H)	 موجود در يعملگرها يمشهور برا

به صورت است  ن ثابت شده يگذشته توسط محقق
شده  فيالحاق تعر يدارا يعملگرها يبرا ييهاينامساو
ع و ثابت يمدول توس∗C−لبرت يه يک فضاي يبر رو

  شود. يم
 
  از يه و مقدمات مورد نيف اوليتعار - ۲

 ياز برايف و مقدمات مورد نيان تعارين بخش به بيدر ا
ن يا يشود. در تمام يق پرداخته مين تحقيادامه ا

 يدارا يبه عنوان مجموعه تمام عملگرها 	L(E)مقاله
در نظر  Eمدول ∗C−لبرت يه يفضا يالحاق بر رو

  شود.  يگرفته م
  

,ݔ. اگر)شوارتز ي(کوش۱-۲لم  يدو عضو از فضا ݕ
  گاه باشند، آن Eمدول ∗C−لبرت يه

,ݔ〉‖ ‖〈ݕ ≤  .‖ݕ‖	‖ݔ‖
  

  رجوع شود.] 9[به منبع  برهان:
و شعاع  يد از برد عدديجد يفين قسمت تعرياکنون در ا

ه ير ارايزبه صورت  L(E)عملگرها در  يبرا يعدد
 شود يم

w(T) = {〈Tݔ, ‖ݔ‖	:〈ݔ = 1}. 
  

گاه  باشد، آن L(E)در  Tاگر عملگر . ۳-۲فيتعر
 شود: يف مير تعرين عملگر به صورت زيا يشعاع عدد

δ(T) = sup{‖〈Tݔ, ‖ݔ‖	:‖〈ݔ = 1}. 
  

توان نشان داد که  يم يف فوق، به سادگيبا توجه به تعر
δ(.) ک نرم است.ي  

  
باشد، در  L(E)در  Tملگر د عي. فرض کن۴-۲لم 

 صورت نيا
δ(T) ≤ ‖T‖. 

  
  داريم ۳-۲استفاده از تعريفبا  برهان:

 

δ(T) = sup{‖〈Tݔ, ‖ݔ‖	:‖〈ݔ = 1}, 
  

 شود يجه مير نتيبه صورت ز حکم ۱-۲کمک لمو با 
δ(T) ≤ sup{‖T:‖ݔ	ݔ‖‖ = 1}. 

  
ک عملگر خود ي L(E)در  ܶاگر عملگر  .۵-۲لم

 ميگاه دار الحاق باشد، آن
δ(T) = ‖T‖. 

  .رجوع شود] ۹[به منبع  برهان:
 
  ديجد   ينامساو يتعداد - ۳

 يمشهور شعاع عدد يها ياز نامساو ين فصل تعداديدر ا
 ييها يبه صورت نامساو B(H)در  يعملگرها يبرا
  شوند. يع داده ميتوس 	L(E)موجود در  يعملگرها يبرا
  

  گاه  باشد، آن L(E)در  Tاگر عملگر  .۱-۳هيقض
‖T‖ ≤ 2	δ(T) 

  
‖ݔ‖ز يو ن Eاز  يعضو ݔد يفرض کنبرهان:  = 1 
  ميابي يصورت م نيباشد، در ا

〈Tݔ + T∗ݔ, Tݔ + T∗ݔ〉
= 〈Tݔ, Tݔ〉 	
+ 〈Tݔ, T∗ݔ〉
+ 〈T∗ݔ, Tݔ〉
+ 〈T∗ݔ, T∗ݔ〉 

  
 طور مشابه و به

〈Tݔ − T∗ݔ, Tݔ − T∗ݔ〉
= 〈Tݔ, Tݔ〉 − 〈Tݔ, T∗ݔ〉
− 〈T∗ݔ, Tݔ〉
+ 〈T∗ݔ, T∗ݔ〉 

  
 ميابي يفوق م ين دو تساويجموع طرفاز م

)۳          (    2(〈Tݔ, Tݔ〉 +	〈T∗ݔ, T∗ݔ〉) = 
					〈Tݔ + T∗ݔ, Tݔ + T∗ݔ〉 + 
					〈Tݔ − T∗ݔ, Tݔ − T∗ݔ〉						 

  
 و از آنجا که

0 ≤ 〈Tݔ, Tݔ〉 ≤ 〈Tݔ, Tݔ〉 + 〈T∗ݔ, T∗ݔ〉  
  ميابييم
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2	〈Tݔ, Tݔ〉 ≤ 〈Tݔ + T∗ݔ, Tݔ + T∗ݔ〉 + 
〈Tݔ − T∗ݔ, Tݔ − T∗ݔ〉, 

  
 جهيدر نت

2‖Tݔ‖ଶ ≤ ‖Tݔ + T∗ݔ‖ଶ
+ ‖Tݔ − T∗ݔ‖ଶ. 

  
 	ݔيموم بر روير و با گرفتن سوپرياخ يتوجه به نامساو با
 ميابي يم

2‖T‖ଶ ≤ ‖T + T∗‖ଶ + ‖T − T∗‖ଶ, 
  

Tو چون  + T∗ با کمک  خود الحاق است، يعملگر
 .يابيممي ٥- ٢لم

2‖T‖ଶ ≤ δଶ(T + T∗) + ‖T − T∗‖ଶ. 
  

 ܶ݅، با قرار دادن Tاکنون با توجه به دلخواه بودن عملگر 
  ميابييقبل م يدر نامساو

2‖T‖ଶ ≤ δଶ(T − T∗) + ‖T + T∗‖ଶ, 
  

  جهيدر نت
2‖T‖ଶ ≤ δଶ(T − T∗) + δଶ(T + T∗). 

  
.)δکه جا حال از آن باشد، حکم به وضوح ينرم م (

  . برقرار است
  
,Aاگر  .۲-۳جهينت B  دوعملگر ازL(E) گاه باشند، آن  

δ(AB	) ≤ 4δ(A	)δ(B	). 
  

δ(AB)	چون ۴-۲طبق لم  :برهان ≤ ‖AB‖		 و با
جه ينت ينرم عملگر يبرا ير ضربيت زيکمک خاص

  شود يم
δ(AB	) ≤ ‖A‖‖B‖, 

  
‖A‖و چون  ≤ 2δ(A)  و‖B‖ ≤ 2δ(B) ،

  .شود يجه ميحکم نت
 ۱- ۳قضيهن شده در در قضيه بعد تظريفي از نامساوي بيا

  شود. نشان داده مي
 

  گاه باشد، آن L(E)در  Tاگر عملگر . ٣-٣هيقض
‖TT∗ + T∗T‖ ≤ 

‖T + T∗‖ଶ + ‖T − T∗‖ଶ

2 ≤ 4δଶ(T) 
  

‖ݔ‖ز يو ن Eاز  يعضوx د يفرض کنبرهان:  = 1 
  مي) دار٣باشد. با کمک رابطه (

2(〈Tݔ, Tݔ〉 +	〈T∗ݔ, T∗ݔ〉)
= 〈Tݔ + T∗ݔ, Tݔ
+ T∗ݔ〉
+ 〈Tݔ − T∗ݔ, Tݔ
− T∗ݔ〉, 

  
  و به طور معادل

2	(〈T∗Tݔ, 〈ݔ +	〈TT∗ݔ, (〈ݔ
= 〈Tݔ + T∗ݔ, Tݔ
+ T∗ݔ〉
+ 〈Tݔ − T∗ݔ, Tݔ
− T∗ݔ〉. 

  
  نيهمچن

2‖〈(T∗T + TT∗)ݔ, ‖〈ݔ 		
≤ ‖Tݔ + T∗ݔ‖ଶ
+ ‖Tݔ − T∗ݔ‖ଶ. 

  
موم بر يرر و با گرفتن سوپياخ يحال با توجه به نامساو

  ميابي يم ݔ يرو
2‖T∗T + TT∗‖

≤ ‖T + T∗‖ଶ
+ ‖T − T∗‖ଶ. 

  
د، يانجام گرد ۱-۳اثبات قضيهچه در روند  مشابه با آن

 د.يآ يحکم بدست م
 يها عملگر يتوان برا يه بعد نشان داده که ميدر قض

 يمقدار نامنف يک کران بالا براي، L(E)در  يخاص
‖T‖ − δ(T) دست آورد. به  

  
عملگر  Iمختلط،  يعدد λد يفرض کن. ٤-٣هيضق

  ن يباشند، در ا L(E)دلخواه در يعملگرTو يهمان
  

T‖صورت اگر  − λI‖ ≤ rگاه ، آن  

‖T‖ − δ(T) ≤ 	
rଶ

2|λ| 
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‖ݔ‖ز يو ن Eاز  يعضو  xديفرض کنبرهان:  = 1 
T‖باشد. با کمک فرض  − λI‖ ≤ r ه يدر قض

  ميابي يم
‖〈(T − λI)ݔ, (T − λI)ݔ〉‖ ≤ rଶ 

  
  عادل م طور  به 

‖〈Tݔ, Tݔ〉 + |λ|ଶ〈ݔ, 	〈ݔ
− 	2Re〈Tݔ, ‖λ〈ݔ ≤ rଶ 

  
  جهيدر نت

‖〈Tݔ, Tݔ〉 + |λ|ଶ〈ݔ, ‖	〈ݔ
≤ rଶ
+ 2|λ|	‖Re〈Tݔ,  	‖〈ݔ

  
,ݔRe〈T‖حال چون  ‖〈ݔ ≤ δ(T)ي، لذا از نامساو 

  مير دارياخ
‖〈Tݔ, Tݔ〉 + |λ|ଶ〈ݔ, ‖	〈ݔ

≤ rଶ + 2δ(T)	|λ|. 
  

 ݔ يموم بر رويآخر و با گرفتن سوپر يبا توجه به نامساو
  ميابي ياز آن، م

‖T∗T + |λ|ଶI	‖ ≤ rଶ + 2δ(T)	|λ|. 
 

  جهيدر نت
				‖T‖ଶ + |λ|ଶ ≤ rଶ + 2δ(T)	|λ|.      )۴(  

  
‖‖T	λ||2حال از آنجا که  ≤ ‖T‖ଶ + |λ|ଶلذا ،  

2|λ|	‖T‖ ≤ rଶ + 2δ(T)	|λ|. 
  

  شود. يجه ميآخر نت يحال به وضوح حکم از نامساو
 ١- ٣ يفي از نامساوي بيان شده در قضيهدر قضيه بعد تظر

 اي مناسب بابراي عملگرهايي خاص که در فاصله
 شود. يهستند، نشان داده م ياز عملگر همان يمضارب

  
 Iمختلط،  يعدد λد ي. فرض کن٥-٣هيقض

ن صورت يباشند، در ا L(E)در يعملگرTو يعملگرهمان
0گر ا < ݎ ≤ T‖و  |ߣ| − λI‖ ≤ rگاه ، آن  

ඨ1 −
rଶ	
|λ|ଶ

≤	
δ(T)	
‖T‖

	(≤ 1). 

  

  ميابي يم ٤-٣قضيه ) در٤( يبا کمک نامساوبرهان: 
	‖T‖ଶ + |λ|ଶ ≤ rଶ + 2δ(T)	|λ|, 

  
بر مقدار مثبت  ين نامساويم طرفيبا تقسو 

ඥ|λ|ଶ − rଶ	 شود يجه مينت  
		‖T‖ଶ

ඥ|λ|ଶ − rଶ
+ඥ|λ|ଶ − rଶ

≤
2δ(T)	|λ|

ඥ|λ|ଶ − rଶ
. 

  
  جا که آن از

2‖T‖ ≤
		‖T‖ଶ

ඥ|λ|ଶ − rଶ
+ ඥ|λ|ଶ − rଶ,	 

  
  ميابي ير مياخ ينامساو لذا با کمک

2‖T‖ ≤
2δ(T)	|λ|

ඥ|λ|ଶ − rଶ
	, 

  
  و به طور معادل

‖T‖ ≤ 	
	|λ|	

ඥ|λ|ଶ − rଶ
δ(T). 

  
 اگر، ه قبليبه مفروضات قضت يتوجه شود با عنا

1
2 ≤

ඨ1 −
	ଶݎ
 ଶ|ߣ|

  
 ا به طور معادليو 

r	
|ߣ| ≤

√3	
2  

  
از  يتواند به عنوان بهبوديفوق م يگاه نامساو اشد، آنب

 باشد. ١-٣قضيه ان شده دريب ينامساو
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