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  مقدمه - ۱
ک و يزياز مسائل ف ياريبس يبند در مدل ير خطيمعادلات غ

از معادلات  يعين رو سهم وسيشوند و از ا يظاهر م يمهندس
طه يکه در ح يو معادلات مشتقات جزئ يل معموليفرانسيد
ن خانواده اختصاص يشوند به ا يمطرح م يات کاربردياضير
ات ياضير يها شتر شاخهيکه در ب ييها شرفتيافته است. پي

بوده است که  ييها صورت گرفته مرهون تلاش يکاربرد
 .صورت گرفته است يرخطيغ يها شناخت و حل مدل يبرا

، روش يمانند روش تفاضلات متناه يعدد يها هرچند روش
ل انتگرال (مانند لاپلاس و يتبد يها و روش ياجزا متناه

به کار گرفته شوند  يخط ياند در معادلات تابع ه) توانستهيفور
 يدر اجرا يا دهي، مشکلات عدير خطيدر معادلات غ يول
و  يعدد يها ب روشمناس يژگين روشها وجود دارد. ويا

ده را يچيلات انتگرال آن است که قادر هستند مسائل پيتبد
د حل کنند، با يجد يل و در چارچوبيتر تبد ساده يبه صورت

مشکل استفاده از  .ز دارندين يبين وجود هر دو دسته معايا
را يآنها است ز ييلات انتگرال محدود بودن حوزه کارايتبد

معادله  يها تمام مولفه يعمل رو ييد توانايل باين تبديا
د يل باين تبديز با اعمال ايرا داشته باشد و ن يمورد بررس

از موارد  ياريم که در بسيتر برس ساده يا م به معادلهيبتوان
ز جواب را به ين يعدد يها روش .شود يجه حاصل نمين نتيا

جه يدهند و نت يار ما قرار ميصورت نقاط گسسته در اخت
ک تابع يخاص،  يا مساله يرو يند عددياک فرياعمال 

از  ياز موارد درک کل يارياست که در بس يبيتقر يجدول
قبل از پرداختن به اصل موضوع  .کند يجواب را مشکل م
و  يعدد يکردهايک از رويچ يم که هيلازم است اشاره کن

گر ندارند يکدينسبت به  يکل يبرتر يليمه تحليا ني يليتحل
زان بهتر يمعادلات موجود هستند که من مسائل و يبلکه ا
کنند. آن چه   ين مييرا تع يگريک روش نسبت به ديبودن 

 يها دا کردن روشينه پيقات در زميتحق ييايمسلم است پو
 يها دتر و موثرتر است. دانشمندان به دنبال روشيجد
، يخاص يها طهيهستند که بتوانند حداقل در ح يديجد

اساساً معادلات  .شده عمل کنندشناخته  يها کاراتر از روش
ک و... يزي، فيدر علوم مهندس ياديکاربرد ز يل جزئيفرانسيد

ز ين نيباعث شده که ا يل جزئيفرانسيدارد. کاربرد معادلات د
 يت خاصياهم يدارا يل معموليفرانسيهمچون معادلات د

 يليمه تحليو ن يلي، تحليمه عددي، نيعدد يها باشد. روش

ن نوع معادلات استفاده شده که هر کدام يحل ا يبرا ياديز
ک روش يباشند اما هنوز   يب خاص ميها و معا تيمز يدارا

امده که يبدست ن يل جزئيفرانسيحل معادلات د يآل برا دهيا
را بتواند حل کند بدون  ين معادلاتيک چنيط يدر تمام شرا

همچون  يعدد يها کيتکن .ده شوديدر روش د يبيآنکه ع
، تکرار [2]ان يه ادوميتجز ،[1]ل لاپلاس يتبد  روش

 يليتحل يو هموتوپ [4] يانحراف ي، هموتوپ[3] يراتييتغ
همچون روش  يگريد يليتحل يوجود دارند. روشها [5]

 F، روش بسط [7]کوتانانت -، روش تانژانت[6] ييتابع نما
وجود دارند. هدف  G'/G [9]افته يم يو روش بسط تعم [8]
از  يبرخ يواقع يهادست اوردن جوابن ارائه به ياز ا

و  اسخائوس-ژه معادلات کوندويبو يل جزئيفرانسيمعادلات د
در ادامه روش تانژانت باشند.  يوانف ميا-کوفيمدل گردج

م يريگيحل معادلات ذکر شده بکار م يافته را برايبهبود  يف
 م کرد.يست خواهيحاصل را ل يتونيسال يهاو جواب

 خواهد شد ير سازماندهيصورت زساختار مقاله به 
افته يبهبود  يتانزانت ف يليدر فصل دوم مقدمات روش تحل

 م.يينما يرا ارائه م
-در فصل سوم به کمک روش فصل دوم معادله کوندو

 م.يينماياسخائوس را حل م
افته مدل يبهبود  يدر فصل چهارم به کمک روش تانژانت ف

 يقرار داده و جواب ها يابيوانف را مورد ارزيا-کوفيگردج
 م.يآورياز آن را بدست م يواقع

 م آورد.ياز جوابها را خواه يکيزير فيدر فصل پنجم تفس
م ياز روش فوق الذکر را خواه يريج بکارگيدر فصل ششم نتا

 آورد.
 

 افتهيبهبود يروش تانژانت ف - ۲
 يليک روش تحليافته، يبهبود يروش بسط تانژانت ف

ارائه و ، [10]در  يسندگانيتوسط نون بار يباشد که اول يم
حل  يک روش توانا براين روش يتوسعه داده شده است. ا

  .باشد يم يل جزئيفرانسيد يها معادله
ح ير به طور مفصل توضيز يها ات روش را با گاميجزئ

  :ميده يم
  

 يرهايبا متغ يرخطيغ يل جزئيفرانسيشکل معادله د .۱  گام
ر در يبه صورت ز u(x,y,t) تابع وابسته X=(x,y,t)مستقل 

  :ميريگينظر م
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P = (u, u , u , u , … ) 
 

x ر موجيکه با استفاده از متغ y ct     کهc يثابت 
ل يفرانسياست که بعداً مشخص خواهد شد، به معادله د

  :گردد يل ميتبد يمعمول
( , ', ', ', ", ", ...) 0Q u cu u u u u   

  

ر يتواند به صورت ز يم يجواب موج رفت و برگشت .۲  گام
  ان گردديب
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   :آنگاه، a=c و b=0 يوقت .۱۵ دسته
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  آنگاه ، b=cو  a=0 يوقت .۱۶ دسته
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  آنگاه ، b=-cو  a=0 يوقت .۱۷ دسته











 

Cc
1tan2)( 1  

 

 آنگاه     ، b=0و  a=0 يوقت .۱۸ دسته
Cc)(   

  

  آنگاه     ، b=c يوقت .۱۹ دسته
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cbaBAAکه  kk بعداً  که هستند ييها ثابت 0,,,,,
  مشخص خواهند شد.

퐴 , 퐴 , 퐵 , 푎, 푏, 푐 
  

مقدار با در نظر ن يم. و ايکن يرا مشخص م mمقدار  .۳  گام
ن مرتبه مشتق و جملات ين بالاتريگرفتن تعادل همگن ب

ظاهر  بدست آمده يل معموليفرانسيکه در معادله د يرخطيغ
صفر  يب را مساويسپس هر ضر .گردد يشود مشخص م يم

شامل با استفاده  يرخطيم معادلات غيتوان يم، ميده يقرار م
  .ميحل کن ۱۳ پليافزار م از نرم

  

) ۲) را در (۳و (  ۳ بدست آمده از گام mمقدار  .۴  گام
)k)2/tan ب مربوطه بهيم. ضرايکن يم يگذاريجا  و 
k)2/cot(  ب را يم، سپس هر ضريکن يرا انتخاب م

 يرخطيم معادلات غيتوان يم، ميده يصفر قرار م يمساو
م. يحل کن  ۱۳  پليافزار م ب موثر  با استفاده از نرميشامل ضرا

جواب  يب را در سريبدست آمده شامل ضرا يها و جواب
  .ديآ يبدست م يم و جواب واقعيده يقرار م

را حل کرده،   ۳  بدست آمده از گام يمعادلات جبر .۵ گام
,ب يسپس ضرا , , , ,0A A B a b ck k ) قرار ۲را در (

  از ياساس يها از جواب يک سريم يتوان يم. سپس ميده يم
  .مي) بدست آور۳(
  

  اسخائوس - حل معادله کوندو - ۳
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افتن جواب ي يرا. برصفر هستنديغ يها ثابت  و که 
ر استفاده يز يها لياسخائوس از تبد-از معادله کوندو يواقع

  م يکن يم
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با  .تون استيبسامد سال تون ويعدد موج سال که
ل داده شده معادله موردنظر به معادله ياستفاده از تبد
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  گردديل مير تبديز ODEمعادله به 
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ب ياز ضرا يا ستم بالا مجموعهياز س يبا حل معادلات جبر
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  مجموعه سوم:
2 2

2 2 2
2 4 2 2

1 1

2 2 2
1

2

0 1 1

9 8 1, , ,
2 5 7 4 ( 5 7 )

2 ( 9 9 3 6 7 ) ( 1 2 8 4 0 7 )( 2 7 ) , ,
3 8 ( 1 6 5 7 )

0 , , 0

c ca b c c c a b c
A A

Ak
c

A A A B

 
 

     


         
  

   
     

 
  

 

  
ها به از فصل دوم آنگاه جواب  ۲ و ۱ يهابا استفاده از دسته

  :ر خواهند بوديصورت ز
  

  
2 2 2(99 36 7 ) (128 40 7 )

1 29 9 8 (16 5 7 )1 1 2( ) { 1 tan( ( ))]}4 2 24 ( 5 7 ) 4 ( 5 7 )1 1

i x t
A A

u i c e
A A

  
  

 
 

 
 
 
  

  


    
   

 
푘 = −2 ± √7 ,훼 = 훼,                              훽 = − ± √ ( ± √ )

( ± √ )
           

퐴 = 0,							퐴 = 퐴 ,						퐵 = 0 
  

به  هااز فصل دوم آنگاه جواب  ۲ و ۱ يهابا استفاده از دسته
  :ر خواهند بوديصورت ز

  

  

푢 (휉) = −
( ±√ )

1 − 푖푡푎푛(
±√

)(휉 + 퐶) × 	푒
( ± √ ) ( ± √ )

( ± √ )  
1

3 ( 2 7 ) 3 ( 4 7 ) (1 0 2 7 ) 3 3 1 2( ) { [ t a n ( ( ) ) ] }2 2 2 2 1 2 1 5 71 6 1 6
2 2 2( 9 9 3 6 7 ) (1 2 8 4 0 7 )
28 (1 6 5 7 )

i c
u c

i x t
e

 
 

 

  


 
 
 
  

      


  




 

1
3 ( 2 7 ) 3 ( 4 7 ) (1 0 2 7 ) 3 3 1 2( ) { [ t a n ( ( ) ) ] }3 2 2 2 1 2 1 5 71 6 1 6

2 2 2( 9 9 3 6 7 ) (1 2 8 4 0 7 )
28 (1 6 5 7 )

i c
u c

i x t
e

 
 

 

  


 
 
 
  

      


  




 

)كه  2 7 )
( 2 )

2 3
x t

c


 




   

19 91 1 2( ) { 1 t a n h ( ( ) ) ] }5 2 24 ( 5 7 ) 4 ( 5 7 )1 1
2 2 2( 9 9 3 6 7 ) (1 2 8 4 0 7 )

28 ( 1 6 5 7 )

A A
u c

A A

i x t
e

 
 

 

  


 
 
 
  

   
   

  
 



 

2كه  1 ( 2 7 )( 2 )
3

A i
x t

c


      

  
از فصل دوم آنگاه جواب به صورت  ۱۴ با استفاده از دسته

  :ر خواهد بوديز
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1
9 2( )22 ( 5 7 )9 2 2 21 (99 36 7 ) (128 40 7 )2 22 ( 5 7 ) 8 ( 16 5 7 )1( , )6 1 9 ( )22 ( 5 7 )11

c C
Ac

e i x t
A

u x t A ec C
A

ce

 


  
 

 


 
 
 
  


 

  
   

 


 


 
 
 
 
 
 
 
 

 

2كه  1 ( 2 7 )( 2 )
3

A i
x t

c


      

  
 ايوانف-حل مدل گردجيکوف - ۴

  يبعد کينگر ياز معادله شرود

),()(),(
2

),(
2

txxmUtx
m
htxi xxt   

  

)t,x(و با استفاده از
k
i

e)t,x(p)t,x(


  معادله
ل يتبد ۱ال مادلنگيک جفت از معادلات سينگر به يشرود

  :شود به يم
( ) 0

2 1
( ) 0

2

t v x

h
v v v Ux x x xt m

 




 

   
 
 
 

 

  

2که 
   1ال و يچگال سv m x

   سرعت
مدل  يک برايتون روشن و تاريسال يها ان است. جوابيجر

بدست آمده  [14]و همکاران  ۲وانف توسط لويا-کوفيگردج
و  يفيل مساله طيک تبديبا استفاده از  ،N[15]است. در

 يتونيح ساليصر يها به جوابدن يرس يبرا ۳ل داربوکسيتبد
با  يفيمساله ط [16]در  ۴ن فانيساخته شده است. همچن

، يلتونيساخته شده و ساختار هم يرخطيمعادلات تکامل غ
ل داربوکس با يو تبد ير با بعد متناهيپذ انتگرال يها ستميس

معادله  [17]گره مورد مطالعه قرار گرفته است. در 
 يتواند متناظر با معادله کا ديم يمکعب يرخطينگر غيشرود

 يرخطينگر غيعلاوه، معادله شرود ان شود. بهياستاندارد ب يو
از  ييها درجه چهارم با مدول يرخطيک غيشده با  اصلاح

ال مادلنگ مورد مطالعه قرار ياز س يتابع موج با ساختار
تون ياز نوع سال ييها وجود جواب ۵فدله .[18] گرفته است

 يمکعب يرخطيک غيشامل  يرخطينگر غيمعادله شرود يبرا
کرده است  يمنظم را بررس يرخطيک قسمت غيبه اضافه 

  :ميريگ ير در نظر ميمدل موردنظر را به صورت ز .[19]
1 42 * 0
2

i ix x xt           

تابع موج  t,x((که "*" نشانگر مزدوج مختلط و
  ليباشد. با استفاده از تبد يمختلط م

)t,x(
j
i

e)t,x()t,x( 
  

  

ر يتواند به صورت ز يمال يس يچگال يوسته برايمعادله پ
  :در نظر گرفته شود

2 1 2 0
2

t v
k

     
 
 

 
†    ‡   §    **    ††  

)v(ال يسرعت س يمعادله جنبش برا x تواند به  يم
  :ان شودير بيصورت ز

2 1 2 2( )v vv k vx xxtx k k x
  


   

   
   

  
 

  

از  يدياز معادله بالا شکل جد يريگ و انتگرال يساز با ساده
  :شود ير خوانده ميمعادله به صورت ز

 

2 22 2

2 ( ) 2 002

v v v v kx x xt t
k

c t v dxx xx x t x

      

 

     

  

 

  

)که  )0c t ک تابع دلخواه است. ي  
tx با استفاده از   بهODE  گردد يل مير تبديز:  

2 1 2' ' 0
2

v
k

      
 
 

 

  

که  d/d' نسبت به  يريگبا انتگرال م يخواه
  داشت

                                                
1. Madelung 
2. Lu 
2. Darboux 
3. Fan 
4. Fedele 
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1 0
2 2

kk
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  بدست  يگذارياست. با جا يريگثابت انتگرال 0k که
  ميآوريم

2
0 0

2 3

32 ' '
2 2 2
1 1 ' ( ) " ' 0

4 2

k k kk c

k k

    

  

    
 

  

 

  

معادله با فرض  ياز امواج مجرد برا يدر ادامه انواع متفاوت
  .ميريگ يدر نظر م يط مرزيشرا

  

lim يوقت  يشرط مرز ( ) 0     با در نظر
limوقتي  گرفتن شرط مرزي  ( ) 0     ،  

  خواهيم داشت
3 112 2 32 ' ' ' ( ) ''' 002 2 4 2

k k k k
c         

 
 
 

 

  

  :ميداراز معادله بالا  يريگبا دوبار انتگرال
4 1 12 2 2 3 4( ') 0 1 2
c

k
        

 
 

 

  

4ن يبا اصل تعادل همگن ب 2, ( ')  م يآور يبدست م
1M    

  :ر خواهد بوديبه صورت ز يجواب واقع
( ) tan( ( ) / 2) cot( ( ) / 2)0 1 1A A B       

  

)tanبر حسب  يا ب از چند جملهيبا انتخاب هر ضر / 2)

شامل  يک مجموعه از معادلات جبريصفر،  يمساو
, , , , , , , ,1 0 1B a b c k A A  ميکنيرا حل م:  

67 0
7 [ 12 ]0

E c E
a

k S c E

 
 

 
 

 

 

0 2 2 2 2 2 4: 3 6 3 11 01 1 1 1
1 3 2 3 3:12 12 12 44 01 1 1 0 1
2 2 2 2 2 2 2: 12 6 36 6 48 61 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1

2 2 2 2 2 212 36 12 12 132 01 0 1 1 1 0 1 1
3 : 24 241 1

Y kb B kcB kc B kB

Y kB kacB kabB kA B

Y kcbA B kc A B kA B kb A B c B kc B

ka B kA B kabB kacB kA A B

Y kacA B kab







   

   

      

    

  3 244 96 241 1 0 1 0 0 1 0 1
2 2 2 2 236 36 12 12 132 01 1 0 1 1 1 0 1 1

4 4 2 3 2 2 2 2: 72 11 48 12 120 1 1 0 0 0 0 1 0
2 2 2 2 2 2 2 2 296 3 66 3 3 1320 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1

212 1

A B kA B c A B kA B

kA B kA B kabB kacB kA A B

Y kA A B kA c A kA kc A kA

c A B kc B kA B kb A kb A kA A B

kb A B
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kA A kA B
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ر يج زيبه نتا ۱با استفاده از متلب يبا حل معادلات جبر
  :ميرس يم

 
‡‡

                                                
1. Matlab 
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  مجموعه اول:

,
6231 332 2 2 2 2 07 ( ) 12 , 6 , 2 6 0, ( ),0 0 0 0 1 177 11 7

6 6231 0 0 ,
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ها به صورت نگاه جوابآاز فصل دوم  ۱با استفاده از دسته 
  خواهند بود:ر يز

 
1

6 6 6231 33 7 12 2 0 0 0( ) 2 6 ( ) tan( )1 077 11 7 7 2 7[ 12 ]0

6 6231 10 01
1 12 21 224 0

7 231
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c E
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,휃۱(푥 که 푡) = 	 휌۱(푥, 푡)푒 ۱( , ,°푐 و ( 퐶  و휃   هستند.ثابت  °۱

  
به صورت  هااز فصل دوم آنگاه جواب ۲تفاده از دسته با اس

  ر خواهند بود.يز
  

휌 (휉) = 푘 푆 + 2 −6푐 퐸 − √ (푏 − 푐 ) √
	

	
− tanh 휉 ,	  

휃 (휉) = 휇휉 − 2푐 푡 − 휃 ° −	
√ √ 푘 푆 + 2 −6푐 퐸 휉 − 	푙푛 tanh 휉 −

√ + √ − √ 푙푛 푡푎푛ℎ 휉 − 1   

  که

휉 = 푥 + √ 푡, 휃 (푥, 푡) = 휌 (푥, 푡)푒 ( , )   

  
푐 , 퐶  و휃 از فصل  ۱۲با استفاده از دسته  ابت هستند.ث °

  ر خواهند بود:يصورت زبه ها دوم آنگاه جواب
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휌 (휉) = 푐 + √ 푐 ,    푣 = = ( √231 + 휌 )  

휃 (휉) = √ 휉 − 2푐 푡 + ∫휌 푑휉 − 휃 =  
√ 휉 − 2푐 푡 + 푐휉 + √ ln	(2푐 + 푒 )   

휉                                                                         که = 푥 − √ 푡, 휃 (푥, 푡) = 휌 (푥, 푡)푒 ( , )   
  

푐و  , 퐶  و휃 از فصل دوم آنگاه  ۱۵سته با استفاده از د
  .ر خواهند بوديبه صورت ز ها جواب

 

휌 (휉) = 3 ( √ ) − 3        푣 = = − √ (√ )

( √ )
+ 휌  

휃 (휉) = −
푘√22(√2 − 1)푐

2 7푘(2√2 − 3)푐
휉 − 2푐 푡 +

푘
308 푐 푘

3√154 √8 − 3푐 휉 + 14 33푐 푘ln	(14 +
42푐
푘

휉) − 휃  

휉                                                                            که = 푥 + √ (√ )

( √ )
푡, 휃 (푥, 푡) = 휌 (푥, 푡)푒 ( , )  

 

  شرط مرزي휌  وقتيlim →± 휌(휉) ≠ با در نظر  0
limوقتي  휌	گرفتن شرط مرزي از →± 휌(휉) ≠ نشان  0

ρ(ξ)دهيم  مي = ρ + ρ (ξ) با: 
ρ = constant > 				و			0 lim

→±
ρ (ξ) = 0 

  

  :کند يکه مشخص م
푣 = 휇 + 휌 + 휌 (휉) +

( )
  

  

ρ(ξ)  يگذاريبا جا = ρ + ρ (ξ)م داشتيخواه:  
( 휇 − 퐴 + 2푐 − 푘휇휌 − 푘휌 )휌´   
− 푘휇 + 푘푘휌 휌 휌´ − 푘휌 휌´ − (휌 )´´´ = 0  

  

´휌که    :م داشتيخواه يريگبا دوبار انتگرال =
(휌´ ) = (휇 − 퐴 + 푐 − 3휇휌 휌 )휌   
− 휇 + 휌 휌 − 휌   

  

  :ر خواهد بوديصورت ز ، جواب بهيهمانند روند قبل
휌 (휉) = 퐴 + 퐴 tan	(∅/2) +	퐵 cot	(∅ 2)  

  

tan(∅/2) بر حسب يا ب از چند جملهيبا انتخاب هر ضر 
شامل  يمجموعه از معادلات جبرک يصفر،  يمساو

퐵 ,푎		و		 푏, 푐, 훼, 훽, 푘, 퐴 ,퐴 ميکنيرا حل م.  

  

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ 푌 : 3푘푏 퐵 + 6푘푐푏퐵 + 3푘푐 퐵 + 11푘퐵 = 0

푌 : 12휇푘퐵 + 12푘푎푐퐵 + 12푘푎푏퐵 + 44퐵 푘퐴 퐵 + 44푘휌 퐵
푌 :	− 12푘푐푏퐴 퐵 − 6푘푐 퐴 퐵 + 36휇푘퐴 퐵 − 6푘푏 퐴 퐵 − 48푐 퐵 + 6푘푐 퐵

12푘푎 퐵 − 6푘푏 퐵 − 12휇 푘퐵 + 66푘퐴 퐵 + 44푘퐴 퐵 + 66휌 푘퐵 + 132푘휌 퐴 퐵 + 36휇휌 푘퐵 = 0
푌 :	− 24푘푎(푏 + 푐)퐴 퐵 + 44푘퐴 퐵 − 96푐 퐴 퐵 − 24휇 푘퐴 퐵 + 36휇푘퐴 퐵 +

36휇푘퐴 퐵 + 24푘퐴 퐵 − 12푘푎푏퐵 + 12푘푎푐퐵 + 132푘퐴 퐴 퐵
72휇휌 푘퐴 퐵 + 132휌 푘퐴 퐵 + 132푘휌 퐴 퐵 + 132푘휌 퐴 퐵 = 0

푌 :	72휇푘퐴 퐴 퐵 + 11푘퐴 − 48푐 퐴 + 12휇푘퐴 + 3푘푐 퐴 − 12휇 푘퐴 −
96푐 퐴 퐵 − 3푘푐 퐵 + 66푘퐴 퐵 + 12푘퐴 + 3푘푏 퐵 + 3푘푏 퐴 +
132푘퐴 퐴 퐵 + 12푘푏 퐴 퐵 − 24휇 푘퐴 퐵 − 12푘푐 퐴 퐵 − 6푘푐푏퐵
6푘푐푏퐴 − 132휌 푘퐴 퐵 + 44푘휌 퐴 + 66휌 푘퐴 + 72휇휌 푘퐴 퐵 +
24푘푎 퐴 퐵 + 36휇휌 푘퐴 + 264푘휌 퐴 퐴 퐵 + 24퐴 푘퐴 퐵 = 0

푌 : 24푘푎푏퐴 퐵 − 24푘푎푐퐴 퐵 + 44푘퐴 퐴 − 96푐 퐴 퐴 + 12푘푎푐퐴 −
24휇 푘퐴 퐴 + 36휇푘퐴 퐵 + 24푘퐴 퐴 + 132푘퐴 퐴 퐵 + 36휇푘퐴 퐴 +

12푘푎푏퐴 72휇휌 푘퐴 퐴 + 132푘휌 퐴 퐴 + 132푘휌 퐴 퐴 + 132휌 푘퐴 퐴 = 0
푌 : 12푘푐푏퐴 퐵 + 12푘푎 퐴 − 12휇 푘퐴 − 6푘푏 퐴 + 66푘퐴 퐴 + 44푘퐴 퐵 +
6푘푐 퐴 − 48푐 퐴 − 6푘푏 퐴 퐵 + 36휇푘퐴 퐴 − 6푘푐 퐴 퐵 + 36휇휌 푘퐴 +

132푘휌 퐴 퐴 − 66휌 푘퐴 = 0
푌 : 44푘퐴 퐴 + 12휇푘퐴 − 12푘푎푏퐴 + 12푘푎푐퐴 + 44푘휌 퐴 = 0

푌 : 3푘푏 퐴 + 3푘푐 퐴 + 11푘퐴 − 6푘푐푏퐴 = 0
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  مجموعه اول:
  ر را بدست يج زيپل، نتايبه کمک م يبا حل معادلات جبر

  :ميآور يم

  

퐴 =
18푘 − 341푘휌 + 324푘 − 12276휌 푘 + 11253푘 휌 − 22176푘푐 + 5544(푏 − 푐 )푘

154푘  

퐴 = − 	(푏 − 푐),			퐵 = − − (푏 + 푐),   

휇 =
[(59136푘(푏 − 푐 ) − 55440푐 − 52074푘휌 + 3240푘 − 71269푘휌 )퐴 ]−
42(−180푘퐴 + 1023푘휌 퐴 + 720푐 + 768푘푐 − 768푘푏 + 3410푘휌 )  

훼 = −
1
42 −

3
11

(3240푘 + 59136푘(푏 − 푐 ) − 79794푘휌 )퐴 − 푅
−180푘퐴 + 1023푘휌 퐴 + 720푐 + 768푘푐 − 768푘푏 + 3410휌 푘 

 
=∆که  푎 + 푏 − 푐 و 푅 = 3(341휌 −

60)(18푘(푏 − 푐 ) − 341푘휌 − 72푐 )  
푌با در نظر گرفتن  = 푡푎푛 √  ۱با استفاده از دسته  ∆

  م داشت.يخواه
 

휌 (휉) = 퐴 + − 푎 −√−∆푌 − − (푏 − 푐 ) 푎 − √−∆푌   

푣 = = 휇 + 휌 + 휌 + , 휃 (휉) = 휇 + 휌 휉 − 2푐 푡 − 휃 +  

( )√ ∆
퐴 (푏 − 푐 ) + 푎퐴 (푏 + 푐) √−∆휉 − √−∆ 퐵 (푏 − 푐) + 퐴 (푏 + 푐)

	
	×

푙푛 푠푒푐 √ ∆ 휉 + 2퐵 (푏 − 푐)√−∆푙푛[푌 − 푎] − 2푎퐵 (푏 − 푐)푡푎푛 푌 + −2[푎푐(퐴 +

퐵 ) + (푏 − 푐 )(휌 + 퐴 )](푏 − 푐) ∆((휌 + 퐴 ) − 4퐴 퐵 )푡푎푛 [푌] 	  

−2[(퐵 − 퐴 )푐 − 푏(퐴 + 퐵 )]∆(푏 − 푐) 4퐴 퐵 − (휌 + 퐴 ) 푙푛 cos	(√ ∆ 휉) +  

[(푏 + 푐)퐴 + (푏 − 푐)퐵 ]∆(푏 − 푐) 4퐴 퐵 − (휌 + 퐴 ) 푙푛 휓(휉) × 푠푒푐 (√ ∆ 휉) +  

⩑× 푡푎푛 훶(휉) × (푏 − 푐) (∆[(휌 + 퐴 ) − 4퐴 퐵 ]) sec	(√ ∆ 휉)   
⩑= (휌 + 퐴 )[2푎 푏 (퐴 − 퐵 ) + 2(퐴 − 퐵 )푏 + 2(퐴 + 퐵 )푐 − 4푏푐 퐵 − 2푎 푐 (퐴 + 퐵 ) +
4푎 푏푐퐵 ] − 8푎푏퐴 퐵 (푎 + 푏 ) + 4푏 푐퐴 (푏퐵 − 푐퐴 ) + 8푎푐퐴 퐵 (푎 − 푐 ) + 8푎푏푐퐴 퐵 (푏 +
푐) − 4푏 푐 휌 퐴   
훶(휉) = 2퐴 ∆sin √ ∆ 휉 + [(푏 − 푐)(휌 + 퐴 ) + 2푎퐴 ]√−∆cos	(√ ∆ 휉)  
훼 = [(퐴 + 퐵 ) − (퐴 + 휌 ) ]푏 + [(퐴 + 휌 ) + (퐴 − 퐵 ) ]푐 + 2푏푐(퐴 − 퐵 )+ 2푎푏(휌 +
퐴 ) 푏(퐵 − 퐴 )− 푐(퐵 + 퐴 ) + 4푎 퐵 퐴   
 

휃که  (푥, 푡) = 휌휌 (푥, 푡)푒 ( , 푐و  ( , 퐶			휉 =

푥 − 휇푡  و휃 ثابت هستند. با در نظر گرفتن  
  

푍 − 푡푧푛ℎ(  م داشت:يخواه ۱با استفاده از دسته  (∆√

휌 (ξ) = 퐴 + − 푎 + √∆ tanh √∆ 휉 − − (푏 − 푐 ) 푎 + √∆푍   

푣 − − 휇 + 휌 + 휌 + , 휃 (휉) = 휇 + 휌 휉 − 2푐 푡 − 휃 +  

( )√∆
[퐴 (푏 − 푐 ) + 푎퐴 (푏 + 푐)]√∆휉 − √∆ (푏 + 푐)퐴 + (푏 − 푐)퐵 − 푎(푏 − 푐)퐵 ln[푍 − 1] −

√∆ (푏 + 푐)퐴 + (푏 − 푐)퐵 + 푎(푏 − 푐)퐵 푙푛[푍 + 1] − 2(푏 − 푐)퐵 √∆푙푛 푎 + √∆tanh	(√∆휉) −
( ) ∆ ⁄ 퐴 푞푣 − ∆ ⁄ 푞퐴 푧 − ∆ ⁄ 푞퐴 푤 − 푎 푞퐴 푧 + 푎 푞퐴 푤 − 2∆ 푏푦퐴 휌 + 2∆휌 푏 퐵 푦 −
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푏∆푞퐴 푤 − 푐∆푞휌 푧 − 푐∆푞퐴 푧 + 8∆퐴 푎퐵 푐 푦 − 2∆퐴 푎 휌 푐푦 − 2∆퐴 푎 퐴 푐푦 − 6푏 ∆퐴 퐵 푐푦−
6푏 ∆휌 퐵 푐푦 + 6푏∆퐴 퐵 푐 푦 + 6푏∆휌 퐵 푐 푦2푏푐푧√∆푞퐵 + 2푏푤√∆푞퐵 푐 − 푏 푤√∆푞퐵   
푏 푣퐵 √∆푞							2푏푣퐵 푐√∆푞										 ⩑ 푣푎 √∆푞		 				2푏푎푞퐵 푐푧							2푏푐푎푞퐵 푤								푤√∆푞퐵 푐   
푐 푧√∆푞퐵 + 푧√∆푞퐴 푎 − 푏푑푞휌 푤 − 16푏푑퐴 푎퐵 푐푦 − 푐푎 푞퐴 푤 + 2∆푏퐴 푎 퐴 푦 +  
푣퐵 푐 √∆푞 − 푏 푧√∆푞퐵 + 2∆퐴 푏 퐵 푦 − 2∆ 푏퐴 퐴 푦 + 8∆퐴 푎퐵 푏 푦 + 2∆푏퐴 푎 휌 푦 +  
푤√∆푞퐴 푎 − 푏푎 푞휌 푧 − 푏 푎푞퐵 푧 − 푏푎 푞퐴 푧 − 푐푎 푞휌 푤 + 푐 푎푞퐵 푤 − 2∆휌 푐 퐵 푦 − 
2∆퐴 푐 퐵 푦 + 2∆ 퐴 휌 푐푦 + 2∆ 퐴 퐴 푐푦 + ∆푞퐴 푐푤 − ∆푞퐴 푎푤 + ∆푞퐴 푎푧 + 푎 푞휌 푐푧  
+푎 푞퐴 푐푧 − 푎푞퐵 푐 푧 + ∆푞휌 푐푤 + 푏 푎푞퐵 푤 + 푏∆푞퐴 푧 + 푏푎 푞휌 푤 + 푏푎 푞퐴 푤},  
훱 = 푞√∆ √∆ (푏 − 푐)(휌 + 퐴 )+ 2푎퐴 + 2푏푐퐵 − 퐴 (푑 + 푎 ) − 퐵 (푏 + 푐 ) − 푎(푏 − 푐)(휌 + 퐴 )   
× √∆ (푏 − 푐)(휌 + 퐴 )+ 2푎퐴 − 2푏푐퐵 + 퐴 (푏 + 푎 ) + 퐵 (푏 + 푐 ) + 푎(푏 − 푐)(휌 + 퐴 )   

푣 = 푙푛 푎(푏 − 푐)(휌 + 퐴 )+ 퐴 (푑 + 푎 )+ 퐵 (푏 − 푐) + √∆ 2푎퐴 + (푏 − 푐)(휌 + 퐴 ) 푍 − ∆

(√∆ )
,  

	푞 = ∆(푏 − 푐) (4퐵 퐴 − (휌 + 퐴 ) ) + √ ∆ [(푏 − 푐)(휌 + 퐴 ) + 2푎퐴 ] sin −∆휉 ,  
휓(휉) = 퐴 ∆ + [푎(휌 + 퐴 )(푐 − 푏) − 2퐴 푎 − 퐴 푏 ]  
푤 = 푙푛[푍 + 1],			푧 = 푙푛[푍 − 1],				푦 = 푡푎푛 √∆ (푏 − 푐)(휌 + 퐴 ) + 2푎퐴 + ∆푍   
 

휃که  (푥, 푡) = 휌 (푥, 푡)푒 ( , ξو  ( = 푥 − 휇푡 .
푎)و با استفاده از  ۱با استفاده از دسته  = 0, 푏 = 푐)   

  ر نوشته شود:يتواند به صورت ز يم

 

휌 (ξ) = 퐴 − 2 − ,				푣 = = μ + 휌 + 휌 +
		|		

 	

휃 (휉) = 휇 + 휌 휉 − 2푐 푡 − 휃 + 푐퐴 휉̅ + 퐵 ln	(휉̅) −  

( )
푙푛 푐(휌 + 퐴 )휉̅ + 퐵 − 푐휉(휌 + 퐴 ) ,  

푐 = ±
( )

( 7392 )
  

−2959539푘휌 − 1890504푐 휌 + 3784418푘휌 −  
10396 3푘(108푘 − 4092푘휌 + 3751푘휌 − 7392푐 ) +  
132992휇 3푘(108푘 − 4092푘휌 + 3751푘휌 − 7392푐 ) − 18712푘}   
 

퐴که  = 0, 퐵 = − − 푐	 ،ξ = 푥 − 휇푡  و휃 (푥, 푡) = 휌 (푥, 푡)푒 ( , ) .  

 
 ها تفسير فيزيکي از جواب - ۵

بدست آمده از معادلات  يهان بخش، گراف جوابيدر ا
 يم.کنيوانف را رسم ميا-کفياسخائوس و مدل گردج- کوندو

آزاد را مورد بحث  يپارامترها يممکن برا يکيزيت فياهم
   يافته تانژانت فيبه کمک روش بهبود  يم.دهيقرار م
نک رو مورد ي، منفرد و کي، مثلثاتيتونيشامل سال يهاجواب

بدست آمده  يهاجوابن دسته يم. ايدهيل قرار ميتحل
حل  يک روش کارا براينشانگر آن است که روش ارائه شده 

 ۳تا  ۱ يهاباشد. در شکليم يرخطيده غيچيمعادلات پ

و  يواقع يهااز جواب يو دو بعد يسه بعد يهاگراف
ده ياسخائوس کش- معادله کوندو يبرا يموهوم يهاجواب
جواب موج  ۲منفرد، شکل  ييجواب موج نما ۱اند. شکل شده

  را نشان  يتونيجواب موج سال ۳متناوب و شکل  يمثلثات
 يسه بعد يهاگراف ۶تا  ۴ يهان در شکليهمچن دهند.يم

ده يوانف کشيا-کفيمدل گردج يبرا يواقع يهااز جواب
جواب موج  ۵، شکل يجواب موج مثلثات ۴اند. شکل شده
  دهند.يرا نشان م ييجواب موج نما ۶و شکل  يتونيسال
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  اسخائوس-هاي سه بعدي و دوبعدي مربوط به معادله کوندوگراف .۱شکل 

  

  
  اسخائوس-هاي سه بعدي و دوبعدي مربوط به معادله کوندو. گراف۲شکل 

 

  
 
 
 
 
 
 

 
اسخائوس-مربوط به معادله کوندو يو دوبعد يسه بعد يها. گراف۳شکل   

 
 
 
 
 
 

  
  وانفيا-کفيمربوط به مدل گردج يسه بعد يهاگراف .۴شکل 
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  وانفيا-کفيگردجمربوط به مدل  يسه بعد يهاگراف .۵شکل 
  

 
 
 
 
 
 

  

  وانفيا-کفيگردجمربوط به مدل  يسه بعد يهاگراف .۶شکل 

 
  يريگنتيجه

حل  يافته برايبهبود يفروش بسط تانژانت   در اين مقاله،
بکار  وانفيا-کوفيو مدل گردج اسخائوس-معادلات کوندو

بدست  يبرا يليبکاربرده شده، روش تحل  روش .ميگرفت
ه ب باشند. يم يرخطياز معادلات غ يواقع يها آوردن جواب
هاي ساليتوني،  م جوابيذکر شده توانست  کمک روش
معادلات هاي كوچک براي  ، منفرد و موجيمتناوب، کسر

سه با يم. در مقاياورين مقاله بدست بيمورد نظر در ا
ن دسته يا .ميبدست آورد يشتريب يها گر جوابيد يها روش

 ياضيک و ريزي، فياد در مهندسيز ياز معادلات کاربردها
ن روش پيشنهادي يک روش ساده، دقيق يا .دارند يکاربرد

رهاي باشد. از نرم افزا مي و مؤثر براي حل چنين مسائلي
ده استفاده يچيروند محاسبات پ   پل براي سادگييو ممتلب 

ک کاربرد يافته يبهبود يشده است. روش بسط تانژانت ف
  کند.يارائه م يرخطيغ يهاانجام معادله يبرا ياگسترده
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