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 آل دو تصويري بودن جبرهاي باناخ نسبت به ايده
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  ايران، تهرانمرکز، واحد تهران نشگاه آزاد اسلامي دا  )۲و۱(
  
  

 

 ۰۴/۰۳/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:     ۰۷/۱۱/۹۷تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
بودن در  يريف دوتصويم، که تعريکن يم يآل را معرف دهيک جبر باناخ نسبت به ايبودن  يريد دوتصوين مقاله مفهوم جديدر ا

 يريپذ انقباض يرا برا يط لازم و کافيشرا ين مفهوم برخياستفاده از ا رود. با ياز آن به شمار م يک، حالت خاصيحالت کلاس
 يساز ر را مشخصيپذ انقباض يباناخ خارج قسمت يژه جبرهايم و به ويآور يآل به دست م دهيک جبر باناخ نسبت به اي
بودن جبر باناخ  يريصوآل بسته آن و دوت دهيک ايک جبر باناخ نسبت به يبودن  يرين دوتصوين ارتباط بيم. همچنيکن يم

ها در جبر  آل دهيو ا 푆مگروه ين يرو يها ين همنهشتيم و با استفاده از تناظر موجود بيکن يمتناظر را مطالعه م يخارج قسمت
푙يمگروهين (푆) باناخ  يبودن جبرها يريرا در مورد دوتصو يه مهم هلمسکياز قض يا ک کاربرد، نسخهي، به عنوان
푆 ،푙مگروه دلخواه ين يم برايده يگر نشان ميم. به عبارت ديکن يمارائه  يمگروهين (푆)  نسبت به퐼 است اگر و  يريدوتصو

  است. 푆 يرو 휌 يآل متناظر با همنهشت دهيا 퐼باشد که در آن  يمتناه تنها اگر 
  

، يگروه ي، همنهشتيمگروهيآل، جبر ن دهيبت به انس يريپذ آل، انقباض دهيبودن نسبت به ا يريدوتصو هاي کليدي: واژه
  مدول باناخ.   

  

                                                
  Email: rahimi@iauctb.ac.ir                                                                                            :     دار مکاتباتعهده .*
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  مقدمه - ۱
ک جبر ي يريپذ م مهم مرتبط با انقباضياز مفاه يکي

۱يريباناخ، مفهوم دوتصو
 퐴م يبودن آن است. فرض کن ٢

دومدول باناخ باشد؛ نگاشت  -퐴ک ي 푋ک جبر باناخ و ي
:퐷و کراندار  يخط 퐴 → 푋  رگاه م هيک اشتقاق ناميرا

퐷(푎푏)م: يداشته باش 퐴در  푏و  푎هر  يبه ازا =
푎. 퐷(푏) + 퐷(푎). 푏هر  ي. به ازا푥 ∈ 푋 نگاشت ،
훿 (푎) = 푎. 푥 − 푥. 푎 ک اشتقاق است که به آن ي

م. جبر باناخ ييگو ي) م푥له ي(القا شده به وس ياشتقاق درون
퐴 يم هرگاه به ازاينام ير) ميپذ نيانگير (ميپذ را انقباض 

:퐷، هر اشتقاق 푋دومدول باناخ  -퐴هر  퐴 → 푋 
)퐷: 퐴 → 푋∗باشد. ي) درون  

 يم هرگاه نگاشت ضربينام يم يريرا دوتصو 퐴ن يهمچن
π :퐴 ⊗ 퐴 → 퐴  با ضابطهπ (푎⊗ 푏) = 푎푏 ،

ک يکراندار،  يدومدول -퐴 يختيک همريبه عنوان 
۲بر درون

ندار کرا يدومدول - 퐴 يختيک همري يعنيباشد؛  ٣
:휌مانند  퐴 → 퐴⊗ 퐴 که  يموجود باشد به طور

휋 표휌 = 푖푑 ؛ که در آن푖푑 يهمان نگاشت همان 
  است. 퐴 يرو

ک ي يدارا 퐴م اگر جبر باناخ يدان يک ميدر حالت کلاس
 퐴باشد آنگاه  يريکراندار و دوتصو يبيواحد تقر

ر باناخ ر است؛ بعلاوه ثابت شده است که جبيپذ نيانگيم
퐴 ر است اگر و تنها اگر يپذ انقباض퐴 کدار يو  يريدوتصو

هر  ينشان داده است که به ازا ين هلمسکيباشد. همچن
퐺 ،퐿گروه موضعاً فشرده (گسسته)  (퐺) )푙 (퐺) (

) باشد. يفشرده (متناه 퐺است اگر و تنها اگر  يريدوتصو
ه منابع توان ب ينه مين زميشتر در ايات بيجزئ يبرا
  ] مراجعه نمود.3,6,7,8[

ک جبر باناخ ي) يريپذ نيانگي(م يريپذ مفهوم انقباض
 يمي(رح يطهماسب – يميآل آن توسط رح دهينسبت به ا

د. در واقع اگر يگرد ي]) معرف1] ([10) در مقاله [ينيام –
퐼 آل بسته از جبر باناخ  دهيک اي퐴  باشد آنگاه퐴  را نسبت

هر  يم هرگاه به ازاير) ناميپذ نيانگيمر (يپذ انقباض 퐼به 
퐴-  دومدول باناخ푋  که퐼. 푋 = 푋. 퐼 = ، هر 0

:퐷اشتقاق  퐴 → 푋 )퐷: 퐴 → 푋∗ي) رو 퐴\퐼 يدرون 

                                                
1. Biprojectivity  
2. Retraction 

푥عنصر  يعنيباشد؛  ∈ 푋 )휑 ∈ 푋∗ موجود باشد به (
푎هر  يکه به ازا يطور ∈ 퐴\퐼 م: يداشته باش 

퐷(푎) = 푎. 푥 − 푥. 푎  
       )퐷(푎) = 푎. 휑 − 휑. 푎(  

  
ک جبر باناخ يبودن  يرين مقاله، مفهوم دوتصويما در ا

م يم و ارتباط آن با مفاهيکن يم يآل را معرف دهينسبت به ا
آل را مطالعه  دهينسبت به ا يريپذ و انقباض يريپذ انقباض

ج حاصله، نشان ياز نتا يم. به عنوان کاربرديکن يم
푆 ،푙مگروه يهر ن يم که به ازايده يم (푆)  نسبت به퐼 

باشد که در آن  يمتناه است اگر و تنها اگر  يريدوتصو
퐼 يآل متناظر با همنهشت دهيا 휌 يرو 푆 ن ياست. ا
 يه هلمسکياز قض يا توان به عنوان نسخه يجه را مينت

  در نظر گرفت. يمگروهيباناخ ن يجبرها يبرا
اهداف هر م شده است، که ين مقاله در دو بخش تنظيا

  اند. ان شدهيل بيآن با تفص يبخش در ابتدا
  
باناخ نسبت به  يبودن جبرها يريدوتصو - ۲
 آل دهيا

مفهوم  يمعرف ين بخش ابتدا مقدمات لازم را برايدر ا
م يآور يآل م دهيک جبر باناخ نسبت به ايبودن  يريدوتصو

 يط لازم و کافيشرا ين مفهوم، برخيف ايو سپس با تعر
آل به  دهيک جبر باناخ نسبت به اي يريپذ ضانقبا يرا برا

 يباناخ خارج قسمت يژه جبرهايم. به ويآور يدست م
 يساز ر را با استفاده از مفهوم فوق مشخصيپذ انقباض

  م.يکن يم
آل بسته آن  دهيک اي 퐼ک جبر باناخ و ي 퐴م يفرض کن

د يآل بسته تول دهي، ا풜ℐباشد. در ادامه مقصود از نماد 
.푎}له مجموعه يشده به وس 푖 ∶ 푎 ∈ 퐴, 푖 ∈ 퐼} 

푎هر  ين به ازايباشد. همچن يم ∈ 퐴ي، از نمادها 푎  و
푎 ش عناصر ينما يب برايبه ترت푎 + 퐼  و  در

푎 +풜ℐ  در
풜ℐ
  م.يکن ياستفاده م 

دومدول باناخ باشند، آنگاه  - 퐴دو  푌و  푋م اگر يدان يم
푋 يريتصو يحاصلضرب تانسور ⊗ 푌 ک يز ين퐴 - 

  ر است:يز يمدول يها دومدول باناخ با ضرب
푎. (푥 ⊗ 푦) = 푎. 푥 ⊗ 푦 
(푥 ⊗ 푦). 푎 = 푥 ⊗푦. 푎 
(푥 ∈ 푋, 푦 ∈ 푌, 푎 ∈ 퐴) 
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⊗ن يبنابرا 
풜ℐ

دومدول باناخ است که در  - 퐴ک ي 
  شوند: يف مير تعريبه صورت ز يمدول يها آن ضرب

푎. 푏 ⊗ 푐̃ = 푎푏⊗ 푐̃ 
푏⊗ 푐̃ . 푎 = 푏 ⊗ 푐푎				(푎, 푏, 푐 ∈ 퐴) 

  
푏ن نگاشت يهمچن ↦ 푏  يختيک همريبه وضوح 퐴 - 
کراندار از  يدومدول

풜ℐ
ب ين ترتياست، بد  يبه رو 

:휋نگاشت  ⊗
풜ℐ

휋با ضابطه  → 푎 ⊗ 푏 =
푎푏 يختيک همري 퐴- ف يتعر کراندار خوش يدومدول

  است.
همان  푖푑مقصود از نماد  퐴جبر باناخ  يادر ادامه بر

نگاشت  휋و مقصود از نماد  퐴 يرو ينگاشت همان
푎 ⊗ 푏 ↦ 푎푏  از퐴⊗퐴  به퐴 .است  

,ℬ(퐸باناخ باشند آنگاه از نماد  يدو فضا 퐹و  퐸اگر  퐹) 
به  퐸کراندار از  يخط يها ش مجموعه نگاشتينما يبرا
퐹 يم و برايکن ياستفاده م 퐴- باناخ  يها دومدول푋  و
푌 نماد ،	 ℬ (푋, 푌) ش مجموعه ينما يرا برا

به کار  푌به  푋کراندار از  يدومدول -퐴 يها يختيهمر
  م.يبر يم

، 풜ℐ يها ن مقاله از نماديدر طول ا :يمفروضات کل
휋 ،휋 ،푖푑 ،ℬ(푋, 푌)  و	 ℬ (푋, 푌) که  ييبه معنا

م مگر آنکه خلاف يکن يشدند، استفاده م يالا معرفدر ب
  آن صراحتاً ذکر گردد.

  
ک ي 퐼ک جبر باناخ و ي 퐴د يفرض کن :۱- ۲ف يتعر

م ينام يريدوتصو 퐼را نسبت به  퐴آل بسته آن باشد.  دهيا
:휋هرگاه نگاشت  ⊗

풜ℐ
با ضابطه  →

휋 푎 ⊗ 푏 = 푎푏 بر در  ک دروني
	 ℬ ⊗

풜ℐ
ک ي يدارا 휋نگاشت  يعنيباشد؛  ,

	وارون راست در  ℬ , ⊗
풜ℐ

  باشد.
ک جبر يبودن  يرير، مفهوم دوتصويف زيبا استفاده از تعر

 يساز مشخص ۴-۲ه يآل را در قض دهيباناخ نسبت به ا
  م.يکن يم
  

ک ي 퐼ک جبر باناخ و ي 퐴د يفرض کن :۲- ۲ف يتعر
푢آل بسته آن باشد. عنصر  دهيا ∈ ⊗

풜ℐ
 -퐼ک يرا  

هر  يم هرگاه به ازاينام يم 퐴 يبرا يريقطر تصو
푎 ∈ 퐴 م:يداشته باش  

)i( 푎. 푢 = 푢. 푎 
)ii( 푎. 휋(푢) = 푎 

 
 퐴آل بسته از جبر باناخ  دهيک اي 퐼اگر  :۳-۲تبصره 
باشد  푢مانند  يريقطر تصو -퐼ک ي يدارا 퐴باشد و 

هر  يرا به ازاياست؛ ز 휋(푢)عنصر واحد  يدارا آنگاه 
푎   م:يدار ∋

푎. 휋(푢) = 푎. 휋(푢) = 휋(푎. 푢) = 휋(푢. 푎) 
= 휋(푢). 푎 = 휋(푢). 푎 = 푎 

  
ک ي 퐼ک جبر باناخ و ي 퐴د يفرض کن :۴- ۲ه يقض

نسبت  퐴و کدار ي ن صورت يآل بسته آن باشد. در ا دهيا
 - 퐼ک ي يدارا 퐴است اگر و تنها اگر  يريدوتصو 퐼به 

  باشد. يريقطر تصو
 يريدوتصو 퐼نسبت به  퐴د ي) فرض کن⇐( برهان:

ن صورت نگاشت يباشد، در ا
휌 ∈ 	 ℬ , ⊗

풜ℐ
که:  يموجود است به طور 

휋표휌 = 푖푑퐴
퐼

푒د ي. فرض کن ∈ 퐴 که  يبه طور푒̅  عضو

푢د: يباشد و قرار ده واحد  = 휌(푒̅)ن صورت ي. در ا
푢 ∈ ⊗

풜ℐ
  م:يو دار 

휋(푢) = 휋 휌(푒̅) = (휋표휌)(푒̅) = 푒̅ 
  

푎هر  يو به ازا ∈ 퐴 م:يدار  
푎. 푢 = 푎. 휌(푒̅) = 휌(푎. 푒̅) = 휌(푎푒̅)

= 휌(푎) = 휌(푒̅푎)
= 휌(푒̅. 푎) = 휌(푒̅). 푎
= 푢. 푎 

  
  است. 퐴 يبرا يريقطر تصو -퐼ک ي 푢ن يبنابرا

به نام  يريقطر تصو - 퐼ک ي يدارا 퐴د ي) فرض کن⇒(
푢 ۳-۲ن صورت بنابر تبصره يباشد. در ا ،휋(푢) ≔ 푒̅ 

푏هر  ياست و بعلاوه به ازا همان عنصر واحد  ∈ 퐴 
.푏م يدار 푢 = 푢. 푏 نگاشت .휌: → ⊗

풜ℐ
با  را 

휌(푎)ضابطه  = 푎. 푢 م. چون يکن يف ميتعر
퐼. ⊗

풜ℐ
=   ف است. يتعر خوش 휌، نگاشت 0
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,푎هر  يبعلاوه به ازا 푏 ∈ 퐴 م:يدار  
휌(푏. 푎) = 휌 푏푎 = (푏푎). 푢 = 푏. (푎. 푢)

= 푏. 휌(푎) 
  و

휌(푎. 푏) = 휌 푎푏 = (푎푏). 푢 = 푎. (푏. 푢)
= 푎. (푢. 푏) = (푎. 푢). 푏
= 휌(푎). 푏 

  
휌ن يبنابرا ∈ 	 ℬ , ⊗

풜ℐ
 يبه ازا ي. از طرف

푎هر  ∈ 퐴 م:يدار  
휋표휌(푎) = 휋(푎. 푢) = 푎. 휋(푢) 
= 푎. 푒̅ = 푎푒̅ = 푎 

  
휋표휌 يعني = 푖푑ن ي؛ بنابرا휋 بر در  ک دروني

	 ℬ ⊗
풜ℐ
 퐼نسبت به  퐴ن يبنابرااست و  ,

  است.  يريدوتصو
  

آل  دهيک اي 퐼ک جبر باناخ و ي 퐴د يفرض کن :۵-۲لم 
عضو واحد  يکدار و داراي که  يبسته آن باشد به طور

푒̅ ) باشد푒 ∈ 퐴 اگر .(푋 دومدول باناخ و -  ک ي  

푢 = 푎 ⊗ 푏 ∈
퐴
퐼
⊗

퐴
풜ℐ

 

  
  باشد آنگاه: 퐴 يبرا يريقطر تصو -퐼ک ي

)i( ∑ 푎 푏 = 푒̅ 
)ii( هر  يبه ازا푎 ∈ 퐴 يو هر نگاشت خط 푇: → 푋 

 م:يدار

푎푎 .푇 푏

= 푎 . 푇 푏 푎 					(푎 , 푏 ∈ 퐴) 

  
휋(푢)م يدار ۳-۲) بنابر تبصره 푖( برهان: = 푒̅ ؛ از

   يطرف

휋(푢) = 휋 푎 ⊗ 푏  

= 휋 푎 ⊗ 푏 = 푎 푏  

  
∑ن يبنابرا 푎 푏 = 푒̅.  

)푖푖 نگاشت (휑: ×
풜ℐ

→ 푋  با ضابطه휑 푎, 푏 =
푎. 푇(푏) وح م. به وضيکن يف ميرا تعر휑 ک نگاشت ي

 يت جهانين طبق خاصيف است. بنابرايتعر خوش يدوخط
:휓 ي، نگاشت خطيحاصلضرب تانسور ⊗

풜ℐ
→ 푋 

휓با ضابطه  푎⊗ 푏 = 푎. 푇(푏)  .موجود است
푎د يفرض کن ∈ 퐴  دلخواه باشد، چون푢 ک ي퐼 -  قطر

.푎م ياست دار 퐴 يبرا يريتصو 푢 = 푢. 푎 يعنين يو ا:  

푎푎 ⊗ 푏 = 푎 ⊗ 푏 푎 . 

  
  م:يفوق دار ين تساويبر طرف 휓ر نگاشت ياکنون با تأث

푎푎 .푇 푏 = 푎 .푇 푏 푎 . 

 
ک ي 퐼ک جبر باناخ و ي 퐴د يفرض کن :۶- ۲ه يقض

 - 퐼ک ي يدارا 퐴ن صورت يدر ا آل بسته آن باشد. دهيا
  ر باشد.يپذ انقباض است اگر و تنها اگر  يريقطر تصو
دومدول باناخ و  - ک ي 푋د ي) فرض کن⇐(برهان: 

퐷: → 푋 ک اشتقاق دلخواه و ي푢 =
∑ 푎 ⊗푏  در⊗

풜ℐ
قطر  - 퐼ک ي 

푎(باشد  퐴 يبرا يريتصو , 푏 ∈ 퐴م:يده ي). قرار م  

푥 = 푎 . 퐷 푏  

  
푎هر  يبه ازا ∈ 퐴  م:يدار ۵- ۲با استفاده از لم  

푎. 푥 − 푥 . 푎 = 푎푎 . 퐷 푏

− 푎 .퐷 푏 . 푎  

= 푎 .퐷 푏 푎 − 푎 .퐷 푏 . 푎  
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= 푎 푏 .퐷(푎) = 푒̅. 퐷(푎) 

  
휋(푢)که در آن  = 푒̅  است. اکنون قرار  عنصر واحد

퐷م: يده يم = 퐷 − 푒̅. 퐷ن صورت ي؛ در ا
퐷: → 푋 هر  يبه ازا ک اشتقاق است وي푎, 푏 ∈ 

.푎م: يدار 퐷 푏 = 0 .  
푥با فـرض  = −퐷(푒̅) م:يدار  

푎. 푥 − 푥 . 푎 = −푥 . 푎 = 퐷(푒̅). 푎
= 퐷(푒̅). 푎 + 푒̅. 퐷(푎)
= 퐷(푒̅푎)

= 퐷(푎)															 푎 ∈
퐴
퐼

 

  
푎هر  ين به ازايبنابرا   م:يدار ∋

푎. (푥 + 푥 ) − (푥 + 푥 ). 푎
= (푎. 푥 − 푥 . 푎)
+ (푎. 푥 − 푥 . 푎)
= 푒̅. 퐷(푎) + 퐷(푎)
= 푒̅. 퐷(푎)
+ (퐷 − 푒̅. 퐷)(푎) = 퐷(푎) 

  
  ر است.يپذ انقباض و لذا  يدرون 퐷اشتقاق  يعنين يو ا
م يده ير باشد؛ قرار ميپذ انقباض م ي) فرض کن⇒(

푋 = ⊗
풜ℐ

.퐼. چون  푋 = 푋. 퐼 =  - 퐴، لذا 0
دومدول با  -  کيتوان به عنوان  يرا م 푋دومدول 

  ر در نظر گرفت:يز يمدول يها ضرب
푎. 푥 = 푎푥				,					푥. 푎 

= 푥푎			 푎 ∈
퐴
퐼
, 푥 ∈ 푋  

  
ساختار  يز داراين 푋از  ker휋ر دومدول باناخ ين زيبنابرا
ر است، يپذ انقباض مشابه است. چون  يدومدول - 

푒کدار است؛ عنصر ين يبنابرا ∈ 퐴 م يريگ يرا در نظر م
باشد و نگاشت  عضو واحد  푒̅که  يبه طور

퐷: → ker 휋 م:يکن يف مير تعريرا با ضابطه ز  
퐷(푎) = 푎. (푒̅ ⊗ 푒̃)

− (푒̅ ⊗ 푒̃). 푎					 푎 ∈
퐴
퐼

 

  از آنجا که
휋 퐷(푎) = 휋(푎 ⊗ 푒̃) − 휋(푒̅ ⊗ 푒푎)

= 푎푒 − 푒푒푎
= 푎푒̅ − 푒̅푒̅푎 	= 푎 − 푎
= 0 

  
ک اشتقاق است و ي 퐷ف است. نگاشت يتعر خوش 퐷لذا 

푣کند که  يجاب ميا  يريپذ انقباض ∈ ker휋  موجود
퐷(푎)که  يطور  باشد به = 푎. 푣 − 푣. 푎 اکنون قرار .

푢م يده يم ≔ 푒̅ ⊗ 푒̃ − 푣ن صورت ي؛ در ا푢 ∈ 푋  و  
휋(푢) = 휋(푒̅ ⊗ 푒̃) − 휋(푣) = 푒̅ 

  
  و بعلاوه

푎. 푢 − 푢. 푎 = 푎.푢 − 푢. 푎
= [푎. (푒̅ ⊗ 푒̃)
− (푒̅ ⊗ 푒̃). 푎]
− [푎. 푣 − 푣. 푎]
= 퐷(푎) − 퐷(푎) = 0 

  
 퐴 يمطلوب برا يريقطر تصو -퐼همان  푢ن يبنابرا
  است.

ک يبودن  يريم دوتصوين مفاهير ارتباط بيز يايدر قضا
آن نسبت به  يريپذ آل و انقباض دهيجبر باناخ نسبت به ا

  م.يکن يان ميآل را ب دهيا
  

ک ي 퐼ک جبر باناخ و ي 퐴د يفرض کن :۷- ۲ه يقض
ر يپذ انقباض 퐼نسبت به  퐴آل بسته آن باشد. اگر  دهيا

  است. يريدوتصو 퐼نسبت به  퐴باشد آنگاه 
ر است، بنابر يپذ انقباض 퐼نسبت به  퐴چون برهان: 

ر است؛ لذا يپذ انقباض ]، جبر باناخ 10از [ 푖푖(۱۲ه (يقض
است.  يريقطر تصو -퐼ک ي يدارا 퐴، ۶-۲ه يطبق قض

   است. يريدوتصو 퐼نسبت به  퐴، ۴-۲ه ياکنون بنابر قض
  

ک ي 퐼ک جبر باناخ و ي 퐴م يفرض کن :۸-۲ه يقض
کدار باشد و ي که  يآل بسته آن باشد به طور دهيا

퐼 = 퐼ن صورت اگر ي. در ا퐴  نسبت به퐼 يريدوتصو 
  ر است.يپذ انقباض 퐼نسبت به  퐴باشد، آنگاه 

  است،  يريدوتصو 퐼نسبت به  퐴کدار و ي چون  برهان:
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است؛  يريقطر تصو -퐼ک ي يدارا 퐴، ۴-۲ه يبنابر قض
ر است. اکنون چون يپذ انقباض ، ۶-۲ه يلذا بنابر قض
퐼 = 퐼ه (ي، طبق قض푖(۱۲ ] 10از ،[퐴  نسبت به퐼 
    ر است.يپذ انقباض

 يايباشد، در قضا 퐴آل بسته از جبر باناخ  دهيک اي 퐼اگر 
و  퐼نسبت به  퐴بودن  يرين دوتصوير ارتباط بيز

  م.يکن يم يرا بررس دن بو يريدوتصو
  

ک ي 퐼ک جبر باناخ و ي 퐴د يفرض کن: ۹-۲ه يقض
کدار باشد يو  يريدوتصو آل بسته آن باشد؛ اگر  دهيا

  است. يريدوتصو 퐼نسبت به  퐴آنگاه 
ه ياست، بنابر قض يريکدار و دوتصوي چون  برهان:

، ۶-۲ه يا طبق قضر است، لذيپذ انقباض ]، 3از [ ۴۸.۸.۲
퐴 ک ي يدارا퐼 - ه ياست؛ اکنون بنابر قض يريقطر تصو
۲-۴ ،퐴  نسبت به퐼 است. يريدوتصو    
  

دو  푌و  푋ک جبر باناخ، ي 퐴د يفرض کن :۱۰- ۲لم 
퐴-  دومدول باناخ و퐼 آل بسته از  دهيک اي퐴  باشد به

.퐼که   يطور  푋 = 푋. 퐼 = .퐼و  0 푌 = 푌. 퐼 = 0 .
휑 ن صورت اگريدر ا ∈ 	 ℬ (푋, 푌)  آنگاه

휑 ∈ 	 ℬ (푋, 푌).  

.퐼چون  برهان: 푋 = 푋. 퐼 =  - 퐴ن ي، بنابرا0
دومدول  - ک يتوان به عنوان  يرا م 푋دومدول باناخ 
.푎 يمدول يها باناخ با ضرب 푥 = 푎. 푥  و푥. 푎 =

푥. 푎  در نظر گرفت که در آن푎 ∈ 퐴  و푥 ∈ 푋 به .
 - ساختار  يدارا 푌دومدول باناخ  -퐴ب يترتن يهم

.푎 يبا اعمال مدول يدومدول 푦 = 푎. 푦  و푦. 푎 =
푦. 푎 باشد که در آن  يم푎 ∈ 퐴  و푦 ∈ 푌 اکنون اگر .

푎 푥و  ∋ ∈ 푋 م:يدلخواه باشند، آنگاه دار  
휑(푎. 푥) = 휑(푎. 푥) = 푎. 휑(푥) = 푎.휑(푥) 

  و
휑(푥. 푎) = 휑(푥. 푎) = 휑(푥). 푎 = 휑(푥). 푎 

  
휑ن يبنابرا ∈ 	 ℬ (푋, 푌).    

  م که دو يده يم نشان ميک برهان مستقير با يه زيدر قض
  

 يبرا يک شرط کافي 퐼نسبت به  퐴بودن  يريتصو
  است. بودن  يريدوتصو

  
ک ي 퐼ک جبر باناخ و ي 퐴د يفرض کن: ۱۱-۲ه يقض

باشد  يريدوتصو 퐼نسبت به  퐴شد؛ اگر آل بسته آن با دهيا
  است. يريدوتصو آنگاه 

بنا به فرض، نگاشت  برهان:
휌 ∈ 	 ℬ , ⊗

풜ℐ
که  يموجود است به طور 

휋표휌 = 푖푑 اگر .푎 توان فرض  يدلخواه باشد، م ∋
휌(푎)کرد  = ∑ 푎 ⊗ 푏 که در آن ،

푎 푏و  ∋ ∈
풜ℐ

:푞. نگاشت 
풜ℐ

را با  →
푞(푎)ضابطه  = 푎 ميريگ يدر نظر م )푎 ∈ 퐴 چون .(

‖푎‖ ≤ ‖푎‖ لذا ،푞 به وضوح  يکراندار است. از طرف
푞 يختيک همري 퐴- نياست. بنابرا يدومدول 

푞 ∈ 	 ℬ
풜ℐ
휑م يده ي. قرار م, ≔

푖푑 ⊗ 푞ن صورت ي؛ در ا

휑 ∈ 	 ℬ ⊗
풜ℐ
, هر  يو به ازا ⊗
푎, 푏 ∈ 퐴 ،휑 푎⊗ 푏 = 푖푑 (푎)⊗ 푞 푏 =

푎 ⊗ 푏. م يده يقرار م휓 = 휑표휌ن صورت ي. در ا
휓 ∈ 	 ℬ , .퐼. چون ⊗ =

. 퐼 = .퐼و  0 ⊗ = ⊗ . 퐼 = 0 ،
  م:يدار ۱۱-۲بنابر لم 

휓 ∈ 	 ℬ
퐴
퐼
,
퐴
퐼
⊗
퐴
퐼

 

  
  م:يبعلاوه دار

휋 표휓 (푎) = 휋 표휑표휌 (푎)

= 휋 표휑 푎

⊗ 푏

= 휋 휑 푎 ⊗푏  
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= 휋 푎 ⊗ 푏

= 휋 푎 ⊗ 푏

= 푎 푏

= 휋 푎 ⊗ 푏

= 휋 푎 ⊗ 푏

= 휋 휌(푎) = 푎 
  
	بر در  ک دروني 휋 يعنين يا ℬ ⊗ , 

  است. يريدوتصو ن ياست و بنابرا
 
 يمگروهيباناخ ن يبودن جبرها يريدوتصو - ۳

  آل دهينسبت به ا
گروه  ي] نشان داده است که برا7,8در [ يهلمسک

퐺 ،푙گسسته  (퐺) است اگر و تنها اگر  يريدوتصو퐺 
بودن  يريباشد. پس از او رامسدن در مورد دوتصو يمتناه
هر  ي] نشان داد که برا11در [ يمگروهيباناخ ن يجبرها

푆 ،푙مگروه گسسته ين (푆) است اگر و تنها  يريدوتصو
رگروه يو هر ز يکنواخت موضعاً متناهيبه طور  푆اگر 
  باشد. يمتناه 푆مال يماکز
ن ين بخش ما با استفاده از تناظر موجود بيدر ا

ها در جبر  آل دهيو ا 푆مگروه ين يرو يها يهمنهشت
푙 يمگروهين (푆)بودن  يريم که دوتصويده ي، نشان م
 يريتوان به دوتصو يرا م يمگروه خارج قسمتيک ني

و نسخه  آل ترجمه نمود دهيک جبر نسبت به ايبودن 
باناخ  يرا در مورد جبرها يه هلمسکياز قض يمشابه

ن منظور ابتدا يا يم. برايآور يبه دست م يمگروهين
 يادآوريها را  مگروهيه نيمقدمات لازم در مورد نظر

] 4,5,9توان به منابع [ يشتر ميات بيجزئ يم. برايکن يم
  مراجعه نمود.

را  휌؛ باشد 푆مگروه ين يرو يک همنهشتي 휌د يفرض کن
ک گروه باشد. ي م هرگاه ينام يگروه يک همنهشتي

푙 يمگروهيم جبر نيدان يم (푆) = {푓|푓: 푆 →
ℂ,∑ |푓(푠)|∈ < ‖푓‖تحت نرم  {∞ =

∑ |푓(푠)|∈ ک جبر باناخ است و هر عضو از آن ي
ش منحصر به فرد به صورت يک نماي يدارا

푓 = ∑ 푐 . 훿∈  است که در آن훿  همان جرم
 훿با  푠کسان فرض کردن ياست. با  푠در  يا نقطه

푙رمجموعه از يک زيرا به عنوان  푆توان  يم (푆)  در نظر
  گرفت.

و  푆 يرو يک همنهشتي 휌مگروه، يک ني 푆د يفرض کن
휑: 푆 را  휑باشد.  يهمان نگاشت خارج قسمت →

:휑 يجبر يختيتوان به برور يم 푙 (푆) → 푙 
kerع داد که در آن يتوس 휑 ≔ 퐼 آل در  دهيک اي

푙 (푆)  است که با مجموعه{훿 − 훿 : 푠, 푡 ∈

푆, 푠휌푡} ن يشود. بنابرا يد ميتول푙 ≃ ( ؛ (
푙آل از  دهيک اي 퐽ن اگر يهمچن (푆)  و휌 يهمنهشت 

  ر باشد:يبه صورت ز 푆 يف شده رويتعر
휌 = {(푠, 푡): 푠, 푡 ∈ 푆, 훿 − 훿 ∈ 퐽} 

  
퐼آنگاه  ⊆ 퐽.  

  
ک ي 휌مگروه و يک ني 푆د يفرض کن :۱- ۳ه يقض

푙ن صورت يباشد. در ا 푆 يرو يگروه يهمنهشت (푆) 
 يمتناه اگر است اگر و تنها  يريدوتصو 퐼نسبت به 

  باشد.
کدار است. از ي 푙ک گروه است، ي چون  برهان:

푙 يطرف ≃ ( ، يه هلمسکين طبق قضي؛ بنابرا(

)کدار يجبر باناخ   است اگر و تنها اگر  يريدوتصو (
، ۱۲-۲و  ۱۰-۲ ياياباشد. اکنون بنابر قض يمتناه

푙 (푆)  نسبت به퐼 است اگر و تنها اگر  يريدوتصو 
   باشد. يمتناه

  
푆د يفرض کن :۲-۳مثال  = (ℕ,∨) مگروه اعداد ين

ن يمم باشد. بنابرايح مثبت با عمل ماکزيصح
퐸(푆) = ℕ ؛ که در آن퐸(푆)  مجموعه تمام

  ا به صورت ر 푆 يرو 휌 ياست. همنهشت 푆 يها خودتوان
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  م:يکن يف مير تعريز
푚휌푛 ⟺ ∃푘 ∈ 퐸(푆):				 
푘푚 = 푘푛								(푚, 푛 ∈ 푆) 

  
ن ي(کوچکتر يگروه يک همنهشتي 휌به وضوح 

=است و  푆 ي) رويگروه يهمنهشت 퐺  همان
 퐺است. چون  푆) از يهيمم (بديماکز ير گروهيتصو

푙، ۱- ۳ه ياست، بنابر قض يمتناه (푆)  نسبت به퐼 
  است. يريدوتصو

  
푆د يفرض کن :۳-۳مثال  = {푝 푞 :푚, 푛 ≥ 0} 

باشد. به  푞و  푝له يد شده به وسيتول يمگروه دو دورين
퐸(푆)د که يتوان د يم يسادگ = {푝 푞 :		푛 =

0,1,2, … مجموعه تمام  퐸(푆)که در آن  {
را به صورت  푆 يرو 휌 ياست. همنهشت 푆 يها خودتوان

  م:يکن يف مير تعريز
푥휌푦 ⟺ ∃푒 ∈ 퐸(푆) ∶ 
푒푥 = 푒푦							(푥, 푦 ∈ 푆) 

  
 푆 يرو يگروه ين همنهشتيکوچکتر 휌ن صورت يدر ا

=است و  퐺 = ℤ ])2 چون .([퐺 است،  ينامتناه
푙، ۱-۳ه يبنابر قض (푆)  نسبت به퐼 ست.ين يريدوتصو  
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