
دسترسي در سايت http://jnrm.srbiau.ac.ir  
 ۱۳۹۸ تيرو  خرداد، هجدهم، شماره پنجمسال 

 X۵۸۸ -۲۵۸۸شماره شاپا: 
  
 
 
  

  هايي از جبرهاي لي پوچ توانخاصيت
  
  
  

 ۲ارسخان ي، مهد*۱انيسمانچيمحمدرضا ر

  
  

  ران.يا ياسلام يرد، شهرکرد، جمهورمحض، دانشگاه شهرک ياضيگروه ر   )۱(
  ران.يا ياسلام يزد، جمهوري، واحد ي، دانشگاه آزاد اسلامياضيگروه ر )  ۲(

  
  

 

 ۱۶/۰۲/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:     ۱۴/۱۰/۹۷تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
هالس و  يه به کارهايشب ييهاجهي، نتيل يدر جبرها يو پوچ توان يمرکز يهايسر يهافين مقاله با استفاده از تعريدر ا

ک ياز  يهيربديآل غدهيم کرد که هر ايدر انتها ثابت خواه .ميدهيرا ارائه م ۱۹۸۶و هکستر درسال  ۱۹۷۶نوکس در سال يل
  ها است.ه گروهيپ هال در نظريجه فليه به نتين شبياست، که ا يبا مرکز آن جبر ل يهير بدياشتراک غ يپوچ توان دارا يجبرل

  
  پوچ توان. ن، موضعاًيآل کمدهي، ايمرکز ي، سريمرکز جبرل کليدي: هاي واژه

                                                
   Email: rismanchian@sku.ac.ir                                                                                       :     دار مکاتباتعهده .*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 



  ۱۶                                      ۱۳۹۸ خرداد و تير، هجدهم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  انيسمانچيمحمدرضا ر
 
 

 

  مقدمه - ۱
 يها و جبرهاه گروهين نظريب ياز آنجا که ارتباط تنگاتنگ

 يهام و پژوهشير مفاهياخ يهاوجود دارد، در دهه يل
ها، به طور مشابه در ه گروهينظر ينهيانجام شده در زم

  اند. چون گرفتهقرار  يز مورد بررسين يل يهاجبر
ها را در بر از از گروه يمهم يپوچ توان رده يهاگروه

قابل  يل يز در جبرهايها نجهيرند، مشابه با آن نتيگيم
  توان دريم از آنها را يتوجه است که به عنوان مثال برخ

خواص پوچ  ين خصوص برخيمشاهده نمود. در ا ]۴-۱[
-يقرار م يبررس مورد يل يهاها را در جبراز گروه يتوان
  م.يده

است F دانيم يرو يبردار يفضا Lيک جبر لي
 همراه با ضرب براکت  ,  :  ,L L L يبه قسم 

   است و يهر مولفه خط يکه ضرب رو
  :[ , ] 0,x L x x    

      , ,  : , , , , , , 0  x y z L x y z z x y y z x              
  

  ).يوب(اتحاد ژاک
فرض شود  ۲دان مخالف يکه مشخصه م يدر صورت

   ن کهيت اول معادل است با ايخاص
 ,  :[ , ] [ , ].x y L x y y x     

  
 ين نوشته (از بعد متناهيمورد بحث در ا يل يتمام جبرها

در نظر گرفته شده  Fدان ثابت يک مي ي) رويا نامتناهي
در  باشند. L ير فضا از جبر ليز دو Jو  Iم ياند. فرض کن

  م، يکنيف مير را تعريز ير فضاين صورت زيا
   , , j | , j .I J i i I J     

  
 ند اگريگو L ر جبريرا ز L از I ير فضايز

[ , ]I I I. نيهمچن I آل دهيرا اL ند اگريگو
[ , ]I L I.  

]باشند،   Lآلدهيهر دو ا Jو  Iکه  يتدر صور , ]I J ز ين
  است.  Lآل ازدهيک اي

  م،يشويم ادآورير يرا به صورت ز Lآل از دهيحال دو ا
   {  | , 0,  } ,Z L x L x y y L      

   2  , , | , .L L L x y x y L     

توجه شود  Z L  2را مرکز وL  را مشتقL ند و يگو
  هستند.  Lاز  ييهاآلدهيا به طور مشخص

 ين صورت فضايباشد. در ا Lاز  يده آليا Iم يفرض کن

Lخارج قسمت 
I

,]1با ضرب   ]، 

1[ , ] [ , ] , , ,x I y I x y I x y L      
  
). دينيرا بب ]۵[از  ۱.۱.۵خواهد بود (گزاره  يک جبر لي

را با  [,]1در نوشتار  يت سادگلازم به ذکر است جه
,]همان    م.يدهينشان م [

ادآور يرا  يل يدر ادامه دو مفهوم مورد استفاده از جبرها
1Lم يم. فرض کنيشويم L  و   1Z L Z L 

1i ره يبرا ييباشند. به صورت استقرا  يف ميتعر 
  م يکن

 
   
1i

i i

Z L LZ
Z L Z L

  
   

 
و   i 1 , iL L L     . 

  
iواضح است که  i 1L L  و   1i iZ L Z L .

 يشيو افزا يکاهش يان شده دو سريبا توجه به مطالب ب
به صورت  د)ينيرا بب ]۵[از  ۱.۷(بخش L يهاآلدهياز ا

  شوند، يان مير بيز
 1 2 i ,         *L L L L       

         0 1 20  .   **iZ L Z L Z L Z L      
 

 ي(**) را سر يو سر ينييپا يمرکز ي(*) را سر يسر
 دهيپوچ توان نام L يجبر ل ييبالا يمرکز Lنديگو
، nمانند  يح و مثبتيعدد صح يشود اگر برايم

 nZ L L 1اي. 0nL   
 L يرا رده پوچ توان n ين مقدار موجود برايکوچکتر

  ند. يگو
ادآور ير را يف زيان شده تعريب نجا با توجه به مطالبيدر ا

  م.يشويم
  

ند يرا موضعاً پوچ توان گو L يل جبر :۱.۱ف يتعر
  ، پوچ توان باشد. Lاز  يد متناهير جبر با توليهرگاه هر ز
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ند ين گويآل کمدهيرا ا L ياز جبر ل I يهيآل نابددهيا
Jکه  Lاز  Jآل دهيهر ا ياگر به ازا I جه شود ينت

0J  ايJ I. 
ن يآل کمدهيک اي Iم کرد اگر ين مقاله ثابت خواهيدر ا

] گاهباشد، آن Lموضعاً پوچ توان  يلاز جبر , ] 0I L 
و  ]۶ [ه به کار انجام شده توسط مالسويه شبين قضيا

ک ي Mدهند اگر ياست که نشان م ]۷[ نيمکل
باشد،  Gرمال از گروه موضعاً پوچ توان ن نيرگروه کميز
]گاهآن , ] 1M G  .  
  
 ج و بحثينتا - ۲

 يهاج صادق در جملهياز نتا يبعض ين قسمت درستيدر ا
در  ي) و پوچ توانييو بالا ينيي(پا يمرکز يهايسر

  م. يدهيقرار م يمورد بررس يل يجبرها يها را روگروه
 ]۶[ها از مرجع از مطالب صادق در گروه يبا مشابه کار

  جه گرفت.ير را نتيز يج و لم هايتوان نتايم
  

 L ياز جبر ل ييهاآلدهيا Jو  Iم يفرض کن :۲.۱لم 
ن ياست. در ا Jمشمول در  Iکه  يباشند به طور

]صورت  , ]I L J تنها اگر اگر و( )I LZ
J J
 .  

  برهان:
[ , ][ , ] 0 L

J

I L JI L J
J


     

[ , ] 0 ( ).L
J

I L I LZ
J J J J

      

  
 rخواه و دل يک جبر لي Lم يفرض کن :۲.۲جهينت

ن صورت يح و مثبت باشد. در ايصح يعدد
  ,rZ L L   مشمول در  1rZ L .است  

  
 Iپوچ توان و  يک جبر لي Lم يفرض کن :۲.۳لم

ن صورت يباشد. در ا Lاز  يهينابد يآلدهيا
 . ,I L I   

ح و يصح يوجود عدد L يفرض پوچ توان برهان:
که  يبه طور n مانند يمثبت  nZ L L  را

م يکند. فرض کنيجاب ميا rZ L ن جمله از ياول
 Iکه شامل  يباشد به طور L ييبالا يمرکز يسر

شود که ياست. مشاهده م 1rZ L I I . 
  م يدار ۲.۲جهيحال با استفاده از نت

    1( ), ,r r LI L Z L L I Z I I        
  

 از مر جع ۱۷,۲ه يه به قضيشب يل يهار در جبريه زيقض
  نيو مک ل ]۸ [انجام شده توسط مالسو يهاو کار ]۶[
  .ها استه گروهيدر نظر ]۸[
  

 ين از جبر ليکم يآلدهيا Iميفرض کن :۲.۴ه يقض
ن صورت يباشد. در ا Lموضعاً پوچ توان , 0I L .  

 ميفرض کن برهان: , 0I L ن صورت ي. در ا
a I  وx L که يموجود است به طور

 , 0b a x  چون .b I ن يت کمياست، خاص
Iکنديجاب ميا Iبودن  bين رو براي. از ا 

1مناسب  ياعضا 2, , , nl l l متعلق به L م يدار
   1, , , , na b l b l مي. فرض کنH ک ي

 يد شده توسط مجموعهير جبر موضعاً پوچ توان توليز

1 2{ , , , , , }na x l l l ز يباشد و نA a ده يا
باشد. چون  aد شده توسط عضو يتول Lاز  يآل

   , ,a x A H لذا ,b A Hني. بنابرا

 ,A A H 0. اگرA گاه با کمک گرفتن از ، آن
توان گفت يم ۲.۳لم  ,A H Aن در ي، که ا

تناقض با شرط  ,A A H  0است. لذاA   و
است که  ين معنين بديا . , 0b a x  نيبنابرا

 , 0I L .  
ه به ين لم شبيدارد. ا يج بعديدر نتا ير نقش اساسيلم ز
  است.  ]۹[از مرجع  ۲.۲۲لم 
  

 L ياز جبر ل ييهاآلدهيا Jو  Iميفرض کن :۲.۵لم
 که يباشند به طور ,L J I L  ن صورت يا. در

,ميدار nح مثبت يهر عدد صح يبرا nL J I L   .  



  ۱۸                                      ۱۳۹۸ خرداد و تير، هجدهم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  انيسمانچيمحمدرضا ر
 
 

 

 يجهت سهولت در روند اثبات، نمادها برهان:

L L
J

  وI I J
J


 م. با استناد يکنيم يرا معرف

.به فرض لم،  [ , ] ,L I L II J J
J

 
      از

Iن رو يا L  و. ,L I L     حال با روند
  توان مشاهده کرد،يم nبر  يياستقرا

1 [ , ][ , ] .
n

n n LL L I JL L
J




   

  
.لذا  , nL J I L       
  است.   ]۱۰[از مرجع  ۲.۳ه يه به قضير شبيه زيقض
 

 ياز جبر ل يآلدهيا Jو  Iم يفرض کن :۲.۶هيقض
L صورت نيباشد. در ا  

2L) اگر ۱( J L ح يهر عدد صح ي، آنگاه برا
n ، nLمثبت  J L  ،  

) اگر ۲(  0J Z L ح يهر عدد صح ي، آنگاه برا
n ،مثبت   0nJ Z L  .  

را برابر با  Iده آليا ۲.۶است در لم  ي) کاف۱( برهان:
L م.يريدر نظر بگ  

، nح مثبت يهر عدد صح يبرا ۲.۲جه ينت) با توجه به ۲(
  م يدار

     1 1, , .n n nJ Z L L Z L L Z L          
  

ن که يبا توجه به ا 1nJ Z L از  يده آلياL 
مياست، دار   1 , .n nJ Z L L J Z L      

ميفرض کن 1nx J Z L وجه به رابطه . با ت
lهر  يفوق به ازا L،   , nx l J Z L  .

توان فرض کرديم n يرو ييبا روند استقرا
  0 nJ Z L  .يعني  , 0x l لذا ،

 x Z Lن رو ي. از ا  0x J Z L  ،
  کند. يه را اثبات مين مطلب قسمت دوم قضيکه ا

پ هال در يليجه شناخته شده فيه به نتير شبيه زيقض
د) و ينيببرا  ]۱۱[از مرجع  ۲۴.۳۶ه يها (قضه گروهينظر

 يدر حالت چند گونا ]۱۲[از مرجع  ۲.۴ه يقضمشابه 
ت از برهان تر و متفاوها است. برهان ارائه شده کوتاهگروه

  مراجع ذکر شده است.
  

 ياز جبر ل يهينابد يآلدهيا Iم يفرض کن :۲.۷هيقض
ن صورتيباشد. در ا Lپوچ توان   0I Z L .  
 يح و مثبتيپوچ توان است، عدد صح Lچون  برهان:

که يموجود است به طور sانند م sL Z L .
 ميفرض کن  0I Z L   باشد. بنابر قسمت دوم

م يدار ۲.۷ه يقض  0sI Z L ن با رابطه يا ، که
 sI Z L I  .در تناقض است  

  
پوچ توان  يک جبر لين از يآل کمدهير اه: ۲.۸جهينت

  است. يمشمول در مرکز آن جبر ل
  
  يريگجهي. نت۳

 يمرکز يهايف سرين مقاله با استفاده از تعريدر ا
  ، يدر جبر ل يو مفهوم پوچ توان ييو بالا ينييپا
م. به يها به دست آورده گروهيمشابه در نظر ييهاجهينت

 ياز جبر ل يهيآل نا بددهيا Iم اگر يخصوص ثابت کرد
ر يغ Lبا مرکز  Iگاه اشتراک باشد، آن Lپوچ توان 

پ يليجه شناخته شده فين مشابه با نتياست که ا يهيبد
متفاوت و شده ها است. اثبات ارائه ه گروهيهال در نظر

م اگر ين نشان داديتر از مورد مشابه است. هم چنکوتاه
I موضعاً پوچ توان  ين از جبر ليآل کمدهياL  ،باشد
] گاهآن , ]I L   است. يهيبد 
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