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 مقدمه  - ۱
تعيين ) روشي براي DEAها (تحليل پوششي داده

) است. هر DMUsعملکرد واحدهاي تحت ارزيابي (
واحد با مصرف ورودي چندگانه، خروجي چندگانه توليد 

ها فقط اي در تحليل پوششي دادههاي پايهکند. مدلمي
کنند، بلکه اندازه کارايي و ناکارايي مدل را تعيين نمي

دهند که با کاهش الگويي براي واحدهاي ناکارا ارائه مي
ها به يک واحد کارا تبديل ها و يا افزايش خروجييورود

ها از شوند. يکي از مفاهيمي که در تحليل پوششي داده
ديدگاه نظري و کاربردي حائز اهميت است، مفهوم رتبه 
بندي واحدهاست. رتبه هر واحد، اطلاعات سودمندي در 

گيري بر ساير واحدها در اختيار زمينه اولويت واحد تصميم
دهد. مفهوم اقتصادي و يرنده (مدير) قرار ميگتصميم

ها بطور بندي در قالب تحليل پوششي دادهمديريتي رتبه
وسيعي مورد مطالعه قرار گرفته است. يک ملاک براي 

گيري، مقدار اندازه کارايي هر بندي واحدهاي تصميمرتبه
اما روش ارائه شده، پيشنهادي براي  ]۳[باشد واحد مي

هاي دهايي با کارايي يک ندارد. روشبندي واحرتبه
مختلفي براي رفع اين مشکل ارائه شده است. ازجمله 

اند که براساس ، روشي ارائه داده]۱[اندرسون و پترسون 
اند. سوپر بندي شدهروش سوپر کارا، واحدهاي کارا رتبه

کارايي حاصل از حذف واحد تحت ارزيابي کارا از 
شود که بطور حاصل مي DEAهاي مجموعه قيود مدل

بررسي شده است.  ]۲،۴،۹،۱۱،۱۳[وسيعي در مقالات 
بندي واحدهاي کارا، استفاده از روشي ديگر براي رتبه

. کارايي متقاطع حاصل ]۱۵[مفهوم کارايي متقاطع است
از کارايي واحد تحت ارزيابي با تعيين وزن موردعلاقه در 

رانکلين و باشد. فمقايسه با کارايي واحدهاي ديگر مي
، ابتدا واحدها را به دو دسته کارا و ناکارا ]۱۰[همکاران 

بندي کردند. از آنجايي که ميزان اندازه کارايي را تقسيم
بندي واحدها در نظر گرفت، به توان ملاکي براي رتبهمي

بندي واحدهايي با کارايي يک روشي را با منظور رتبه
بر پايه الگوي  استفاده از وزن مشترک ارائه نمودند که

  واحدهاي کارا و مفهوم وزن مشترک تمام واحدهاست.
در دنياي واقعي بسياري از واحدهاي تحت ارزيابي، داراي 

هاي اخير پژوهشگران اي است. در سالشبکه دو مرحله
اند. به متمرکز شده DEAاي بر روي شبکه دو مرحله

، DEAاي هاي دو مرحلهعنوان مثال يکي از شبکه
هاي تجاري آمريکا است که براي تعيين ابي بانکارزي

مورد مطالعه  ]۱۲[باشد که در مقاله سود و بازاريابي مي
اي بررسي تأثير قرار گرفته است. در شبکه دو مرحله

شاخص مياني برکارايي واحد، در مقايسه با وقتي که واحد 
شود و از شاخص به صورت جعبه سياه در نظر گرفته مي

  مورد مطالعه قرار  نظرشده است،ي صرففعاليت ميان
، مدل کارايي را براي ]۷[گيرد. چن و همکارانمي

اي جهت محاسبه کارايي واحدهايي با ساختار دو مرحله
اند. در اين پژوهش مدلي غيرخطي با واحدها توسعه داده

بازده به مقياس متغير ارائه شده است که داراي ساختاري 
ها افزايش يابد اهش و خروجيها کاست که در آن ورودي

و اندازه شاخص مياني آزاد فرض شده است. با استفاده از 
ها و مقدار شاخص ها و خروجيميزان تغييرات ورودي

دست آمده از مدل، الگويي براي واحد هاي ناکارا مياني به
، روش تعيين نقاط ]۶[ارائه شده است. چن و همکاران
اي ا با ساختار دو مرحلهمرزي براي يافتن واحدهاي ناکار

DEA اند. آنها با بازده به مقياس ثابت را گسترش داده
اي با بازده به مقياس متغير را که در آن شبکه دو مرحله

دار شده کارايي هر کارايي کلي به عنوان مجموع وزن
. ]۵[اندمعرفي شده است، مورد پژوهش قرار داده مرحله

يي که شامل ساختار روي واحدها بر ]۸[جرج و همکاران
اند. دراين مقاله تحقيقاتي که مياني هستند، تحقيق نموده

باشند، ارائه بر روي واحدهايي که شامل شاخص مياني مي
اند، سپس به بندي شدهشده است. ابتدا واحدها دسته

ها برروي تصميمات مدير و در نهايت به اهميت اين مدل
پرداخته شده ها تغييرات شاخص مياني درساختار مدل

  است.
شود. در بخش بندي ميصورت زيرتقسيممقاله حاضر به

اي وکارايي دوم، مطالبي درمورد ساختار واحد دو مرحله
ايم. در بخش ها و خود واحد ارائه کردههر يک ازمرحله

سوم، مدل تحليل وزن مشترک در شبکه دو مرحله را 
رايي وزن ايم. در بخش چهارم، به تحليل کاپيشنهاد نموده

بندي واحدها با استفاده از وزن مشترک و قانون رتبه
ايم. دربخش پنجم، در دو مثال مشترک را بيان کرده

عددي مدل پيشنهادي را شرح داده و صحت آن را نشان 
  گيري نهايي دربخش ششم،آورده شده ايم. نتيجهداده

  



 

 ۷                                                                     ها با روش وزن مشترکپوششي داده اي تحليلواحدهاي کارا در شبکه دو مرحلهبندي رتبه
 

   

  است.
  

  ايدو مرحله DEAمدل  - ۲
واحد تحت ارزيابي مفروض داريم که هر   nفرض کنيد

) هستند و در ۱اي مانند ساختار شکل (يک داراي شبکه
),,...,(آن  21 mjjjj xxxX  ) واحد ۱ورودي مرحله (

j -باشد که خروجي ام مي),...,,( 21 Kjjjj zzzZ   را
ام را -j) واحد ۲نقش ورودي مرحله ( jZکند وتوليد مي

),,...,(ه خروجي دارد ک 21 sjjjj yyyY   را توليد
  .کندمي

  
  اي. واحد تحت ارزيابي در ساختار دو مرحله۱شکل 

  
صورت زير ام را به- jهاي واحد کارايي هريک از مرحله

  کنيم:تعريف مي
(1)

1 1

(2)

1 1

( ) / ( ),

( ) / ( )

K m

j k kj i ij
k i
s K

j r rj k kj
r k

E w z v x

E u y w z

 

 





 

 
             )۱(  

  
  صورت زير تعريف ام را به- jو کارايي کلي واحد 
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هاي شاخص ورودي، شاخص مياني و به ترتيب وزن
باشند. جهت محاسبه ام مي- jشاخص خروجي واحد 

 oDMUت ارزيابي هاي واحد تحکارايي هريک از مرحله
  کنيم:هاي زير استفاده مياز مدل
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  باشند. ها مثبت ميهاي فوق همه وزنکه در مدل

توان با استفاده از روش چارنز هاي کسري فوق را ميمدل
  هاي خطي زير تبديل کرد. ، به مدل]۳[و همکاران 
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 oDMUناميم هرگاه را کارا مي oDMUتوجه کنيد که

)1*()2*(1) کارا باشد، يعني ۲) و (۱در مرحله (  oo EE
  کنيم:تعريف ميباشد. 
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) ۱شامل واحدهايي است که هم در مرحله ( Eمجموعه 

) کارا هستند. اين واحدها را کاراي کلي ۲و هم در مرحله (
*)1*()2*(ناميم. ميزان مي . jjj EEE   ملاک مناسبي

بندي واحدهاست. اما اگر تعدادي از واحدها براي رتبه
داراي کارايي کلي برابر يک باشند، اين روش رتبه 
يکساني براي چنين واحدهايي ارائه خواهد داد. در بخش 
آينده قصد داريم روشي را ارائه دهيم که در آن واحدهايي 

مجزايي که داراي کارايي کلي برابر يک هستند نيز رتبه 
  داشته باشند.

  
روش تحليل وزن مشترک در شبکه  - ۳

  )CWA-TS( ۱ايدومرحله
سنتي اگر ماکزيمم نمره کارايي کلي  DEAهاي در مدل

واحدي برابر يک باشد، آن واحد روي سطح الگوي خود 
واقع شده است. با استفاده از مزيت سطح الگو هريک از 

هايوزن مشترک هريک از مرحله ها، قصد داريممرحله
DMU) محورهاي عمودي و ۲ها را بيابيم. در شکل ،(

دار شده به افقي به ترتيب شاخص مياني تصنعي (وزن
شاخص مياني) و شاخص ورودي تصنعي (وزن  Kوسيله 

) ۱شاخص ورودي) براي مرحله ( mدار شده به وسيله 
) سطح ۱کارايي مرحله ( باشند. با توجه به تعريفمي 

باشد ) که يک خط مستقيم مي۱الگوي مشترک مرحله (
گذرد وداراي شيب يک  است که که از مبدأ مختصات مي

)2,1,...,,()2,1,...,(در آن  mivKkw ik به ٢
ترتيب نشان دهنده مجموع وزن متغيرهاي تصميم وزن 

امين شاخص - kامين شاخص ورودي و - iمشترک 
نماد متغير تصميم با علامت مياني است. توجه کنيد که 

  نشان دهنده آنست که مقدار دلخواه به خود "'"
هاي، DMUگيرد. براي هريک از مي

)1()1( , NH DMUDMU اگر مجموعه وزن مشترک 
),...,2,1(),,...,2,1( mivKkw ik   باشند مختصات

)1()1(نقاط  ,NH  ) به صورت ۲در شکل (
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)1()1(باشند. گپ مجازي بين نقاط مي ,HH p   براي
) روي محورهاي افقي و عمودي به وسيله۱مرحله (

M
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I
H

  )1()1( شود. بطور مشابه براي نمايش داده مي ,
)1()1(نقاط  ,NN p   به ترتيب داراي گپ با نماد
M
N

I
N

  )1()1( باشند. به طور مشابه مطابق با شکل مي ,
) و حالتي که واحد به صورت ۲هاي مرحله () گپ۴) و (۳(

شود به صورت جعبه سياه در نظر گرفته مي
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  )2()2( ) و ۲براي مرحله ( ,
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  oو  ,
N

I
N

  براي حالتي که واحد به  ,
شود. بنابراين صورت جعبه سياه است، در نظر گرفته مي

)1()1(نقاط  ,HN   (مجازي) داراي گپ تصنعي
M
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I
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  نسبت به خط الگوي،  )1()1()1()1(
باشند. فرض کنيد متغير تصميم با نماد ) مي۱مرحله (

نشان دهنده مقادير بهينه متغيرها باشد. مجموعه  "*"
)2,1,...,,()2,1,...,( هاي بهينهوزن ** mivKkw ik  

*)2,1,...,(و  srur  که نقاط کنيم بطوريرامحاسبه مي
)1*()1*( ,HN ))2*()2*( ,HN ) و ۲براي مرحله (* *,N H 

) بتواند به ۱) پايين خط الگوي مرحله (DMUبراي 
*)1(*)1(تصويرشان که نقاط  , pp HN )

)2(*)2(* , pp HN 
pp) و ۲براي مرحله ( HN ** ) که روي DMUبراي  ,

عبارت باشند، نزديک شوند. به) مي۱خط الگوي مرحله (
هاي بهينه گپ تصنعي ديگر به وسيله اضافه کردن وزن

****(مجازي)
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1. CWA-TS 

    يال وزن مشترک در شبکه دو مرحلهيروش تحل
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) ۱ترين مقدار براي مرحله () کوتاه۱خط الگوي مرحله (
هاي بهينه گپ طور مشابه وزنباشد. بههر واحد مي

  ) و خود واحد را ۱تصنعي نسبت به الگوي مرحله (
  توان نوشت. مي
  

  
  )۱ها زير خط الگوي تصنعي مرحله (DMU ) نمايش گپ۲شکل(

  

  
  )۲ها زير خط الگوي تصنعي مرحله (DMU نمايش گپ )۳شکل(

  

  
  کلي ها زير خط الگوي تصنعيDMU نمايش گپ )۴شکل(

  
  



  ۱۰                                                   ۱۳۹۶ پاييز، يازدهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  مهناز احدزاده نمين
 
 

 

*

(1)1

1

(2)1

1

( ))

. . 1;

1;

, , 1,...., ,
1,..., , 1,...,

o I
j j

j E

K
M

k kj j
k
m

I
i ij j

i
s

o
r rj j

r
K

M
k kj j

k

r k i

Min

w z
s t j E

v x

u y
j E

w z

u w v r s
i m k K













   


 



 
 

 

 
 










)۸(      

  
  کرد. يسي) بازنو۹فرم مدل (توان به ي) را م۸لذا مدل (

*

1 1
(1)

1 1
(2)

( )

. . 0;

0;

, , 1,...., ,
1,..., , 1,...,

o I
j j

j E

K m
I M

k kj i ij j j
k i

s K
o M

r rj k kj j j
r k

r k i

Min

s t w z v x

j E

u y w z

j E
u w v r s
i m k K





 

 

   

   



   


 

 



 

     )۹(  

  
Iر ير متغييبا تغ

j
M
jj  Mو  )1(

j
o
jj  )2( 

  ) خواهد شد. ۱۰ل به مدل (ي) تبد۹صورت مدل (نيدر ا
* (1) (2)

(1)

1 1
(1)

(2)

1 1
(2)

( )

. . 0;

0;

, , 1,...., ,
1,..., , 1,...,

j j
j E

K m

k kj i ij j
k i

s K

r rj k kj j
r k

r k i

Min

s t w z v x

j E

u y w z

j E
u w v r s
i m k K





 

 

   

   



   


 

 



 

  )۱۰(  

(1) (1)

(2) (2)

0;

0;
j

j

j E

j E

  

  
  

  
)1(با قرار دادن 

j2(و(
j دسته  ير کمکيمعادل با متغ

ر ير متغيي) و تغ۱۰در مدل ( ۲و  ۱ود يق

 
 


Ej Ej

rjrkj
Ej

kiji yYzZxX
)2()1(

، مدل ,,

 يزيرکرد و به مدل برنامه يسيتوان بازنويرا م )۱۰(
ن مدل تابع هدف به صورت يل کرد، در اي) تبد۱۲( يخط

 شود:يل مير تبديز
(1) (2)

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

j j
j E

K m

K kj i ij
j E k i

s K

r rj k k j
j E r k

K m

K kj i ij
k j E i j E

s K

r rj K kj
r j E k j E

K m

K k i i
k i

s K

r r K k
r k
m

i i r r
i r

w z v x

u y w z

w z v x

u y w z

w Z v X

u Y w Z

v X u Y



  

  

   

   

 

 



   

 

 

  

 

  

 

 



  

  

   

   

 

 


1

s


  

  م:ين داريبنابرا

*

1 1

(1)

1 1

(2)

1 1

. . 0;

0;

, , 1,...., ,
1,..., , 1,...,

m s

i i r r
i r

K m

k kj i ij
k i

s K

r rj k kj
r k

r k i

Max v X u Y

s t w z v x j E

u y w z j E

u w v r s
i m k K



 

 

 

  

  

  

 
 

 

 

  )۱۲(  

  
  ر خواهد بود.ي) به صورت ز۱۲دوال مدل (

)۱۰(  



 

 ۱۱                                                                    ها با روش وزن مشترکپوششي داده اي تحليلواحدهاي کارا در شبکه دو مرحلهبندي رتبه
 

   

(1 )

(1) ( 2 )

( 2 )

1 1 1

(1)

(2 )

( )

. . ;

1, ...,
0;

1, ...,
;

1, ...,
, , 0 ;

1, ...., , 1, ..., , 1, ...,
0;

0;

s m K

r i k
r i k

j rj i i
j E

j k j j k j k
j E j E

j rj r r
j E

r k i

j

j

Max P Q

s t x Q X

i m
z z

k K
y P Y

r s
P Q
r s i m k K

j E

j E

 



  









  



 



 

 



  



 




  

 

 

  



 


)۱۳(  

  
  توان به صورت زير بازنويسي کرد.) را مي۱۳مدل (

( 2)

(1) (2)

(1)

1

(1) (2)__ __

( )

. . ;

1, 2,...,
0;

1, 2,...,

;

1, 2,...,

0, , 0,

, , 0 , ,

j

j j

j

K

r i k
r i k

j r r r
j E

j k j k k
j E j E

j i i i
j E

j j

r i k

Max s s

s t y s y

r s
z z t

k K
x s x

i m

j E j E

s s T r i k





 



 

 







 





 

  

 



  



 



   

   

  



 



)۱۴    (  

  

يرهايمتغ
)1(__

* ,0 Ejj   و
)2(__

* ,0 Ejj   در
باشند. ي) م۱۲مدل ( ياهيمت سايب قي) به ترت۱۳مدل (

)، ۱۶( ) و۱۵ت معادله (يرات محدوديين صورت تغيدر ا
  جه يب نتي) را به ترت۱۸) و (۱۷( يهاتير محدودييتغ
) ۱۵ام معادله (-jت ي، سمت راست محدوديعنيدهد. يم

ن صورت يکنند، در ايدا ميش پيک واحد افزاي) ۱۶و (
  را دارد. ,**رات يي) تغ۱۸) و (۱۷معادله (

1 1
(1)__

0 0 1;
K m

k k j i i j
k i
w z v x

j E

 

   



 
      )۱۵(  

1 1
(2)__

0 0 1;
s K

r r j k k j
r k
u y w z

j E

 

   



 
     )۱۶(  

 
  

  ر نوشت:يتوان به صورت زيمعادلات بالا را م
* * *

1 1
(1)__

0 1;
K m

k j k j i j i j j
k i
w z v x

j E

  
 

   



 
)۱۷(  

* * *

1 1
(2)__

0 1 ;
s K

r j r j k j k j j
r k
u y w z

j E

  
 

   



 
)۱۸(  

  
  م:ين داريبنابرا

_
(1)

(1)

1

*

1

( )

( ) 0 1

j

j

K

k k
k

j E

m

i i j
i j E

w z

v x 




 



  

 

 
                 )۱۹(  

_( 2 )

_( 2 )

*

( )

( ) 0 1

j

j

r r
r j E

k k j
k j E

u y

w z 





   

 

 
          )۲۰(  

 
*
jو*

jتا  ۲) و مرحله ۱مرحله ( ينشان دهنده گپ کل
که کران  يزمانتواند يدن به خط الگوست، که ميرس
ک يبرابر  يابيتحت ارز يهمه واحدها يبرا ييکارا يبالا

  دا کند.يباشد، کاهش پ
 ) باشد، ۲) و(۱مرحله ( يخط الگو يروDMUنياگر چند

 
 



  ۱۲                                                   ۱۳۹۶ پاييز، يازدهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  مهناز احدزاده نمين
 
 

 

*
j  و*

j نکهيبر ا يمبن ياطلاعات ارزشمند  

  

گذارد، ارائه ياثر م يکل يگپ تصنع يک بر رويکدام 
*دهد.يم

j  و*
j ت ين اولوييتع يبراDMUکه  ييها

  خط الگو هستند، استفاده  ي) رو۲) و (۱در مرحله (
  شود.يم

کارا را در  يهاDMU يبندن رتبهي، قوانيدر بخش بعد
  م کرد.يل خواهيتحل يشبکه دو 

  
وزن مشترک و قانون رتبه  ييل کارايتحل - ۴

  ل وزن مشترکيتحل
 يهاوزن مشترک و قانون ييل کاراين بخش تحليدر ا
م. يکنيف ميل وزن مشترک را تعريروش تحل يبندرتبه

ان يبير را به صورت ز )۲(و  )۱(مرحله  ييابتدا نمره کارا
  م.يکنيم

(1)__
*(1) * *

1 1
(2)__

*(2) * *

1 1

( ) / ( ); ,

( ) / ( );

j j

j j

K m

j k k i i
k i

n K

j r r k k
r k

w z v x j E

u y w z j E





 

 

 

 

 

 
 )۲۱(  

  
  ) ۲) و(۱وزن مشترک مرحله ( ييمقدار کارا يابيبا ارز

ص داد که واحدها در دو گروه مجزا يتوان تشخيم
 ييهاDMUخط الگو و يکه رو ييهاDMU هستند.

  ) قرار دارند.۲) و (۱الگو درمرحله ( ير خطکه ز
  

 يعنيوزن مشترک است ( يکارا jDMU. ۱ف يتعر
*0) اگر خط الگو است يرو  j  و

1)2(*)1(*  jj  )1يعني. )2(*)1(**  jjj  آنگاه ،

jDMU ن ير ايباشد و در غيم ي وزن مشترککارا
 يعنيم (يناميوزن مشترک م را ناکاراي jDMUصورت 

  ر خط الگو است).يز
 DMU ي کهها در حالتDMUتين ارجحييتعي برا
ان ير را بيف زير خط الگو قرار دارد، سه تعريا زيو  يرو
  م. يکنيم

است هرگاه  iDMUبهتر از  jDMU. ۲ف يتعر
**
ij   .باشد  

**1اگر .۳ف يتعر  ij  هر دو واحد ناکارا  يعن(ي
 iDMUبهتر از  jDMUالگو هستند) يين خط و پا

**است هر گاه  
ij  .  

**1اگر  .۴ف يتعر  ij  هر دو  يعن(يDMU 
بهتر از  jDMUنصورت يخط الگو کارا) در ا يرو

iDMU  است هرگاه**
ij    و**. ji        

DMUوزن مشترک هر  ييکه نمره کارا يياز آنجا
 ياDMU نيباشد. بنابرايک مي يا مساويکوچکتر 

نان يتوان اطميعلاوه م خط الگو وجود ندارد. به يبالا
خط الگو وجود  يرو DMUکيحاصل کرد که حداقل 

  دارد.
  

خط الگو در مرحله  يرو DMUک يحداقل  .۱هيقض
  ) واقع است.۲) و (۱(

خط الگو وجود  يرو ياDMU ديفرض کن اثبات.
*نه مانند يبه يهاتوان جوابين مينداشته باشد. بنابرا

kw ،
*
iv ،

*
rv و 

)1(*
j ،)2(*

j 1(0 که يافت بطوري(*  j 
 و

)2(*
j ) کنند.يصدق م) ۲۳) و (۲۲و در معادله  

* * (1) *

1 1
(1)__

( ) / ( ) 1 ;
j

K m

k k j i i j
k i
w z v x

j E

 

  



 
   )۲۲(  

* * (2) *

1 1
(2)__

( ) / ( ) 1 ;
j j

s K

r r j k k
r k
u y w z

j E

 

 



 
   )۲۳(  

  
ک ي ) کمتر از۲) و (۱در مرحله ( jDMU هر ييکارا

 م داشت.ي) را خواه۲۵) و (۲۴معادله ( باشد لذايم
* *

1 1

(1)__

( ) / ( ) 1;
j

K m

k k i i j
k i
w z v x

j E

 





                  )۲۴(  

* *

1 1
(2)__

( ) / ( ) 1;
j j

s K

r r k k
r k
u y w z

j E

 





                 )۲۵(  



 

 ۱۳                                                                    ها با روش وزن مشترکپوششي داده اي تحليلواحدهاي کارا در شبکه دو مرحلهبندي رتبه
 

   

و  1jtکه در آن ( jbو  jt يهاثابتيم توانيم
1jbيبرا ييکه کارا يم بطوريانتخاب کن ي) را طور 

هر 
)1(__

Ej ) و۲۶در رابطه (
)2(__

Ej ) ۲۷در رابطه ،(
  ک شود.ي يمساو

* *

1 1
(1)__

( ) / ( ) 1;
j

K m

j k k i i j
k i
t w z v x

j E

 





 
            )۲۶(  

* *

1 1
(2)__

( ) / ( ) 1;
j j

s K

j r r k k
r k
b u y w z

j E

 





 
            )۲۷(  

  د:يقرار ده
(1)__

(2)__

{ | },

{ | }

j

j

T Min t j E

B Min b j E

 

 

                     )۲۸(  

  
* يمشترک شدن يهاصورت مجموعه وزنن يدر ا

kw ،
*
iv ،*

rBu  و*
kTw يکه دارايموجود است به طور 

)1(*
j  2(و(*

j از  يکي يکوچکتر است و حداقل برا
)1(__

Ej اي
)2(__

Ej يجه با ن نتيباشند. ايصفر م
*0نکه يا شرط  j ن حداقل يدر تناقض است. بنابرا

  خط الگو قرار دارد. يرو DMUک ي
  
  )۲) و (۱مرحله ( يتصنع يهال گپيتحل - ۱- ۴

و شاخص  يو خروج ين گپ وروديب يتصنع يهاگپ
تواند به گپ يم CWA يهر واحد ناکارا يبرا يانيم

  ه شود. نشان يس عملگر تجزيهر اند يبرا يقيحق
باشد و مدل ي) م۱۲) معادل مدل (۸م که مدل (يدهيم
توان به  يرا م kTو  rP ،iQدهد که ي) نشان م۱۲(

تر ييصورت جز


 __
Ej

rjPrP
 ،


 __

Ej
ij
qiQ 

و 


 __
Ej

kjkT  ان کرد که در آن يب
rjP

کمبود  

و  يس خروجياند
ijq

و  يس وروديمازاد اند 
jk

  کمبود

  د: ين قرار دهيباشد. بنابرايم يانيس مياند

, ,p p q Qr r j i j k k jj ij j
       )۲۹(  

 
)(0jب يمحدب ضرا يببا ترک

__

Ej )يعني 
1

__


Ej

jم داشت.ير را خواهي) مدل ز  

__

( 2) ____

(1) (2 ) ____ __

(1) ____

1 1 1

__(1) _

( )

. . ( ) ,

1, 2,...,
,

1,2,...,
( ) ,

1,2,...,

0, , 0 ,

j

j j j

j j j

j j j

s m K

r i j k j
r i kj E

j r r r

j Ej E

j i j k k
j Ej E j E

j i i i

j Ej E

j j

Max p Q T

s t y y p

r s
x z

k K
x x q

i m

j E j E





  



 

  




 



 

 



 



 



   

   

 

  

 

_(2)

, , 0 , , ,
i j jj k rq p r k i  

)۳۰(  

  

* يکمبودها
rjP و*

kj  و مازاد*
ijq ) را ۱۲در مدل (  

   ر به دست آورد.يه زيم از قضيرمستقيطور غتوان بهيم
  

* يکمبودها .۲قضيه
rjP و*

kj  و مازاد*
ijq يبرا 

jDMU يناکارا –CWA  نسبت به خط الگو وابسته به
ام -iس يو اند يانيام م-kس ي، انديام خروج-rس ياند

)(به صورت  يورود ***
/jpr  ،)/( *** jT k

  و

)/( ***
jQi  باشند که در آن مي)(

1

*** 



K

k
kT.  

*چون  اثبات.
rjp ،*

kj  و*
ijq  کمبودها و مازادjDMU - 

 يم )۲) و (۱نسبت به خط الگو، مرحله ( CWA ناکاراي
برقرار  ۱ف يتعر ) از۳۳) و لذا (۳۲) و (۳۱باشند، رابطه (

 است.

(1)

* * * *

1 1

__

( ( )) / ( ( )) 1,
j j j j

K m

k k k i i i
k i
w z v x q

j E


 

  



  )۳۱(  



  ۱۴                                                   ۱۳۹۶ پاييز، يازدهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  مهناز احدزاده نمين
 
 

 

(2)

* * * *

1 1

__

( ( )) / ( ( )) 1,
j j j j

s K

r r r k k k
r k
u y p w z

j E


 

  



  )۳۲(  

  م:يلذا دار
* * * *

* *
* *

1 1

__

( ( )) / ( ( )) 1,
j j

s m
r j i j

r r i i
r i

p Q
u y v x

j E

  

 
  



  )۳۳(  

  مياست ثابت کن يکاف
* * * *

* *
* *

1 1

__

( ( )) / ( ( )) 1,
j j

s m
r j i j

r r i i
r i

p Q
u y v x

j E

  

 
  



  )۳۴(  

 
* يکران بالا که  يياز آنجا ياز طرف

ru  و*
iv   

  توان نوشت:يباشد لذا ميم
*

* * * * * *
*

1 1 1 1

*
* * * *

*
1 1 1 1

*
* * *

*
1 1

( )

. ( )

. 0

j j

j j

j j

s m s m
j

r r i i r r i i
r i r i

s m s m
j

r r i i r i
r i r i

s m
j

r r i i
r i

u y v x p u Q v

u y v x p Q

u y v x









   

   

 


   


  


   

   

   

 

 

 
)1()2(که  يياز آنجا . jjj EEE  م يلذا دار

1)/()(
1

)1(*

1

)2(*  


m

i
jii

s

r
jrr jj

xvyu  که در آن

)2(*)1(**
jjj  برقرار ۳۴باشد و رابطه ( يم (

  است.
  
نه و يانتخاب مجموعه وزن مشترک به - ۲- ۴

  نيدگر
) جواب ۱۰دهد که مدل (يرخ م ين حالت زمانيبدتر

متفاوت باعث  يهان داشته باشد. بعلاوه وزنينه دگريبه
ي کارا خواهد هاDMU يمتفاوت برا يهاجاد رتبهيا

ک وزن ير) يرنده (مديم گياز است که تصمين شد. لذا
  ن يکارا از ب يهاDMU يبندرتبه يمناسب را برا

 ن انتخاب کند.يدگر يهاوزن
به  يم کهشنهاد دهيرا پ يم روشين بخش قصد داريدر ا
رتبه مناسب که ر) در خصوص انتخاب يرنده (مديگميتصم

ن وجود دارد، کمک کند. دو مجموعه يدگر يهان رتبهيب

تواند مجموع يمتفاوت م يوزن خروج يهاسياز اند
 يعنيکسان داشته باشد (ي يخروج يهاوزن





s

r
r

s

r
r uu

11

 يشنهاد داده شده برايپ ]۸[). در مرجع *

ها دامنه کوچکتر از وزن يخروج يهاوزن يهاسياند
دهد که در نظر ين مطلب نشان ميداده شود. ا حيترج

ک از يدتر از در نظرگرفتن هريها مفگرفتن مجموع وزن
م يدهيح مياست. بطور مشابه ترج يآنها به شکل انفراد
 يورود يهاسياند يبزرگتر برا يهاکه از دامنه وزن

افتن دامنه ي يرا برا ير راهيند زيم. فرآياستفاده کن
ن با استفاده از نرم يدگر يهامجموعه وزنن يمناسب از ب

1L دهد.يشنهاد ميپ  

__

(1 )

( 2 )

(1)

( 2 )

1 1
(1) ( 2 ) *

(1)

1 1

_ _

( 2 )

1 1

_ _

__
(1)

__
( 2 )

. . ( )

0 ,

0 ,

, , 0 , 1, ..., ,
1, ..., , 1, ...,

0 ,

0 ,

j j

j j

s m

r i
r i

j j

j E

K m

k k i i j
k i

s K

r r k k j
r k

r k i

j

j

M in u v

s t

w z v x

j E

u y w z

j E
u w v i m
k K r s

j E

j E



 



 

 



    

   



   


  

 

  

  

 



 

 

)۳۵(    

 
جواب  *ديد. فرض کني) را حل کن۱۰مدل ( :۱گام 

  ) باشد.۱۰نه مدل (يبه
ک مجموعه يد. ي) را حل کن۳۵( يمدل خط :۲گام 

  د.يابينه را بيمشترک به يهاوزن
مم ينيرا م يکل يتصنع يهاابتدا مجموع گپ ۱در گام 

ک  وزن مناسب يم. سپس يناميم *م و آن را يکنيم
م. يابيي) م۱۰مدل ( ينگيط بهيتحت شرا ۲را در گام 

ک ي) را به عنوان ۱۰نه مدل (ين مقدار شاخص بهيبنابرا
مم ينيم و سپس مي) قرار داد۳۵( يت در مدل خطيمحدود

   يهامم مجموعه وزنيو ماکز يخروج يهامجموع وزن
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  م.يريگيرا به عنوان شاخص در نظر م يورود
  
  يمثال عدد - ۵

شنهاد شده دو يمدل پ يدرست يبررس ين بخش برايدر ا
م کرد. يخواه يرا بررس يابيتحت ارز يمجموعه واحدها

 يهابا داده يابيارزواحد تحت  ۲۱در مثال اول و دوم 
  م.ياهدقرار دا يابيرا مورد ارز يو واقع يرواقعيغ
  
  ۱ يمثال عدد - ۱- ۵

 يم که دارايسر و کار دار يين مثال با واحدهايدر ا
، دو يبوده و هر واحد شامل سه ورود ياساختار دو مرحله

ها باشند، که دادهيم يو دوشاخص خروج يانيشاخص م
 يهامدل يريکارگاست. با به) آورده شده ۱در جدول (

 ييکارا يدارا ۱۷و  ۶شود که واحد يارائه شده، مشاهده م
ک يشنهاد شده جهت تفکيباشند. لذا از مدل پيک مي

 يبندند رتبهيفرآ يم. طيااستفاده نموده ۱۷و ۶رتبه واحد 
) ۱ان شده در جدول (يج بيارائه شده با توجه به نتا

  هستند. مشاهده  ۱۱و ۴رتبه  يدارا ۱۷و ۶ يواحدها
ک يرتبه  يکارا دارا يچ کدام از واحدهايشود که هيم

ن يمرحله اول و دوم ا يهارا اندازه گپيباشند، زينم
  باشد.يگر ميد يواحدها بالاتر از واحدها

 اول يمثال عدد يها: داده۱جدول

jDMU  jx1  jx2  jx3  jy1  jy2  jz1  jz2  

1 12 10.5 60 80 45 45 17 
2 18.2 12.1 73 83.4 47 47.2 19.3 
3 13 10.8 64.5 90.4 63.3 53.4 25.6 
4 16.3 11.8 63.2 92 55 56.7 22.4 
5 17.8 11 68 94.5 60.1 49 17.7 
6 14.4 10.7 77.4 88.2 66.5 51.1 26.1 
7 12.6 12.2 69 91.1 48.2 46.8 20.5 
8 15.7 12 64.4 82.4 54.2 49.2 18.4 
9 21.5 11.9 75.5 87 58 54.3 27.6 

10 13.2 10.6 66 89.9 45.7 52 25.2 
11 19.8 10.8 62 96.7 69.5 56.6 23 
12 15.3 12.2 78 93 64 51.3 19.4 
13 18.5 11 71.3 96.2 58.4 49.2 22.4 
14 21 11 79.1 81 55.7 47.5 24.5 
15 19.1 10.9 65.6 84.1 47 45.6 20.7 
16 15 11 72.8 82.06 67.1 53.5 23.5 
17 16.6 12.5 64 90 59.5 47.2 26.2 
18 20 11.7 62 86.9 65.3 54.2 21.9 
19 14 12 74.5 91.5 49 52.9 22.7 
20 22 12.3 80 95 70 57 28 
21 15.1 11.6 77 94 56 48 17.2 

  
 يشنهاديواحدها با استقاده از روش پ يبند: رتبه۲جدول

jDMU  )1(
jE  )2(

jE  )1(
j  )2(

j  )1(
j  )2(

j  )2()1( . jj EE  )2()1(
jj   )2()1( . jj   رتبه 

1 0.91292 0.9078 23.674 17.724 0.853 0.864 0.828749 41.398 0.736992 14 
2 0.767 0.90227 50.124 20.771 0.747 0.851 0.692041 70.895 0.635697 21 
3 1 0.93132 0 21.093 0.994 0.869 0.93132 21.093 0.863786 2 
4 1 0.82879 5.618 33.813 0.965 0.804 0.82879 39.431 0.77586 8 
5 0.86673 1 31.663 0 0.826 0.987 0.86673 31.663 0.815262 3 
6 1 1 19.781 33.813 0.89 0.905 1 53.594 0.80545 4 
7 0.90423 0.994 39.626 14.167 0.788 0.909 0.898805 53.793 0.716292 15 
8 0.86835 0.89052 32.721 19.259 0.822 0.865 0.773283 51.98 0.71103 16 
9 0.97015 0.84863 27.048 34.308 0.865 0.8 0.823298 61.356 0.692 19 

10 0.99798 0.88282 4.342 34.882 0.97 0.786 0.881037 39.224 0.76242 9 
11 1 0.97531 0 14.933 0.995 0.908 0.97531 14.933 0.90346 1 
12 0.84637 1 40.664 5.726 0.796 0.953 0.84637 46.39 0.758588 10 
13 0.88771 1 30.614 5.259 0.835 0.955 0.88771 35.873 0.797425 5 
14 0.91397 0.92306 44.314 20.509 0.776 0.859 0.843649 64.823 0.666584 20 
15 0.82943 0.94177 36.587 17.001 0.798 0.873 0.781132 53.588 0.696654 18 
16 0.96891 0.98574 14.45 23.812 0.918 0.852 0.955093 38.262 0.782136 7 
17 1 1 35.603 8.571 0.812 0.934 1 44.174 0.758408 11 
18 0.9576 0.95766 15.848 21.128 0.911 0.868 0.917055 36.976 0.790748 6 
19 0.91988 0.88324 25.974 29.996 0.863 0.815 0.812475 55.97 0.703345 17 
20 0.94973 0.95087 27.714 22.251 0.867 0.872 0.90307 49.965 0.756024 12 
21 0.82915 1 45.635 1.306 0.764 0.978 0.82915 46.941 0.747192 13 
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  )يدوم (کاربرد يمثال عدد - ۲- ۵
م يشعبه بانک خواه ۲۱ يبندن بخش به رتبهيدر ا

در  ياک واحد دومرحلهيپرداخت. هر شعبه را به صورت 
شامل سود  يشاخص ورود م که در آنيانظر گرفته

)(ها حساب يپرداخت 1x ينه پرسنليهز )( 2x باشند، يم
)(باشديها م، مقدار سپردهيانيشاخص م 1z يکه خروج 

به  ين خروجيمرحله اول در نظر گرفته شده است و ا

شامل  يمرحله دوم است. شاخص خروج يعنوان ورود
)( يپرداخت يهاوام 1yلات ي، در آمد حاصل از تسه

)( يياعطا 2y که بطور کامل بازپرداخت نشده  ييهاوام
آن را به باشند که معکوس ينامطلوب م ياست خروج

)(مطلوب  يعنوان خروج 3y م، که در يادر نظر گرفته
  ) آورده شده است.۳جدول (

  
  

  ۲يمثال عدد يها: داده۳جدول
jDMU  jx1

 
jx2  jy1  jy2  jy3  jz1  

1 488 3421 389339 2436 0.0032000 559073 
2 481 8127 233480 4615 0.00420000 328236 
3 1516 5909 386164 7895 0.00320000 567324 
4 14.8 458.2 28596 424 0.00610000 70904 
5 91.3 713 57264 305 0.00760000 102728 
6 483 2532.5 28654 3299 0.00090000 55920 
7 334 743.4 223004 3416 0.00420000 281318 
8 26.3 621.24 42399 1070 0.00090000 89069 
9 356 7801 252491 11613 0.00035000 305319 

10 855 2850 224689 3152 0.00360000 298275 
11 33.2 580.5 50728 387 0.00070000 8179۹ 
12 17.4 626.02 42167 575 0.00110000 89075 
13 40.4 793.2 43836 1228 0.00090000 86818 
14 25.9 555.2 52001 400 0.00070000 80136 
15 82.9 3059.7 52599 3096 0.00060000 95503 
16 270 2485.5 282270 3582 0.00000300 455634 
17 794 4022 409531 8140 0.00000200 603405 
18 424 5542 228087 566 0.00000350 298161 
19 460 3685.5 231330 712 0.00000350 313581 
20 511 3380.5 387381 5230 0.00000230 591300 
21 752.5 3157 406597 4464 0.0.00000180 570438 

 
 يشنهاديواحدها با استقاده از روش پ يبند: رتبه۴جدول

jDMU  )1(
jE  )2(

jE  )1(
j  )2(

j  )1(
j  )2(

j  )2()1( . jj EE  )2()1(
jj   )2()1( . jj   رتبه 

1 0.76389 0.65417 172803.812 91098.386 0.764 0.837 0.499714 263902.2 0.639468 6 
2 0.23875 0.21431 1046577.053 33601.998 0.239 0.898 0.051167 1080179 0.214622 19 
3 0.34908 0.29224 1057879.958 97562.73 0.349 0.828 0.102015 1155443 0.288972 16 
4 1 1 0 8406.699 1 0.881 1 8406.699 0.881 2 
5 0.69905 0.69905 44225.626 60.397 0.699 0.999 0.488671 44286.02 0.698301 4 
6 0.09211 0.09211 551178.487 15200.144 0.092 0.728 0.008484 566378.6 0.066976 21 
7 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 
8 0.89537 0.54678 10408.422 34680.073 0.895 0.611 0.48957 45088.5 0.546845 11 
9 0.24175 0.24175 957644.321 0 0.242 1 0.058443 957644.3 0.242 18 

10 0.3508 0.33113 551998.582 18124.308 0.351 0.939 0.11616 570122.9 0.329589 15 
11 0.83827 0.64796 15781.229 19410.137 0.838 0.763 0.543165 35191.37 0.639394 7 
12 1 0.61323 6285.228 34498.664 0.934 0.613 0.61323 40783.89 0.572542 9 
13 0.6644 0.43019 43853.284 30608.976 0.664 0.647 0.285818 74462.26 0.429608 13 
14 0.88855 0.71808 10051.745 16261.729 0.889 0.797 0.63805 26313.47 0.708533 3 
15 0.22504 0.17076 369424.599 28716.432 0.205 0.699 0.038428 398141 0.143295 20 
16 0.93678 0.70177 30750.362 125551.853 0.937 0.724 0.657404 156302.2 0.678388 5 
17 0.6166 0.50604 375201.931 121573.942 0.617 0.799 0.312024 496775.9 0.492983 12 
18 0.30147 0.27887 690850.016 33762.915 0.301 0.887 0.084071 724612.9 0.266987 17 
19 0.41633 0.37139 439623.489 45285.919 0.416 0.856 0.154621 484909.4 0.356096 14 
20 0.80052 0.63417 147348.81 137997.18 0.801 0.767 0.507666 285346 0.614367 8 
21 0.68114 0.58708 267040.952 95677.487 0.681 0.832 0.399884 362718.4 0.566592 10 
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ک از يهر  يي) کارا۶) و (۵( يهاابتدا با استفاده از مدل
 يم. واحدهايارا محاسبه کرده يکل ييواحدها و کارا ريز
 يبندباشند. جهت رتبهيک مي يکل ييکارا يدارا ۷و ۴

  ) محاسبه ۱۱را از مدل ( يتصنع يهاواحدها، گپ
را  *زان ي)، م۱۱مدل ( يهام و با استفاده از وزنيانموده

) آورده ۴ج حاصله در جدول (يم. نتايابيي) م۲۰از رابطه (
 يبندواحدها را رتبه ۲- ۴ف يشده است. با توجه به تعر

 يبندشود با توجه به روش رتبهيم. مشاهده ميانموده
رتبه  يدارا ۷رتبه دو و واحد  يدارا ۴شنهاد شده، واحد يپ
در  ۷واحد  يشود که گپ تصنعيباشد. مشاهده ميک مي

  باشد.يمرحله اول و دوم برابر صفر م
  
  يريگجهينت - ۶

ک يچند واحد برابر  ييکه ممکن است کارا يياز آنجا
، ابتدا در يين واحدهاين چنيز قائل شدن بيشود، جهت تما

مشترک مرحله  يهامقاله با استفاده از مجموع وزنن يا
 يواحدها يوزن مشترک برا يياول و مرحله دوم، کارا

، يشنهاديپ يم. سپس با ارائه مدلياکارا را محاسبه نموده
را محاسبه  يو ورود يخروج يتصنع يهازان گپيم

وزن مشترک و  ييزان کارايم و با استفاده از ميانموده
م. ياواحدها پرداخته يبندبه رتبه يتصنع يهازان گپيم

 يبندن مقاله امکان رتبهيدر روش به کار گرفته شده در ا
افته است. يگسترش EE'به مجموعه  Eاز مجموعه 

وزن  يبندمطابق با رتبه يج ارزشمندين به نتايهمچن
م که با يادهيرس يابا ساختار دو مرحله ييمشترک واحدها

 يتناقض يادو مرحله DEA ياهيپا يهامدل يبنددسته
  ندارد.

 
  ر و تشکريتقد - ۷

م از معاونت پژوهش و فناوري دانشگاه آزاد يدانيلازم م
ن مقاله ياز ا يت ماليقدس در حما اسلامي واحد شهر

  م.ييتشکر نما
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