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 چکیده
)فرض کنیم  ),P   باشد. گراف مقسوم علیه صفر  0يک مجموعه مرتب جزئي با کوچکترين عضوP  که با( )P 

باشد مي Pهای صفر غیر صفردار است که مجموعه رئوس آن، همه مقسوم علیهشود، گرافي ساده و غیر جهتنشان داده مي

}مجاورند اگر و فقط اگر   yو  xو دو رأس متمايز  , } {0}lx y   که برای رأسz ،{ }lz های همه کران همجموع
)با، که Gگراف خطي گراف باشد.مي zپايین  )L G شود، گرافي است که مجموعه رئوسش برابر با مجموعه نشان داده مي

رأس مشترک داشته باشند. گراف Gها در های متناظر آناست و دو رأس آن مجاورند اگر و تنها اگر يال Gهای گرافيال
G گراف خطي نامیم هرگاه گرافي مانندراH موجود باشد به طوری کهG با( )L H .گراف  در اين مقاله، يکريخت باشد

های مرتب جزئي با حداکثر سه اتم که کنیم و تمام مجموعهمقسوم علیه صفر خطي يک مجموعه مرتب جزئي را مطالعه مي
( )P های همبند با حداکثر پنج رأس و نیز تمام کنیم. همچنین تمام گرافها، گراف خطي است را مشخص ميمتناظر با آن
باشند را ميبا گراف مقسوم علیه صفر يک مجموعه مرتب جزئي  متناظر دار، کهدو بخشي کامل شاخه های کامل وگراف

)بعد متريک  علاوه، به. کنیمميبندی رده )P نمايیم.را مطالعه مي 
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 مقدمه -1
ساختارهای جبری، يکي از  های وابسته بهبررسي گراف

ظريه ن میان باشد که پیوندیهای جديد رياضیات ميهشاخ
مورد  جبر و گراف ايجاد کرده است و در چند دهه اخیر

توجه بسیاری از پژوهشگران قرار گرفته است. يکي از 
های جبری، گراف مقسوم علیه صفر است گراف ترينمهم

]در  9100که برای اولین بار در سال  برای يک حلقه  1[
جابجايي و يکدار معرفي شد. گراف مقسوم علیه صفر بر 

و  هاگروهروی ديگر ساختارهای جبری مانند نیم
مرتب جزئي نیز مورد مطالعه قرار گرفته است هایمجموعه

[ , , , , , , , , , ]11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 . 
]در  ، گراف مقسوم علیه صفر مجموعه مرتب جزئي 10[

( ),P   که با 0با کوچکترين عضو ،( )P  نشان
دار تعريف دهیم، به صورت گرافي ساده و غیر جهتمي

های صفر های آن، مقسوم علیهشده که مجموعه رأس
با  yو  xباشد و دو رأس متمايز مي Pغیر بديهي 

}هم مجاورند اگر و فقط اگر  , } {0}lx y ی، که برا

z P،{ }lz های پايین مجموعه کرانz  درP 

 باشد.مي
)که با  Gگراف  9گراف خطي )L G شود، نشان داده مي

های گرافي است که مجموعه رئوسش برابر با مجموعه يال
است و دو رأس آن مجاورند اگر و تنها اگر  Gگراف 

رأس مشترک داشته باشند.  Gها درهای متناظر آنيال
وجود  Hنامیم هرگاه گرافي مانندرا خطي مي Gگراف

)با  Gداشته باشد به طوری که )L H  .يکريخت باشد
]اخیراً در  ]و  5[ ، گراف مقسوم علیه صفر خطي يک 12[

های يک آلجايي و گراف اشتراکي خطي ايدهحلقه جابه
 ياز ديگر موضوعاتاند. مجموعه مرتب جزئي بررسي شده

که اخیراً بسیار مورد توجه قرار گرفته است، مطالعه بعد 
های جبری است. مفهوم بعد متريک، متريک گراف

]در  9191نخستین بار در سال  معرفي گرديد و به  13[
های زيادی در اين دلیل کاربردهای فراوان آن، پژوهش

ری بهای جخصوص صورت گرفته است. بعد متريک گراف
] نیز اخیراً مورد بررسي قرار گرفته است , ]15 14. 

                                                 
1 line graph 
2 representation 
3 metric generator 

های گراف مقسوم علیه صفر در اين مقاله برخي از ويژگي
دهیم. يک مجموعه مرتب جزئي را مورد بررسي قرار مي

های مرتب جزئي با حداکثر در بخش دوم، تمام مجموعه
)سه اتم که  )P ها، گراف خطي است را متناظر با آن

 کنیم.مشخص مي
های همبند اين مقاله، همه گراف سوم و چهارمدر بخش 

های کامل و دو بخشي گرافو نیز همه با حداکثر پنج رأس 
توانند متناظر با گراف مقسوم علیه دار، که ميکامل شاخه

 نیم.کبندی ميصفر يک مجموعه مرتب جزئي باشند را رده
، بعد متريک گراف مقسوم علیه پنجمدر بخش نجام سرا

صفر يک مجموعه مرتب جزئي را مورد مطالعه قرار 
 دهیم. مي

]ها اکنون به يادآوری برخي تعاريف و نمادها در گراف ]16  
]های مرتب جزئي و مجموعه  پردازيم.مي  17[
که با  bو  a، فاصله بین دو رأس متمايز  Gدر گراف 
( , )d a b شود، عبارتست از طول نشان داده مي

، در صورت وجود؛ در غیر bو  aکوتاهترين مسیر بین 
)دهیم اين صورت قرار مي , )d a b  گراف .G 

شود هرگاه بین هر دو رأس متمايز آن، همبند نامیده مي
گرافي همبند  Gفرض کنیم  مسیری وجود داشته باشد.

}باشد و  , , , }kW w w w 1 ای زير مجموعه  2

از  vباشد. برای رأس  Gهای مرتب از مجموعه رأس
G، بردار

( | ) ( ( , ), ( , ), , ( , ))kr v W d v w d v w d v w 1 2

شود. نامیده مي Wنسبت به  vاز رأس  1شيک نماي
نامیم   Gبرای  0 را يک مولد متريک Wمجموعه 

های مختلف دارای نمايش Gهای متمايز در هرگاه رأس
باشند. يک مولد متريک با کوچکترين مرتبه  Wنسبت به 

نامیم و مرتبه آن را بعد   Gبرای  0ممکن را پايه متريک
)dimگويیم و با نماد   G 1متريک )G دهیم.نشان مي 

، يک زير گراف کامل بیشین است Gيک خوشه در گراف 
را عدد  Gهای بزرگترين خوشه از و تعداد رأس

)با نماد  وگويیم   2ایخوشه )G دهیم. برای نشان مي
مجاور باشند از  yو  x، اگر yو  xدو رأس متمايز 

4 metric basis 
5metric dimension 
6clique number 
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xنماد  y های کنیم و مجموعه همه رأساستفاده مي
)را با نماد  xمجاور با رأس  )N x دهیم. نشان مي

و گراف دو  nKرأس را با  nبا   9همچنین گراف کامل

nو  mهای آن از مرتبهکه بخش  0بخشي کامل

باشند را با مي
,m nK دهیم. نشان مي

,nK گراف  1

گرافي است که  98 شود و گراف دو ستارهنامیده مي  1ستاره
ها های مرکزی آناز دو گراف ستاره تشکیل شده که رأس

به ترتیب رأس را  nباشند. مسیر و دور با با هم مجاور مي

 مجموعه مرتب جزئيدهیم. در نشان مي nCو  nPبا 

( , )P    عضو 0با کوچکترين عضو ،a نامیده  99اتم
0aشود هرگاه مي   و برای عضوx P رابطه ،

0 x a   0ايجاب کندx   ياx a مجموعه .
)را با  Pهای اتم )A P دهیم. فرض کنیم نشان مي

S Pهای بالا و پايین . در اين صورت مجموعه کران

S  را به ترتیب باuS  وlS دهیم و به صورت نشان مي
 شود.زير تعريف مي

{ ; , }uS x P s S s x     

 و

{ ; , }.lS x P s S x s     
)که با  Pهای صفر مجموعه مقسوم علیه )Z P 

 شود، عبارتست ازنشان داده مي

( ) { ; 0 ,{ , } {0}}lZ P x P y P x y     

)*و   ) ( ) {0}Z P Z P  . واضح است که اگر \

| ( ) |A P  )*، آنگاه 1 )Z P . 

 گراف مقسوم علیه صفر خطی-2
در اين بخش، گراف مقسوم علیه صفر خطي مجموعه 

های کنیم و تمام مجموعهرا مطالعه مي Pمرتب جزئي 
)مرتب جزئي با حداکثر سه اتم که  )P ها، متناظر با آن
دا نمايیم. بدين منظور، ابتگراف خطي است را شناسايي مي

]به يادآوری قضیه زير از  ی خطي ها، که در آن گراف18[
 پردازيم. اند، ميبندی شدهرده

                                                 
7complete graph 
8 complete bipartite graph 
9 star graph 

گراف خطي است اگر و تنها اگر  Gگراف  :1-2قضیه 

 G، زيرگراف القايي 9های شکل هیچ کدام از گراف
 نباشد.

 
 

 
 

     
  

       
 
 

 کنیم.بخش از نمادگذاری زير استفاده ميدر اين 

يک مجموعه مرتب  Pفرض کنیم  :2-2نمادگذاری 

)جزئي باشد به طوری که  ) { , , , }nA P a a a 1 2 

iو  1 ،i 2 ... ،، ki  اعداد صحیحي باشند که

ki i i n    1 . در اين صورت از نماد 21

ki i iP
1 2

 برای نشان دادن مجموعه  

{ , , }

{ ; { } { } }
t

k

k
u u

i j

t j i i

x P x a a
 

 
11

\ 

 کنیم.استفاده مي

10 double star graph 
11 atom 

G1   G 2   

G 3   G 4   

G 5   G 6   

G 7   G 8   

1شکل   

G 9   
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، عبارات زير 1-1با توجه به نمادگذاری  :3-2ملاحظه 

 را داريم.

,( برای هر دو رأس متمايز 9)
ki i ix y P

1 2
، در 

)گراف  )P ،x  وy  باشند.نميبا هم مجاور 

}( اگر دو مجموعه انديس گذار 1) , , , }ki i i1 و  2

{ , , , }kj j j 1  متمايز باشند، آنگاه  2

.
k ki i i j j jP P




1 2 1 2
 

علاوه، هر رأس در به
ki i iP

1 2
با همه رئوس  

kj j jP
1 2

 باشد.مجاور مي

i( به ازای هر 0) n 1 ،i ia P  و در نتیجهiP 

 ناتهي است. 

(0 )*( ) (
k

k

n

i i i n
k

i i i n

Z P P P


    


1 2

1 2

12
1

1

)\.  

)فرض کنیم  )A P  . در اين صورت 1
*( )Z P   و در نتیجه( )P  با( )L K 1 

باشد و لذا گراف خطي است. در قضیه زير يکريخت مي

)گراف خطي بودن  )P  را در حالتي که( )A P  2

 نمايیم. ، بررسي مي

)فرض کنیم  :4-2قضیه  )A P  )و  2 )P 

 ين صورت عبارات زير برقرار هستند.گراف خطي باشد. در ا

kiبرای هر ( 9) i i n    1 آن در  که 21

{ , , , }ki i i n 1  ، داريم21
ki i iP 

1 2
1. 

iبرای هر  ( 1) n 1 داريم ،iP  2. 

iاگر ( 0) n 1  وجود داشته باشد به طوری که

iP   ، آنگاه برای هر2

ki i i n    1  که در آن 21

{ , , , }ki i i n 1  ، داريم21
ki i iP 

1 2
. 

( اگر 9) اثبات:
ki i iP

1 2
وجود داشته باشد به طوری  که  

{ , , , }ki i i n 1 دو عضو  yو  xو  21

متمايز در  
ki i iP

1 2
باشند، آنگاه رئوس مجموعه  

{ , , , }i ja x y a
1

}، که در آن  , , }kj i i 1 ،

را  9در شکل  G1تشکیل زيرگراف القايي يکريخت با 

)، 9-1دهد و در نتیجه بنا بر قضیه مي )P  گراف خطي
 نخواهد بودکه خلاف فرض قضیه است.

j( اگر 1) n 1  وجود داشته باشد به طوری که

jP  }، آنگاه رئوس مجموعه 3 , , , }i ja a x y که ،

iدر آن  j n  1  و, { }j jx y P a \ ،

دهد که مي G1تشکیل زيرگراف القايي يکريخت با 

 باشد. پذير نميامکان
i( فرض کنیم 0) n 1  وجود داشته باشد به طوری

iPکه   }و  2 }i i ia P a   . اگر \
ki i ib P

1 2
 

kiوجود داشته باشد که در آن  i i n    1 21  ،

{ , , }ki i n 11  و{ , , }ki i i ، آنگاه با 1

iفرض  ia P
1 1

iو   ia P
2 2

، رئوس مجموعه 

{ , , , , }i i i ia a b a a
1 2

تشکیل زيرگراف القايي  

Gيکريخت با   پذير نیست.دهد که امکانمي 2

اگر 
ki i ib P

1 2
، وجود داشته باشد، که در آن 

ki i i n    1 21 ،{ , , , }ki i i n 1 و  21

{ , , }ki i i j، آنگاه 1 n 1  را طوری در نظر

}گیريم که مي , , }kj i i .  در اين صورت رئوس 1

}مجموعه  , , , }i i ja a b a  که در آنj ja P ،

دهد که مجدداً مي G1تشکیل زيرگراف القايي يکريخت با 

 حکم برقرار نیست.باشد. بنابراين پذير نميامکان
های مرتب جزئي با دو در ادامه اين بخش، تمام مجموعه  

)و سه اتم که  )P ها گراف خطي است را متناظر با آن
 کنیم. شناسايي مي

) کنیم فرض: 5-2گزاره  )A P  . در اين صورت 2

( )P  گراف خطي است اگر و فقط اگر,P P 1 2 2  

)ابتدا فرض کنیم  اثبات: )P باشد. بنا بر  خطي گراف

P,، داريم 0-1( از قضیه 1قسمت ) P 1 2 2 . 

)عکس گزاره با توجه به اين که  )P   يکريخت با

,P P
K

1 2
P,باشد، که در آن مي  P 1 2 ، برقرار 2

 است.
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)فرض کنیم  :6-2گزاره  )A P  . در اين صورت 3

( )P  گراف خطي است اگر و فقط اگر شرايط زير برقرار
 باشد.

i( برای هر 9) 1 3 ،iP  2 . 

i( برای هر 1) j  1 3 ،
ijP  1. 

i( اگر 0) 1 وجود داشته باشد به طوری که  3

iP  j، آنگاه برای هر 2 k  1 3 ،

jkP  . 

مرتب جزئي باشد  يک مجموعه P فرض کنیماثبات: 

کند. در اين صورت ( صدق مي0( و )1(، )9که در شرايط )

iاگر برای هر  1 3 ،
iP  )، آنگاه 1 )P  با

)زيرگرافي از گراف  )L H يکريخت است،  1در شکل  1

iکه در آن  ia P  برایi 1 3 ،x P 23 ،

y P zو  13 P ). لذا 12 )P  .گراف خطي است 

 

 
 

 

 
 
 
 

iاگر  1 به طوری که  وجود داشته باشد 3

iP  ) آنگاه، 2 )P از گراف  با زيرگرافي

( )L H يکريخت است که در آن برای  0در شکل  2

i 1 3 ،,i i ia a P  در نتیجه .( )P  گراف

 خطي است.

 
 

 
 

 

 
 باشد.برقرار مي 0-1گزاره با توجه به قضیه  عکس

 

 های همبند با حداکثر پنج رأسگراف -3
های همبند با حداکثر پنج رأس که افگردر اين بخش، 

متناظر با گراف مقسوم علیه صفر يک مجموعه مرتب 
 کنیم. باشند را مشخص ميجزئي مي

در مجموعه  bو  aبرای هر دو اتم  :1-3ملاحظه 

}داريم  Pمرتب جزئي  , } {0}la b   و لذاa  وb 
)در  )P باشند.مجاور مي 

يک گراف همبند با دو يا  Gفرض کنیم  :2-3گزاره 

 Pسه رأس باشد. در اين صورت مجموعه مرتب جزئي 
)وجود دارد به طوری که  )G P . 

گراف همبند با دو رأس مجاور  G: فرض کنیم اثبات

a  وb  0}باشد. مجموعه مرتب جزئي, , }P a b 
,که  ( )a b A P وضوح گیريم. بهرا در نظر مي

( )G P  اکنون فرض کنیم .G  گراف همبند با

Gاگر باشد.  cو  a ،bسه رأس  K ، آنگاه قرار 3

,0}دهیم مي , , }P a b c  به طوری که

, , ( )a b c A P اگر .G P ، آنگاه 3

{0, , , }P a b c گیريم که را طوری در نظر مي

, ( )a b A P  و{ } { }u uc a b . در نتیجه \
( )G P . 

( )L H 1   

H 1   

1شکل   

H 2   

( )L H 2   

0شکل   
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)هر رأس در  :3-3لم  )P  با حداقل يک اتم درP 

 باشد.مجاور مي

)در  xفرض کنیم رأس اثبات:  )P  با هیچ اتمي

)مجاور نباشد. پس برای هر اتم  )a A P ،

{ }ux a بنابراين .( )x Z P پذير که امکان
 نیست.

يک گراف همبند با چهار  Gفرض کنیم  :4-3قضیه 

وجود  Pرأس باشد. در اين صورت مجموعه مرتب جزئي 
)دارد که  )G P   اگر و فقط اگرG  يکريخت با

 رسم شده است، نباشد. 4که در شکل  P4گراف 

 
 
 

باشد و مجموعه  4گراف شکل  Gفرض کنیم اثبات:

)هموجود باشد به طوريک Pمرتب جزئي )G P  .
ندارد، لذا  0دوری به طول  Gدر اين صورت چون 

| ( ) |A P  )*و نیز چون  2 )Z P  لذا ،
| ( ) |A P1 بنابراين داريم .| ( ) |A P  و  2

*( ) { , , , }Z P a b c d 0-0. با توجه به لم ،
( ) { , }A P a b  و( ) { , }A P c d پذير امکان

)باشد. لذا فرض کنیم نمي ) { , }A P b c . در اين

}صورت داريم  } { }u ua c b و  \

{ } { }u ud b c دهد که نتیجه مي \

{ , } {0}la d   که با توجه به مجاور نبودنa  وd 
تواند گراف مقسوم نمي Gباشد. بنابراين پذير نميامکان

 جزئي باشد.علیه صفر يک مجموعه مرتب 
مبند با چهار رأس يک گراف ه Gعکس، فرض کنیم به

يکي از  Gباشد. در اين صورت  4به جز گراف شکل 
 باشد.مي 9تا  5های شکل گراف

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

iکه  iaدر شکل  5 ، مجموعه مرتب جزئي که 9
است، نشان داده شده  iگراف مقسوم علیه صفر آن شکل 

های همبند با چهار رأس به جز است. بنابراين همه گراف
توانند گراف مقسوم علیه صفر يک مجموعه ، مي4شکل 

 مرتب جزئي باشند. 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  4 شکل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 6شکل   5شکل 

  8 شکل 7شکل 

 9شکل 

  

 a6شکل  a5شکل 

  a7شکل 

  

 

 a8شکل 

 a9شکل 
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 P4 مسیر ،0-0با توجه به قضیه  :5-3ملاحظه 

تواند گراف مقسوم علیه صفر يک مجموعه مرتب نمي
وجود دارد به  Pجزئي باشد. اما مجموعه مرتب جزئي 

)زير گراف القايي  P4طوری که  )P  باشد. به عنوان

 a10و مجموعه مرتب جزئي شکل  98مثال گراف شکل 
 را در نظر بگیريد.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

nمسیری با  nPفرض کنیم  :6-3گزاره   رأس  4

nدوری با  nCو    nPرأس باشد. در اين صورت  5

توانند گراف مقسوم علیه صفر يک مجموعه نمي nCو 

 مرتب جزئي باشند.

تواند گراف نمي P4 مسیر ،0-0بنا به قضیه اثبات: 

مقسوم علیه صفر يک مجموعه مرتب جزئي باشد. فرض 
موجود باشد به طوری که  Pکنیم مجموعه مرتب جزئي 

( ) nP P  وn  . با در نظر گرفتن هر دو رأس 5

n، چون Pعنوان اتم دربه  nPمجاور در   ، رأسي 5

ها مجاور نیست و کدام از اتموجود دارد که با هیچ nPدر 

 با به کار بردن استدلال باشد.پذير نمي، امکان0-0بنا بر لم 

nبرای nC دور ،0-0مشابه و با توجه به لم   ، نیز 5

تواند گراف مقسوم علیه صفر يک مجموعه مرتب نمي
 جزئي باشد.

يک گراف همبند با پنج  Gفرض کنیم  :7-3قضیه 

وجود  Pرأس باشد. در اين صورت مجموعه مرتب جزئي 
)دارد به طوری که  )G P   اگر و فقط اگرG  با
 19تا  11های های رسم شده در شکلهیچ يک از گراف

 يکريخت نباشد.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 10شکل 

 a10شکل 

 

 

 

 

 

 

 12شکل  11شکل 

 13شکل 

 

 14شکل 

 16شکل  15شکل 

 18شکل  17شکل 
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باشد و مجموعه  11گراف شکل  Gفرض کنیم  اثبات:

)موجود باشد به طوری که  Pمرتب جزئي  )G P 

). چون  )G  |، لذا 3 ( ) |A P  بدون کاسته  . 3
)فرض کنیم  ،ن از کلیت برهانشد ) { , , }A P a b c

مجاور نیستند، لذا  cو  aهای با اتم eو  d. چون 

,داريم  { , }ud e a c طرفي چون  . ازd  وe  مجاور

}هستند، داريم  , } {0}ld e  باشد. پذير نميکه امکان
گراف مقسوم علیه صفر يک مجموعه مرتب  Gبنابراين 

نیز  12تواند باشد. با روش مشابه، گراف شکل جزئي نمي
تواند گراف مقسوم علیه صفر يک مجموعه مرتب نمي

و 13 های، گراف شکل2-0جزئي باشد. با توجه به گزاره 
د گراف مقسوم علیه صفر يک مجموعه نتواننیز نمي 14

گراف شکل Gمرتب جزئي باشند. اکنون فرض کنیم 
موجود باشد به  Pباشد و مجموعه مرتب جزئي  15 

)طوری که  )G P وضوح . به| ( ) |A P  . بنا 2
)داريم   0-0بر لم  ) { , }A P b d   يا 

( ) { , }A P d e اگر .( ) { , }A P b d آنگاه ،

{ } { }u ua d b }و  \ } { }u uc b d که ايجاب  \
پذير نیست. به مجاور باشند و اين امکان cو  aکند مي

)طريق مشابه  ) { , }A P d e پذير نیز امکان
مرتب باشد و مجموعه  16ل گراف شک Gباشد. اگر نمي

)موجود باشد که  Pجزئي  )G P  آنگاه داريم ،

( ) { , , }A P a b c ،{ , } { }u ue b c a و  \

{ , } { }u ud a b c دهد که نتیجه مي \

{ , } 0le d  باشد. اگر پذير نميکه امکانG  گراف
موجود باشد  Pباشد و مجموعه مرتب جزئي  17شکل 
)که  )G P  داريم 0-0، آنگاه بنا بر لم ،

( ) { , , }A P b c eها در گراف . با توجه به مجاورت

G  داريم{ , } { }u ud b c e و  \

{ } { , }u ua e b c دهد که نتیجه مي \

{ , } {0}la d   و لذاa  وd باشند که مجاور مي
باشد و  18گراف شکل  Gپذير نیست. اگر امکان

وجود داشته باشد به طوری که  Pمجموعه مرتب جزئي 
( )G P  آنگاه ،( ) { , , }A P a b c ،

{ , } { }u ud b c a }و  \ , } { }u ue a b c که  \

}دهد نتیجه مي , } {0}la e   که با توجه به مجاور
گراف شکل  Gپذير نیست. اگر امکان eو  dبودن 
وجود داشته باشد  Pباشد و مجموعه مرتب جزئي  19

)به طوری که  )G P  داريم 0-0، آنگاه بنا بر لم ،

( ) { , }A P a c در نتیجه .{ } { }u ub a c و  \

, { } { }u ue d c a شود که نتیجه مي \

{ , } {0}lb e   که با توجه به مجاور نبودنe  وb 
 پذير نیست. امکان

با پنج رأس باشد گرافي همبند  Gعکس، فرض کنیم به
يکريخت 19تا  11های شکل که با هیچ يک از گراف

 20های شکل با يکي از گراف Gنباشد. در اين صورت 
 يکريخت است.  31تا 

 
 

 
 

 
 

 19شکل 

 21شکل  20شکل 

 23شکل  22شکل 

 25شکل  24شکل 
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 a20اکنون با در نظر گرفتن مجموعه مرتب جزئي شکل 
با  iشود که گراف شکل ، به راحتي ديده ميa31تا 

، iaشکل  مجموعه مرتب جزئي گراف مقسوم علیه صفر
iکه  20 باشد و لذا حکم برقرار يکريخت مي، 31

 است.

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

کامل و دو بخشی کامل  گراف -4

 دارشاخه
باشد و  Gرأسي در گراف  aفرض کنیم 

{ , , }nX x x های انتهايي ای از رأسمجموعه 1

مجاور  aرأس از درجه يک( باشد که با رأس يعني )
های باشند. در اين صورت مجموعه رأسمي

{ , , }nx x1 های به همراه يالa x 1... ، ،

 27شکل  26شکل 

 29شکل  28شکل 

 31شکل  30شکل 

 a21شکل  a20شکل 

 a23شکل  a22شکل 

 a25شکل  a24شکل 

 a27شکل  a26شکل 

 a29شکل  a28شکل 

 a31شکل  a30شکل 
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na x در گراف  91يک شاخهG  در رأسa  نامیده

aشود و با مي X گراف ]7[شود نشان داده مي .

aهای به همراه شاخه nKکامل  X1 1 ،a X2 2 ،

 ،...m ma X  را با( )nK m دهیم که نشان مي

m n 1. 

)توجه کنیم  )K 1 )و  1 )K 2 گراف ستاره هستند و  1

( )K 2 باشد. همچنین گراف دو گراف دو ستاره مي 2

بخشي کامل 
,m nK  باt  شاخه را با

, ( )m nK t  نشان

 دهیم. مي

nبرای  nKگراف  :1-4مثال  1  و گراف( )nK 1 

nبرای   گیريم. فرض کنیم ، را در نظر مي1

1{0, , , }nP a a  يک مجموعه مرتب جزئي باشد

)به طوری که  ) { , , }nA P a a . در اين صورت 1

)داريم  ) nP K  حال فرض کنیم .a  رأسي از

nK  باشد و{ , , }mX x x به طوری که  1

a X ای در شاخهnK  در رأسa  باشد. مجموعه

گیريم. در اين را در نظر مي 32در شکل  Pمرتب جزئي 

)صورت داريم  ) ( )nP K  1.  

 
 

 
 
 

و  00 هایهای مرتب جزئي شکلمجموعه :2-4مثال 

را در نظر بگیريم. در اين صورت گراف مقسوم علیه  00

)ها به ترتیب با صفر آن )K 3 )و  2 )K 3 يکريخت  3

 باشد.مي

                                                 
12 horn 

  
 

 
 
 

)گراف  :3-4قضیه  )nK m  گراف مقسوم علیه صفر

يک مجموعه مرتب جزئي است اگر و فقط اگر 
, { }m n 2. 

)ابتدا فرض کنیم  اثبات: )G P   يک گراف دو

باشد به طوری که  b1و  a1ستاره با مرکزهای 

{ , , }na a2 های انتهايي مجاور با رأسa1  و

{ , , }mb b2 های انتهايي مجاور با رأسb1  باشند. در

)، 0-0اين صورت بنا بر لم  ) { , }A P a b 1 . لذا 1

{ } { }u ua b a2 1 }و  \1 } { }u ub a b2 1 که  \1

2دهد نتیجه مي 2{ , } {0}la b   که با توجه به مجاور

باشد. بنابراين اگر پذير نميامکان b2و  a2نبودن 

( )nK m  گراف مقسوم علیه صفر يک مجموعه مرتب

,جزئي باشد، آنگاه  { }m n 2. 
nعکس، فرض کنیم به  mو  2  . با توجه به 2

)، 9-0مثال  )nK گراف مقسوم علیه صفر يک  1

mباشد. حال فرض کنیم مجموعه مرتب جزئي مي  3

 32شکل 

 33شکل 

 34شکل 
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را در نظر   01 در شکل Pمجموعه مرتب جزئي 

)گیريم. در اين صورت داريم مي ) ( )nP K m   و

 لذا حکم برقرار است.

 
 

گراف  :4-4قضیه 
,m nK  گراف مقسوم علیه صفر يک

باشد ولي مجموعه مرتب جزئي مي
, ( )m nK t  که

t  m,و  1 n  علیه صفر يک ، گراف مقسوم 2
 باشد.مجموعه مرتب جزئي نمي

را طوری در نظر  Pمجموعه مرتب جزئي  اثبات:

)گیريم که مي ) { , }A P a b 1 و  1

{ } { }u u

ia b a 1 iبرای  \1 m 2  و

{ } { }u u

jb a b 1 jبرای  \1 n 2 . در اين

),صورت داريم  ) m nP K  . 

,اکنون گراف  ( )m nK t  کهt  m,و  1 n  را در  2

}گیريم به طوری که نظر مي , , }mV a a1 و  1

{ , , }nV b b2 دو بخش گراف  1
,m nK  .باشند

maفرض کنیم  ،برهان بدون کاسته شدن از کلیت X 

,ای در شاخه ( )m nK t  در رأسma  باشد که در آن

{ , , }rX x x فرض کنیم مجموعه مرتب  . 1

موجود باشد به طوری که  Pجزئي 

,( ) ( )m nP K t  چون .( ( ))P   ، داريم 2

| ( ) |A P   یمفرض کن ،برهان . بدون کاستن از کلیت2

( ) { , },A P a b 1 1

, , { } { } ,u u

ma a a b2 1 1\ 

, , { } { } .u u

nb b b a2 1 1\ 

xحال چون رأس    باشد،مجاور مي maفقط با  1

}پس   } { }u ux b a1 1 . اما در اين صورت \1

1 1{ , } {0}lx a  باشد.پذير نميکه امکان 

)بعد متریک  -5 )P  
يک مجموعه مرتب  Pکنیم در اين بخش فرض مي

باشد و  0جزئي متناهي با کوچکترين عضو 
| ( ) |A P  )گراف . برای مطالعه بعد متريک 1 )P 

 کنیم. را بیان مي ملاحظه زيرابتدا 

های ، مجموعه1-1با توجه به نمادگذاری  :1-5ملاحظه 

ki i iP
1 2

kiکه   i i n    1 به جز  21

nP12 افرازی برای مجموعه رئوس ،( )P باشند. مي

,علاوه، برای هر دو رأس متمايز به
ki i ix y P

1 2
 

)داريم  ) ( )N x N y . 

يک مولد متريک برای  Wفرض کنیم  :2-5لم 

( )P  باشد. در اين صورت حداکثر يک رأس از هريک

های از مجموعه
ki i iP

1 2
که 

ki i i n    1  Wتواند در مي، 21

 نباشد. 

در  yو  xفرض کنیم دو رأس متمايز  اثبات:

ki i iP
1 2

x,به طوری که  موجود باشد  y W در .

، داريم 9-1ملاحظه اين صورت با توجه به 
( | ) ( | )r x W r y W  که با توجه به اين کهW 

)يک مولد متريک برای  )P پذير است، امکان
های باشد. لذا حداکثر يک رأس از هريک از مجموعهنمي

ki i iP
1 2

kiکه   i i n    1 تواند مي 21

 نباشد. Wدر 
اکنون با توجه به افراز ارائه شده برای مجموعه رئوس 

( )P  در حالتي 1-1و با استفاده از لم  9-1در ملاحظه ،

های که هريک از مجموعه
ki i iP

1 2
 ،

ki i i n    1 ، در صورت ناتهي بودن 21

)بیش از يک عضو داشته باشند، بعد متريک  )P  را
 نمايیم.محاسبه مي

يک مجموعه مرتب جزئي  Pفرض کنیم  :3-5قضیه 

های باشد که در آن هريک از مجموعه
ki i iP

1 2
 که ،

 35شکل  
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ki i i n    1 ، يا تهي nP12، به جز 21

 باشند يا بیش از يک عضو داشته باشند. در اين صورت 

{ , }

dim( ( )) (| | ).
k

k

i i i nk

i i i
i i i n

P P

P P
    

 

   1 2

1 2

121 2

1

1 

، اعضای مجموعه 0-1با توجه به ملاحظه  اثبات:

nP12  در مجموعه رئوس گراف( )P  .قرار ندارند

فرض کنیم 
ki i ix

1 2
رأسي دلخواه در  

ki i iP
1 2

در  

يک مولد متريک  Wصورت وجود، باشد. فرض کنیم 
)دلخواه برای  )P  و بدون کاسته  1-1لم باشد. بنا بر

 داريم ،شدن از کلیت برهان

( { }) .
k k

k

i i i i i i

i i i n

P x W
    


1 2 1 2

1 21

\  

 بنابراين داريم 

{ , }

dim( ( )) (| | ).
k

k

i i i nk

i i i
i i i n

P P

P P
    

 

   1 2

1 2

121 2

1

1 

 اکنون فرض کنیم

{ , }

( { }).
k k

k

i i i nk

i i i i i i
i i i n

P P

W P x
    

 


1 2 1 2

1 2

121 2

1

\ 

 برای هر دو رأس
ki i ix

1 2
و  

kj j jx
1 2

که به ترتیب  

متمايزدر دو مجموعه 
ki i iP W

1 2
و  \

kj j jP W
1 2
دهیم نشان مي قرار دارند، \

( | ) ( | )
k

k
i i i j j j

r x W r x W



1 2 1 2

 . چون 

{ , , , } { , , , }k ki i i j j j 1 2 1 ، بدون کاسته 2

فرض کنیم  ،برهان شدن از کلیت

{ , , , }ki j j j 1 1 i. رأس 2 ix P W
1 1

را  

گیريم. در اين صورت در نظر مي

( , )
kj j j id x x



1 2 1

؛ در حالي که 1

( , )
ki i i id x x 

1 2 1
 . بنابراين 1

( | ) ( | ).
k

k
i i i j j j

r x W r x W



1 2 1 2

 

يک مولد متريک با کمترين رأس ممکن است  Wپس  
)و لذا پايه متريک برای  )P داريم  لذاباشد. مي 

{ , }

dim( ( )) (| | ).
k

k

i i i nk

i i i
i i i n

P P

P P
    

 

   1 2

1 2

121 2

1

1 

 

 گیرینتیجه-5
گراف مقسوم علیه صفر خطي وابسته به يک  در اين مقاله

مجموعه مرتب جزئي مورد بررسي قرار گرفته است و تمام 
)های مرتب جزئي با حداکثر سه اتم که مجموعه )P 

 اند.ها، گراف خطي است، شناسايي شدهمتناظر با آن
ز و نیهای همبند با حداکثر پنج رأس تمام گرافهمچنین 

دار که بخشي کامل شاخههای کامل و دو گرافتمام 
گراف مقسوم علیه صفر يک مجموعه مرتب متناظر با 

از علاوه، با استفاده از افراند. بهبندی شدهجزئي هستند، رده
)مناسبي برای مجموعه رئوس  )Pد متريک اين ، بع

 گراف مورد مطالعه قرار گرفته است.

نويسنده از نظرات و پیشنهادات  تشکر و قدردانی:

 نمايد.ارزشمند داوران محترم، صمیمانه سپاسگزاری مي
اين مقاله مستخرج از طرح پژوهشي با شماره 

 باشد./س مي92912/081
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