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 چکیده

دانان بوده ای برای ریاضیها همواره دارای اهمیت ویژهتوان گروهپوچ -cمطالعه در خصوص ضربگر شور و ضربگر

ا و هگروه است. یک دلیل مهم برای این مطالعه آن است که این ساختار ابزاری برای مطالعه و تعیین ایزولوجیسم

 باشد. های ایزولوجیسم میبه رده های متناهیگروه-pبندیدسته

Fک گروه متناهی با نمایش آزادیGفرض کنید R باشد که در آنF یک گروه آزاد وR زیرگروهی نرمال از آن

 کنیم:را به صورت زیر تعریف می Gتوان گروهپوچ-cاست. ضربگر
( )

1 1( ) ( ( )) / ( , ).c

c cG R F R F    
1c در حالت خاص این گروه همان ضربگر شور گروهG  .است 
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تایی )مکعب تانسوری(، نمایش ساختار حاصلضرب برخی از روابط تانسوری بین مولدهای حاصلضرب تانسوری سه

توان از رده بیشین را برای نخستین های متناهی پوچگروه -2توان کلیه پوچ -2ربگر تایی و همچنین ضتانسوری سه
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 مقدمه -3

تئوری جبری و برخی -Kتوان در توپولوژی جبری ودلخواه را میریشه مفهوم حاصلضرب تانسوری ناآبلی دو گروه 

و نخستین تعریف اساسی آن را در آثار براون و   [1]های مقدماتی وایتهددر دستاوردهای پژوهشروابط اولیه آن را 

 آید که اولین بار دربه دست میجستجو کرد. چنانچه هر دو گروه یکسان باشند، مربع تانسوری ناآبلی  [2]لودی 

مورد بررسی   [4]میلر کارهای در آن اولیه هاینظریه از برخی ارائه شده است و همچنین  [3]مطالعات کیت دنیس

 العاتمط ها،گروه نظریه در مستقل موضوع یک عنوان قرار گرفته است. سپس به دلیل اهمیت و ارزش این مفهوم، به

 نمای بین معنادار ارتباطی آوردن دست به خصوص در هایی نیزبه علاوه، تلاش. گرفتصورت  آن روی بر فراوانی

 با روهگ یک تانسور دفعات تعداد که حالتی در اما است. رسیده انجام به ناآبلی آن، تانسوری مربع نمای و گروه یک

  .است نگرفته چندانی صورت مطالعه محاسبات، ازدیاد و پیچیدگی دلیل به یابد، می افزایش خودش

 این در. کنند عمل سازگار صورت به یکدیگر روی و مزدوج صورت به خودشان روی Hو Gهایفرض کنید گروه

Gناآبلی تانسوری حاصلضرب صورت H صورت  به عناصری توسط که است گروهیg h در و شودمی تولید 

  :کندمی صدق زیر روابط

( )( ),

( )( ),

g g

h h

gg h g h g h

g hh g h g h

    

     

g,که در آن  g G  و,h h H  و همچنین
1' gg'gg g  همان عمل مزدوج درG تعمیمی است. این گروه  

نیز  توپولوژیکی کاربردهای دارای که باشد مدول می -ℤعنوان  به آبلی های گروه معمولی تانسوری ضرب از حاصل

در حالت خاص  .کنید مراجعه  [2] به بیشتر مطالعه برای .شد معرفی 1۸01 سال در لودی و براون توسط و هست

𝐺 = 𝐻 گروه  باشند، ها مزدوج عمل همه که فرض این با وG G ناآبلی تانسوری مربع راG با . نامند می

روه جبری این گ خواص مورد در فراوانی مطالعات ها، تاکنونتوجه به ارتباط این مفهوم با سایر موضوعات نظریه گروه

 انجام شده است. 

Gیرو Gقطری عمل لذا ،است سازگار عملی عمل مزدوج چون G هر ازای به که طوری به دارد وجود 

1 2, ,g g g G  داریم 

1 2 1 2( ) .g g gg g g g   
Gتانسوری مربع همچنین G رویG جابجاگر  نگاشت توسط شده القا همریختی طریق از مزدوج عمل تحت 

[ ,  ]:G G G    حاصلضرب توانیممی لذا و هستند سازگار هاعمل این که است بدیهی. کندمی عمل 

 صورت به را تاییسه ناآبلی تانسوری
3 ( )G G G G    

 .شد معرفی [5] در الیس توسط بار اولین گروه این .بسازیم

Gمربع بیرونی ناآبلی  G قسمتی به صورت گروه خارجG G  به مدول زیرگروه مرکزی( )G  تولید شده

gتوسط مولدهای  g به ازای هر ،g G شود. لازم به ذکر است تصویر مولد تعریف می'g g درG G 

g'به صورت  g تایی حاصلضرب بیرونی سه [2]از مرجع  2.11شود. همچنین طبق تعریف نمایش داده می
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3 ( )G G G G     با استفاده از حاصلضرب تانسوری( )G G G   و با اضافه کردن روابط

(g g') [g,g'] 1   به ازای هر,g g G آید. به دست می 

F یک گروه متناهی با نمایش آزادG فرض کنید R باشد که در آنF ک گروه آزاد ویR زیرگروهی نرمال از  

آن  کهشده  معرفی [6نخستین بار توسط بئر در ] Gتوان( گروهپوچ-‎‎‎c)ضربگرتوان پوچ ضربگرامین -‎‎‎c آن است.

 را با نماد
( ) ( )c G کنیمنشان داده و به صورت زیر تعریف می: 

( ) 1

1

( )
( ) ; 1

( , )

c c

c

R F
G c

R F









 

 

)1که در آن  , ) [ ( , ), ]c cR F R F F    ،𝛾
1
(𝑅, 𝐹) = 𝑅 . ه سادگی قابل بررسی است که ضربگرب ‎‎‎c- 

1cخاص  ، در حالتباشد. به علاوهمی Gو مستقل از انتخاب نمایش آزاد گروه گروهی آبلی توان پوچ  این گروه ،

ابزاری برای این ساختار کنیم که می یادآوری .ها جایگاه مهمی داردکه در نظریه گروه باشدهمان ضربگر شور می

 باشد )به مرجعهای ایزولوجیسم میمتناهی به رده هایگروه-pبندیدستهو  هاتعیین ایزولوجیسم گروهمطالعه و 

   .راجعه نمایید(م [7]

 نو مطالبی را پیرامو کنیماشاره میتوان از رده بیشین های متناهی پوچگروه-2بندی در بخش دوم این مقاله به دسته

 کنیم. کنیم و نتیجه اصلی این مقاله را در قالب قضیه بیان میآنها بیان می

پوچ های متناهی گروه-2و دومین ضربگر  تاییسه حاصلضرب تانسوری ناآبلیساختار ، به محاسبه در بخش سوم

ه اثبات نتیجه اصلی این مقالو همچنین به  کنیمو روابطی را بیان و اثبات می اشاره می کنیماز رده بیشین توان 

 .کنیماشاره می

 رده بیشین از توانپوچ یهاگروه-8بندی رده -8

باشد به طوری  Nرا فرادوری گوییم، هرگاه دارای زیرگروهی نرمال و دوری مانند  Gکنیم که گروه یادآوری می

G/که  N نیز دوری باشد. واضح است که گروه فرادوریG توان به صورت را میG HN  نوشت که در آن
H G  و همچنینN G و هر دو زیرگروهH  وN  1دوری هستند. اگرH N گاه ، آنG  گروه

 نمایش دارایمتناهی  شکافندهدوری فراگروه  یکمی توان نشان داد که  شود.فرادوری شکافنده نامیده می
1,  | 1, ,m n lx y x y xyx y     

1در رابطه  lو  m ،nاعداد صحیح  هرگاهاست 
n

ml  کنند.صدق می 

22nQفرض کنید   ،12nD   12وnSD  از  گروه نیمه دووجهی و گروه دووجهی، یافتهتعمیمچهارگان  به ترتیب گروه

2nمرتبه 
 باشند:که دارای نمایش زیر می نشان دهندرا  

1 2

2

1

1

1 2

1

2 2 2 1 1

2

2 2 1 1

2

2 2 1 1 2

2

, | 1, , , 3, (1)

, | 1, , 2, (2)

, | 1, , 3. (3)

n n

n

n

n

n n

n

Q x y y x y xyx y n

D x y y x xyx y n

SD x y y x xyx y n

 







 



 

 

  

      

      

       
 کند:بندی میهای از رده بیشین را دستهگروه-2زیر  قضیه
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2nگروه از مرتبه -2یک  Pفرض کنید [ 2.0قضیه ، 7. ]8.3قضیه 
باشد به طوری که    1cl P n  در این .

22nQهای  با یکی از گروه Pصورت   ،12nD   12وnSD    .یکریخت است 

22nQهای  واضح است که گروه [8]از  3.6بنا به قضیه   ،12nD   12وnSD  های فرادوری هستند و در میان آنها گروه

12nD   12وnSD  را برای معرفی ساختار  [9]از  1.6توان قضیه باشند. در ادامه خواهیم دید که مییشکافنده نیز م

توان پوچ-2( به کار گرفت. از این رو هدف ما در این مقاله محاسبه ضربگر 3( و )2توان گروه های )پوچ-2ضربگر 

 باشد. یافته میهای چهارگان تعمیمگروه

22nQهای  )قضیه اصلی( فرض کنید گروه .8.8قضیه   ،12nD   12وnSD   هایی از رده بیشین و با گروه-2هر سه

 نمایش گفته شده در بالا باشند. در این صورت 

1

1

8
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4 22
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( ) 2
n
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C n
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
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   
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
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2

2

8

23

62
4 22

( ) 3,

( ) 3
n

n

C n
Q

C C C n




 
  

   
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 
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
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1

1

2

2 4 2
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2 2 2

2 2 2
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n

n
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C C G D

G C C G SD

C C G Q







  

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  توان از رده بیشینپوچهای گروه-8توان پوچ-8محاسبه حاصلضرب تانسوری ناآبلي و ضربگر  -1

توان از رده بیشین، های پوچگروه-2بدین منظور با توجه به اینکه از بین کنیم. ، قضیه اصلی را اثبات میدر این بخش

یک های شکافنده و غیرشکافنده به تفکبایست اثبات را برای گروهدو مورد شکافنده هستند، لذا بر این اساس میتنها 

12nDهای های شکافنده که همان گروهدنبال کرد. برای گروه  12وnSD  [9]توان از قضیه اصلی مرجع هستند، می 
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22nQگروهاستفاده کرده و ساختارهای مورد نظر را مشخص نمود. به علاوه، برای   بایست به که شکافنده نیست، می

  طور مستقیم و با استفاده از روابطی کاربردی که در ادامه اثبات خواهیم کرد، ساختارهای مورد نظر را به دست آورد.

12nDهای شکافنده  ا با بررسی گروهابتدا اثبات قضیه اصلی ر  12وnSD   .را با ارائه نتیجه اثبات این انجام می دهیم

 .آغاز می کنیمساختاری زیر 

 متناهی با نمایش زیر باشد شکافندهدوری فراگروه  یک G، قضیه اصلی[( فرض کنید 9)]. 1.3قضیه 
1,  | 1, ,m n lx y x y xyx y     

1در رابطه  lو  m ،nاعداد صحیح  هرگاه
n

ml  کنند. در این صورت صدق می 

 گاه فرد باشد، آن nاگر  -1

1

1 1

3 2

( , 1) ( , , 1) ( ,1 ... )

2

( , 1,1 ... ) ( , , 1,1 ... )
.

m

m m

m n l m n l n l l

n l l l m n l l l

G C C C C

C C



 

    

       

    

 
 

 گاه زوج باشد، آن nاگر  -2

3 ( ) ( ),abG A G B G     
𝐺𝑎𝑏که در آن  =

𝐺

𝐺′
,𝑚   ،(𝑚گروه دوری از مرتبه  𝐶𝑚گروه آبلی ،  𝑛)  بزرگتین مقسوم علیه مشترک دو عدد

𝑚  وn  و,A X Z    ،,B Y T   های زیرگروهG G که در آن هستند X x x  ،
( )( )Z x y y x   ، Y y y   وT x y  به طوری که 

1

1

( , , 1) ( , 1,1 ... )

( , , 1,1 ... )

m

m

ab

m m n l n l l l

m n l l l

A G C C C

C





    

   

   


 

Bو  G  نیز زیرگروه آبلی تولید شده توسطxY Y x  ،yY Y y 
 ،xT T x   وyT T y 

و  

 با روابط 
1( , ,2( 1)) ( , 1) ( ,4( 1),1 ... ) 1,

mm n l n l n l l l

x y yY Y T
        

21 1l l

x yY T  
 و 

1

1 2

4
( ,1 ... )

4
1 ... ( 1)

1, 0 1

1, , 2 3

m

m

n l l

x

n l l l

x x y

T m

T T T m





  

    


 


    



 

 است هرگاه
11 ... 1

ml lT
     یا

1( ,1 ... ) 1
mn l l

xT
   ، 

هرگاه  
11 ... 1

ml lT
    . 

3-  
1 1

3

( , 1,1 ... ) ( ,1 ... )m mn l l l n l l
G C C       

  
 

0- 
1 1 2

(2)

( , 1,1 ... ) ( ,1 ... )( ,( 1) )/
( ) m mn l l l n l l n l n
G C C        

 
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 های فرادوری شکافنده بپردازیم. ابتدا قضیه قبل را با قرارمقاله برای گروهتوانیم به اثبات قضیه اصلی این اکنون می

12nGدادن  D 
 بریم. واضح است کهبه کار می 

11 ... 0 1
ml lT T
     .:در این صورت دو حالت زیر وجود دارد  

  2اگرn ارائه شده است.  [10]گاه نتیجه مورد نظر در ، آن 

  2اگرn گاه ، آن 
1 1 1

1

2

(2,2 , 4) (2 , 2) (2 , 8,0)

2

0 ( 2)

1,

1,

.

n n n

n

x y y

x

x y

Y Y T

T

T T

  



  

 

  




 

 بنابراین 

1

2 2 8

2

4

1,

1,

1.

n

x y y

x

y

Y Y T

T

T





  




 

 از این رو، 

1

1

8

23

62
4 22

( ) 2,

( ) 2
n

n

C n
D

C C C n




 
  

   
 و 

1 1

1

3

22 2

(2)

2 42

,

( ) .

n n

n

D C C

D C C

 



  

 
 

 بنابراین نتیجه مورد نظر برای گروه دووجهی حاصل شد. 

12nDخواهیم با روش و استدلالی مشابه گروهاکنون می 12، نتایج را برای گروه نیمه دووجهیnSD  .به دست آوریم

12nGدهیدلذا در قضیه قبل قرار  SD   و فرض کنید
1 21 ... 2 1 

m nl lT T
       12درnSD 4گر . اn گاه ، آن 

3 2 3 2 3 2 2(2,2 ,2( 2 2 )) (2 ,( 2 2 )) (2 ,4( 2 2 ),2 ) 1,x y yY Y T       
و همچنین  

3 2(2 ,2 ) 1xT  بنابراین . 

2 2 4

4

1,

1.

x y y

x

Y Y T

T

  


 

4n اگر  گاه ، آن 
1 1 2

1 2 2

1 2

(2,2 , 4) (2 ,

(

)( 2 2 )

(2 ,4 2 2 ),2 )

(2 ,2 )

1,

1.

n n n

n n n

n n

x y

y

x

Y Y

T

T

  

  

 

  

 

 



 
 از این رو 

3

2

2 2 2

2

1,

1.
n

x y y

x

Y Y T

T


  

 
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 بنابراین 

1

2 3

2 6

4 23

62
22 2

( ) ( ) 4

( ) 4
n

n

C C n
SD

C C C n




  
  

   
 و همچنین داریم 

1 2

1

3

22 2

(2)

2 22
)

,

.(

n n

n

SD C C

SD C C

 



  

 
 

 توان از رده بیشین اثبات شده است.های فرادوری شکافنده و پوچگروه-2بنابراین تاکنون قضیه اصلی این مقاله برای 

22nQیافته تعمیم چهارگان گروه تاییسه تانسوری حاصلضرب مولدهای بین را روابطی بخش ادامه این در  بدست 

 . پردازیمآوریم و سپس به اثبات قضیه اصلی در مورد این گروه میمی

 باشد.  می [11]در مرجع  3کنیم که نتیجه مستقیمی از گزاره می را ارائه زیر کاربردی لم ابتدا

,گروهی دلخواه باشد. به ازای هر  Gفرض کنید   1.8لم  , ,x y z w G باشند: روابط زیر برقرار می 

1- ( ) ( [ , ])( )x y z x y z y z    

2- ( ) ( )( [ , ] )x y z w y z w w y z x       

2و قرار دادن  [11]از  2با استفاده از گزاره  22 2n nG Q Q  
22nHو   Q 

شودنتیجه می 

2 2

3

2 2
ker( : )n nQ Q  

    23مرکزی است و چون 2
( )nIm Q  

 
شود که دوری است، لذا نتیجه می 

2

3

2nQ  باشد. آبلی می 

22nQگروه  .1.1گزاره    روی عناصرy y x   وx x y  کند. به صورت بدیهی عمل می 

  ■آوریم. نتیجه مورد نظر را به دست می 3.2و لم  [11]( از 0.2با به کارگیری رابطه ) اثبات.

3n کنیم کهکنیم. در نتیجه فرض میاستفاده می [11]از  0بخش  در موارد زیر از نتایج ارائه شده در  ، اگرولی
3n  در ادامه مطلب . ارئه شده است [10]، آن گاه نتیجه مورد نظر درp  وq  را اعداد صحیح ثابت فرض

,کنیم به طوری که می 1p q  .مگر آنکه خلاف آن را بیان کنیم ، 

3nفرض کنید  .1.0گزاره   و همچنینp  وq  اعداد صحیح ثابت باشند به طوری که, 1p q  در این .

22صورت به ازای هر 
, , nx y z Q  :روابط زیر برقرار هستند 

1- 
2( ) 1.y y y   

2- ( ) ( )p px y y x y y     

3- ( ) ( )y x y y x y y     

0- ( ) ( )q qx y y x y y     

2- ( ) ( )q p qpx y y x y y     

6- ( ) ( )x x y y x y y     

1- ( ) ( )p px x y x x y     

0- 
2( ) 1x x y   
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۸- 
22( ) 1

n

x y y


   

14- 
2( ) ( ) ( )y x y x x y x x y y        

11- 
2 ( 1)( ) ( )  ( )q q q qx y x x y x x y y        

12- 
22( ) 1

n

x y x


   

13- 
1 2 ( 1)( ) ( )  ( )q q q qx y x x y x x y y        

 دلخواه داریم  qو  pبه ازای  -10
2 ( 1)

1

( ) ( )  ( )

( )

q p q qp q q

q p

x y xy x y x x y y

x y x y

 



      

   

12- 
2 22 21 ( ) ( )

n n

x y y x y y
 

      

16- 
2 22 2( ) ( ) 1

n n

x y x y x x
 

     . 

 اثبات.

 [ داریم 11از ] 10۸بنا به روابط صفحه  -1 
2 21 ( ) ( ) .y y y y y y      

  آید. نتیجه مورد نظر به دست می 1[ و رابطه 11( از ]11رابطه ) و با توجه به p با به کارگیری استقرا روی   -2

 آید. نتیجه مورد نظر به دست می 3.2با توجه به لم  -3

 گردد.نتیجه مورد نظر اثبات می 3و همچنین رابطه  qکمک استقرا روی با  -0

1q ابتدا فرض کنید دهیم.انجام می qو  pاستقرا روی هر دو مقدار ااثبات را ب  -2  . رابطهبا در نظر گرفتن 

  گیریم کهنتیجه می p و استقرا روی 3

( ) ( ) .p px y y x y y     
 داریم  3 ، کافی است مشابه اثبات قسمت اول عمل کنیم. با استفاده از رابطهبه منظور اثبات قسمت دوم

2

1

( 1)

( )

(( ) )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) .

q p

x y q p p

y qp p

qp p

q p

x y y

x y y x y y

x y y x y y

x y y x y y

x y y









 

    

    

    

   
 داریم  2و  1[  و نیز روابط 11( از ]0.3با استفاده از رابطه ) -6

1

1 1

1 2 1

( ) 2 1 1

1 1

( )

( ) ( )

( ) (( ) )

( ) .

x

x y

x y y x y y

x y y y y

y y y x y y

x y y



 

 

   

 

    

   

    

   
 گردد.رابطه مورد نظر اثبات می 3.3با استفاده از گزاره   -1

 داریم 1 رابطهو  3.3با استفاده از گزاره   -0
1 1( ) ( ) .x xx x y x x y x x y x x y            
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 داریم  1و  0[ و همچنین روابط 11( از ]0.14با استفاده از رابطه )  -۸

2

2

2 2

2

2

( ) ( )

( )

( ) 1.

n

n

x x y x x y

x y y

x y y





    

  

    
  گیریمنتیجه می 2و  1همچنین روابط   3.2[ و لم 11( از ]0.3از رابطه )  -14

2

2 6

2

( ) ( )( )

(( )  ( ) ) ( )

( )  ( ).

y x y x x y y x y x

x y y y y x y x

x y y x y x



 



      

     

    
 

 داریم  14 به کارگیری رابطه با -11

2

2

1

( ) 1

2

1

0

2 ( 1)

( ) ( )( )

(( ) )( )

(( )( ) )( )

...

  ( )

( )  ( ) .

k

q q

x y q

y q

q
y

k

q q q

x y x x y x y x

x y x x y x

x y x y x x y x

x y x

x y x x y y







 









     

    

     



  

    



 

[  داریم 11( از ]0.2) با توجه به این که طبق رابطه -12
2( ) 1y y . ( از ]0.11لذا با استفاده از روابط )11 ]

  گیریم کهنتیجه می ۸و 

2

2

2

2

2

2 2 ( 1)

2

1 ( )

( )

( )  ( )

( ) .

n

n

n

n n

y y x

x y x

x y x x y y

x y x









  

  

    

   
 داریم  11و  ۸، 6، 2، 1 با به کارگیری روابط  -13

2

2

2

2

1 2

2

2 ( 1) 2

2 ( 1) 2

( ) ( )

(( ) )  (( ) )

( )  ( )  ( )

( )  ( ) .

n

n

n

n

q q

q x q

q q q q

q q q q

x y x x y xy

x y x x y y

x y x x y y x y y

x y x x y y













 

    

    

      

     
 گیریمنتیجه می 11و  6، 2 با استفاده از روابط  -10

2 ( 1)

( ) (( ) )  (( ) )

( )  ( ) .

q p q x q p

q qp q q

x y xy x y x x y y

x y x x y y  

      

     
  دقیق زیر را داریم دنباله[ 11از مرجع ] 110صفحه  درطبق مطالب گفته شده   -12

2 2 2 22 2 2 2
0 ( ) ( ) 1,n n n nQ Q Q Q   

    
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22نتیجه می شود که   [1.0.2، نتیجه 12]از مرجع 
( ) 1nQ   2، لذا 2 22 2 2

( )n n nQ Q Q  

 
 و از آنجا که   

2 2

2

2 2
( ) ,n nQ y C 

     
 گیریم کهمیبنابراین نتیجه 

2 2 22 2 2
,n n nQ Q x y C       

 

و 
2| | 2nx y   از این رو . 

2 22 21 ( ) ( ) .
n n

x y y x y y
 

      
 گیریمنتیجه می 12 با استفاده از رابطه   -16

2

2 2 2

2

2

2 2 2(2 1)

2

1 ( )

( )  ( )

( ) .

n

n n n

n

x y x

x y x x y y

x y x



  





  

    

   
 از

1

( ) ( )

( )( ) [ ( ) ( )]

( ) ( )

x

x x x x

x x

xy xy

xy x xy y

y x x x y y x y

y x x y

 

  

    

   

با عمل 
1x 

  میریگ یم جهیفوق نت یتساو نیطرفبر روی  
1( ) ( )x y y x   ،جهیقسمت دوم نت نیبنابرا 

 .شود یم

 ■گردد. بنابراین اثبات کامل می

باشد. در این صورت دنباله زیر دقیق  𝑐ه توان از ردپوچیک گروه  𝐺 فرض کنید[( 3.2، گزاره 13)] .1.8گزاره 

 : است

3 3( ( ) ) 1.
( )

c

c

G
G G G G

G



    

 

می دانیم
2

2

2

2
( )

n

nc Q y




  ،  که در آن𝑐 = 𝑛 − و  1

2

22

2

22
( )

n

nn

Q
D

y






   .دنباله دقیق زیر را داریم  
2

2 2 2

2

2 3

2 2 2

3

2

( )

1.(17)

n

n n n

n

y Q Q Q

D



  



 

 

   

 
  بدیهی است که

2

2 2 2

2

2

2 2 2

2

2 3

2 2 2

2

2

2 2 2

2

Im(( ) )

,  ,  

, , ,

  .

n

n n n

n

n

n n n

n

y Q Q Q

y a b a b Q

y y y y y x y x y

y x x



  





  



    

     

       

 






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  بدیهی است. این گروه کنیم کهادعا می

  گیریم کهنتیجه می 3.0از گزاره  12و  11، ۸روابط [ و همچنین 11]( از مرجع 0.11( و )0.6) از روابط
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 22 (2 1)

( ) ( )

( )  ( ) 1.

n n n

n n n

y x x y x x x y x

x y x x y y

  

   

       

      

و همچنین با توجه به این که  3.0از گزاره  2و  1[ و روابط 11]( از 0.11ه )با استفاده از رابط
2( ) 1y y  ،

 داریم 
2 2 2 2

2

2

2 2 2 (2 1)

2

2

( )  ( )

( )

( ) 1.

n n n n

n

n

y x y y x y y y

x y y

x y y

   





     

  

    
 

 اکنون رابطه
2( ) 1y y  ( داریم 11)و بنابراین طبق رابطه کند ادعای ما را اثبات می    

2 2

3 3

2 2
. (18)n nQ D   

3n از این رو به ازای هر   داریم ، 

2 2

3 6

4 22 2
( ) .n nQ C C C     

 

c توان از ردهپوچیک گروه  G فرض کنید  .1.6لم   اشد. در این صورت دنباله زیر دقیق استب  

3 3( ( ) ) ( ) 1.
( )

c

c

G
G G G G

G



    

 
 گردد.حکم مورد نظر اثبات می [13] از 3.1و فرایندی مشابه در اثبات لم   [10] در 3.0با توجه به اثبات لم  اثبات.

■ 
 

22nGبا قرار دادن  Q 
 شود که دنباله ، نتیجه می

2

2 2 2

2

2 3

2 2 2

3

2

( )

1, (19)

n

n n n

n

y Q Q Q

D



  



 

 

    

 
[ و با توجه به این واقعیت 9( و همچنین قضیه اصلی در مرجع ]1۸( و )10دقیق است. بنابراین با استفاده از روابط )

 که 
2

2 2 2

2 3

2 2 2
(( ) ) 1,

n

n n nIm y Q Q Q


  

     
 که  کنیماستنباط میاین گونه 

2 2 2

3 3

22 2 2
. (20)n n nQ D C C       

2شود که گروه از این رو نتیجه می

3

2nQ    توسط عناصرx y x   وx y y   به ترتیب از مرتبه
22n

و  

2شود.  حال برای محاسبه تولید می 2

(2)

2
( )nQ  ئه ارایم. روش ما متکی بر رویکرد حاصلضرب تانسوری آماده
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3 فرض کنیداست.  [10و الیس در ] برنزشده توسط  ( )G قسمتی گروه خارج
3 / ( )G G باشد که در آن 

( )G  زیرگروه نرمال
3G شده توسط عناصر تولید   

, , (( ) )(( ) )(( ) ),b c aa b c a b c b c a c a b         
,به ازای هر  ,a b c G مشخص است که بروریختی  [10]از مرجع  2.۸قضیه  . بنا بهاست 

3 (2)ker([ , , ]: ) ( ),G G G  
 شود:به یکریختی طبیعی زیر می منجر[ 10] در  2.۸داده شده در قضیه 

(2)

3( ) ker([ , , ] : ( ) ). (21)G G G  

2بنابراین برای توصیف 

(2)

2
( )nQ 22بایست زیرگروه ، ابتدا می

( )nQ  2از گروه

3

2nQ   .را ارزیابی کرد 

 تعریف مربع بیرونی ناآبلی داریم  همراه با روابط اولیه 3.0از گزاره  6و  2، 3[ و روابط 11( از ]11ه )با استناد به رابط

1

1 1

2

, , ( )( )( )

( )( )

( )(( ) )

( )( )

( ) .

y y xx y y x y y y y x y x y

x y y y x y

x y y x y y

x y y x y y

x y y



 

        

    

    

    

   
 کنند که ایجاب می  3.0از گزاره  14و  ۸، 2، 3[ و روابط 11( از ]11ه )به طور مشابه رابط

2

2 1

2

1 6

2 4

1 6

4

, , ( )( )( )

( )(( ) )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )  

( )  ( )

( ) .

y x x

y

x y x x y x y x x x x y

x y y x x y x

x y y x y x

x y x x y y

x y y x y x x y y

x y x x y y

x y y









        

    

    

   

      

   

   

2بنابراین 

2

2
( ) ( )nQ x y y       از این رو . 

2 2

3

3 2 2
( ) .n nQ Q    

 شود که نتیجه می( 21لذا طبق )

2

(2)

2 22
( ) .nQ C C   
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