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 چکيده

. شوندمی ایجاد حدی بندجمع توابع مشتقات توسط که داریم سروکار یافتهاویلر تعمیم  نوع هایثابت  از برخی با ما

شده بود که او را به تعمیم  روهوشمند با یک دنباله تابعی روب بند، محمدهادیمنظور مطالعه مشتق توابع جمع به

ائه یافته را ار تعمیم اویلر نوع های ثابت چنین برای جدید هایکران از برخی مقاله، این نوع اویلر رساند. در هایثابت

باشد. بند حدی میگیزه آن از توابع جمعکنیم که انهای مرتبط برای آنها را بیان میداده و برخی نتایج و نامساوی

های بالا و پایین برای سری دن کرانکر ارائه عنوان یک نتیجه مهم از این بحث، ه ب
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 که در  باشد،  می

1سرانجام  چندین نامساوی تابعی مانند   یک تابع خاص حقیقی مقدار است.𝑓  آن
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 مقدمه -1

 .تعریف شده است زیر که به صورت اسکورونی استم -های ریاضی شناخته شده و مفید ثابت اویلریکی از ثابت
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 fهای تعمیم یافته آن وابسته به یک تابع آید، برخی از انواع ثابته دست میاز تابع لگاریتم بآنجا که این ثابت  از 

هایی از نوع اویلر در باشد. بعضی از چنین ثابتهای معینی میبا  ویژگی 3,2,1 اند. یکی مورد مطالعه قرار گرفته

 2001 سال توسط نویسنده دوم مقاله درپذیری حدی توابع است که ایجاد انگیزه موضوع شده، جمع اعثاز آنها که ب

 ای از آن مبحث آمده است. معرفی شده و در ادامه خلاصه   [4]
 

 پيشينه تحقيق -2

,1]:برای هر تابع  تعریف.  1- 2 )f   رتکلی  )یا به طور:[ , )f a    1، برای همهa (  ،

دنباله تابعی 
n

fکنیمرا به صورت زیر تعریف می 

1

( ) : ( ) ( ) ( ); 0.
n

n

k

f x x f n f k f x k x


     

)اگرقرار دهیم , ) : ( ) ( ) ( )n nR f x R x f n f x n   آنگاه داریم ، 

1

( ) ( ) ( ) ( )
n

n

k

k

f x x f n x f n R x


   

 و

1( ) ( ) ( ) ( ); 0,
n n n nf x f x R x x R x x      

 و

( ) ( 1) ( ) ( ); 1.
n n nf x f x f x R x x      

)حد تابع  )
n

f xیا (( , )nR f x بوسیله نماد )( )f x به طور مشابه(( , )R f x  ویا( )R x نمایش داده و آن را )

(0)نامیم. واضح است که می 𝑓تابع  "بند حدیتابع جمع" 0f و( 1) (0)f f     عضو دامنهصفر ) اگر 

 𝑓 1( و.باشد fD


  (1)اگروتنها اگرnR .همگرا باشد 

 این است که  xدرfپذیری حدی ط لازم برای جمعشر 

1lim( ( ) (1)) 0.n n
n

R x xR 


  

1بنابراین اگر fD


   باشد برای همهfx D


 داریم( ) (1)R x R x. 

,0]یا روی ) 0xدر fیک تابع  تعريف.   2-2 )S   )"شود اگر دنباله تابعی گفته می "پذیر حدیجمع

( )
n

f x در𝑥0  یا روی(S همگرا باشد. بنابراین دامنه تابع )fحقیقی است که به ازای آنها  ، همه اعداد𝑓 

 حدی باشد. پذیرجمع

,0]پذیر حدی یکنواخت روی جمعfتابعتعريف.  2-3 )S   شود اگرنامیده می ( )
n

f x به طور یکنواخت

(1)همگرا باشد. اگرSروی  0R باشد آنگاه داریم 

( ) ( ) ( 1); 1,ff x f x f x x D
      

 بنابراین  
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پذیری حدی برای تابع حقیقی در نظر گرفته شود تواند یک حالت خاص از جمعان داده شده که تابع نوع گاما مینش

 را  ببینید(. [5])مرجع 

با دنباله تابعی مواجه شده که او را به یک تعمیم از ثابت نوع  fبند م مقاله در مطالعه مشتق تابع جمعنویسنده دو

 هدایت کرد. اویلر

,1]:پذیر برای هر تابع مشتق )f   کنیمتعریف می 
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( ) : ( ( )) ( ) ( )
n n

n

k

f x f x f n f x k 



     

)و حد تابع )
n

f x    را در صورت وجود به وسیله( )f x   دهیممینمایش. 

logدانیم می (0)    و همچنین از( , )n f x و( , )f xبه ترتیب برای نمایش  ( )
n

f x   (0)و
n

f 

 کنیم.ستفاده میا

 با ایده گرفتن از رابطه زیر 

( ) (1) (2) ... ( )f m f f f m

m m

   
 

 را به صورت رابطه زیر تعریف کرده است fبند حدی ازنویسنده دوم مقاله میانگین جمع
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برابر است با f توجه داشته باشید که دامنه 
fD


.یا   {0}fD

 

)قضیه بعد نه تنها محک همگرایی از , )n f x نامساوی مهم برای کند بلکهبیان می( , )n f x
 

)و , )f x  وf  

 .کند ارایه می x[0,1)برای همه

,1]:در نظر بگیرید تابع قضيه.  2-4 )f    دارای مشتق  یکنوا بوده و( ,1)nR f کراندار باشد. آنگاه

( )
n

f x


0xبرای   کند، البته اگرمیهمگراست و در نابرابری زیر صدقf  ( [4]صعودی باشد(. 

 (1) (1) ( ) ( ) ( ) ( ); 0 1 1f R f f x f x f x 
 

        

 

)کران بالای جديد برای  -3 , )n f x 

)های دیگری برای ثابت اوبلرای دیگر ما کرانحالا با شیوه , ) ( )f x f x    0]روی بازه, )  ه دست ب

,1]:کنیم. اگر  ای آن یک فرمول انتگرال اثبات میبر وآوریم می )f   ای باشد پذیر پیوستهتابع مشتق

 دهدنگاه فرمول مجموع اوبلر نتیجه میآ

 
1 1 1

( ) ( ) ( ) (1),

n nn

k

f k f t dt x f t dt f


     

کهجایی x نمایش قسمت اعشاری ازx  (  [ ]x x x (. 
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,1]:. فرض کنید که  قضيه 3-1-1 )f    تابعی است که( ,1)nR fمشتق دوم پیوسته و  کراندار و

)نامنفی است، آنگاه )
n

f x



)و   ,1)nR f کند.شود، صدق میمی و در نامساوی که در ادامه ذکر( همگراست 

 

( , ) ( ) ( 1) ( 1) ( ,1) ( 1) ( ,1)

( 1) ( ,1)( 1) 2 ( 1) 2 ( ,1); 0 2

f x f x f x f x R f x f x R f

f x R f x f x R f x

 
         

       
 

)محدب است و دانیم :  میبرهان ,1)nR fباشد، آنگاه  کراندارf یعنی حدی است ) پذیرجمع( )
n

f xبرای

0x   و  )همگرا( ,1) ( ,1)
n

R f R fکه جاییx ) (.را ببینید[2]از )3.3(قضیه 

)بنابراین , )nR f x  0برای همهx    همگرا و( , ) ( ,1)R f x R f x. 

)مجموع اویلر برای تابعاز طرفی دیگر با استفاده از فرمول  )f t x  که )جاییx 1ثابت وt داریم  ) 

1
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f x f x f n f x k 



     

 
1 1

( ) (1 ) ( ) ( )

n n

f n f x f t x dt x f t x dt          
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( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

n

f n f x f x n f x x f t x dt          

 
1

( , ) ( 1) ( 1) ( )

n

nR f x f x f x x f t x dt        

 بنابراین

   
1 1 1

( ) ( ) ( )

n n n

x f t x dt x f t x dt f t x dt         

0fبا توجه به اینکه  گیریمنتیجه می 

 
1

0 ( ) ( ) (1 ); 0

n

x f t x dt f n x f x x         

)حالا اگر  ,1) 0R f با توجه به قضیه مقدار میانی و با توجه به خاصیت صعودی بودنf می توانیم نتیجه بگیریم 

lim ( ) 0
t

f t


 .
  

 بنابراین داریم

 
1

0 ( ) (1 ); 0x f t x dt f x x



       

 بنابراین

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 2 ( 1); 0.f x f x f x f x f x f x x
             

)قرار دهید اما اگر ,1) 0R f  اگر  و( ) : ( ) ( ,1)g x f x R f x  آوریمکنیم، بدست می قرارداد 

( , ) ( , ) ( ,1) ,

( ) ( ) ( ,1),

( ) ( ),
n n

n nR g x R f x R f x

g x f x R f

g x f x 

 

  



 

0xبرای بنابراین  کند ودر روابط بالا صدق می (fعنوان تحدیدی از ه )ب gو مساوی زیر را به دست  نا

 آوریممی

f
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( ) ( ) ( 1) ( ,1)( 1) ( 1) ( ,1) ( 1) ( ,1)f x g x f x R f x f x R f f x R f  
           

 

 بنابراین 

( ) ( 1) ( 1) ( ,1) ( 1) ( ,1)

( 1) ( ,1) 2 ( 1) 2 ( ,1); 0.

f x f x f x R f x f x R f

f x R f x f x R f x

 
        

      
 

 

0x همه برایدست آوردیم ه که اکنون ب  (2طه )دقت کنید که راب  که قبلا در مرجع (  1) برقرار است و رابطه

0برای دست آورده شده بود فقط ه ب ]2[ 1x  قضیه بالا دو نتیجه مهم دارد که در ادامه آورده  .درست است

)شده است. نتیجه اول نه تنها یک محک برای وجود  , )n f x است بلکه یک فرمول انتگرال برای آن است. 
 

,1]:فرض کنید  نتيجه.  3-1-2 )f   اش پیوسته است. اگرتابعی باشدکه مشتق دوم( , )nR f x و

 
1

( )x f t x dt


 همگرا باشند ) یعنی اگر
1

( )f t x dt


 بنابراین ثابت اویلر همگرای یکنواخت باشد ،)

( , )n f x همگرا هستند و 

 
1

( , ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( , ); 0.n f x f x f x f x x f t x dt R f x x



           

 

)را داشته باشیم و    3 -1-1اگر روابط قضیه نتيجه.    3-1-3 ,1) 0R f  1آنگاه )با قرار دادنt x ( 

( 1) ( ) ( ) ( )

( ) 2 ( )

(1) 2 ( ); 1.

f t f t f t f t

f t f t

f f t t

 
    

 

  

 

)همچنین اگر  )f f f f    0]روی, ) باشد داریم 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) (1) 2 ( ); 1.f t f t f t f t f t f t f f t t 
            

 و همچنین

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) (1); 1.f t f t f t f t f t f t 
        

fبنابراین   0]یک کران بالا روی, ) .است 
 

lim  داریم که 3-1-1. از اثبات قضیه برهان ( ) 0
t

f t


  وf  1]صعودی است بنابراین روی بازه, )   داریم

( ) 0f x  و( ) (1)f x f.  
آورد که بوسیله ثابت ه دست میب f)و پایین ( برای سری مشتق یک کران بالا  3-1-1سومین نتیجه از قضیه 

 اویلر تعمیم یافته القا شده است.

,1]:تابعی    f. فرض کنیدنتيجه 3-1-3 )f   باشد که  ( )f n  همگرا و مشتق دوم پیوسته و نامنفی

)باشد و قرار دهید ) lim ( )
n

f f n


  داریم 

1

( ) ( ) ( );
j m

f m f f j m




 

    

)بنابراین برای سری  )f j  آیدبه دست میکران زیر. 
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( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ); ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ( )

j m

j m

f f m f m f j f f m f m f m f m

f f m f j f f m f m f m










           



        






 

 نتايج برای توابع خاص .2-3

هایی که در ادامه آورده دست آورند. مثاله توانند روابطی برای ما به دست آمده در مورد توابع خاص مینتایج ب

 شده است بیانگر این خصوصیات است.

تابع حقیقی   مثال. 3-2-1
1

( ) tanf x x


   0برای همهx گیریم آنگاه داریمر میدر نظ 

2
1

1
( ) ,

2 1 ( )k

f x
x k



 





  
 

 

1

2 2 2
1

1 1 1
tan ( 1) ; 0

2 1 ( ) 1 ( 1) 1 ( 1)k

x x
x k x x

 




       
     

 

 بنابراین 

1

2 2 2
1

1 1 1
tan ( ) ; 1

1 2 1 ( ) 1k

x x
x x k x

 




     
   

 

1 توان نتیجه گرفت پس می

2

1
tan ( )

1
x

x

 


1xبرای   . 

 گیریم  که نتیجه می  3-1-3از نتیجه

1 1

2

1
tan ( ) tan

2 1 2j m

m m
j

 
 



   


 

 پس داریم

.
1

2

1
tan ( ) ;

2 1j m

m m
j

 
 



  


 

 

)  برای تابع حقیقی مقدارمثال.   3-2-2 ) logf x x  داریم 

1 1

1
( ) lim( log ) ( 1); 0.

n

n n

n
k k

x
f x n x x

k x k x
  


 

      
 

  

 بنابراین داریم نمایشگر تابع دیاگاما است.   کهجایی

.
1 1

( ) log ; 1x x x
x x

     

)تابع حقیقی مقدار  مثال.  3-2-3 ) rf x x0به ازای  راr   0)با دامنه, ) دانیم گیریم. میدر نظر می

( )f xداریم و محدب است 

.1

1

( ) ( ) (1 , 1); 0r

k

f x r x k r r x x 








        

 بنابراین
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1 1

1

2 1
(1 , 1) ( ) ( 1) ; 0, 0r r

k

r x
r x x k x x r

r



 



 
        

 گیریمدر حالت خاص نتیجه می

1

1

2 1
( ) ( 1) ; 1.

1

r r

k

r
r k x r

r








  


  

 گیریممثال.   3-2-4
1

2
   عدد حقیقی ثابتی باشد و قرار دهید

2

( ) xf x e .  ابتدا داریم 

2( )

1

( ) 2 ( ) x k

k

f x x k e 

 


 





  

  دهد کهنتیجه می (  2بنابراین )
22 ( 1)( )

1

1
( ) ( 2 2) ; 0.

2

xx k

k

x k e x e x




 


 



     

0xاگر در نامساوی بالا    رسیمقرار دهیم، به رابطه زیر می 

2

1

1
( 2) .
2

k

k

e e











  

تابع حقیقی مقدار   مثال.  3-2-5
1

( ) (1 )xf x
x

    {0}را با دامنهfD   گیریم، آنگاه در نظر می 

1

1
( 1) log(1 ) 1

1
( ) (1 )

1

x k

k

x k
x kf x e

x k x k









   
   

  
 

 بنابراین

1

1
( 1) log(1 ) 1

1 1
(1 ) (1 ) ; 1

1

x k x

k

x k
x k e x

x k x k x






   
    

  
 

 بنابراین نامساوی زیر را بدست می آوریم

1

1

1 1 1
(1 ) (log(1 ) ) 2.

1 1 2

k

k

e
k k k






    
  

 

برای   (2. طبق )مثال 3-2-6
2

1
( )

1
f x

x



 گیریمنتیجه می 

2 2
1

2( )
( )

(( ) 1)k

x k
f x

x k











 
 

 بنابراین داریم

2

2 2 2
1

( ) 1 1
( ) ; 1

(( ) 1) 2 1k

x k x
x

x k x





 
 

  
 

0xدر حالت خاص اگر   گیریمقرار دهیم  نتیجه می 

2 2
1

1
.

( 1) 2k

k

k
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)برای ال. مث 3-2-7 ) sinh( )xf x e داریم
1

( ) cosh( )x k x k

k

f x e e



   




 و 

1 1

1

cosh( ) 2
sinh( ) cosh( ); 0.

x k
x x x

k
k

e
e e e x

e e

 
   



   

 

0xدر حالت خاص اگر   گیریمقرار دهیم  نتیجه می 

1 1 1

1

cosh( ) sinh( ) 2 cosh( ).k k

k

e e e e e
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