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 چکيده

و کداریو  ییحلقه جابجاR دیفرض کن Z R صفر یهاهیمجموعه مقسوم عل R .گراف اندرسون و بداوی باشد

توتال  ΓT R  که مجموعه رئوس آن تمام عناصررا تعریف کرده R زیو دو رأس متمابوده x وy  مجاورند

اگر و تنها اگر x y Z R از یرگرافیها زآن نی. همچن   ΓT R  مجموعه رئوس بارا 

     
*

\ 0Z R Z R نماد باه و مطالعه کرد  0 ΓZ R  زیرأس متما دودادند. در این گراف توتال نیز نشان 

xو y مجاورند اگر و تنها اگر x y Z R یمقاله گراف پوچساز قو نی. در ا  AG Rبا مجموعه رئوس

     
*

\ 0Z R Z R زیرأس متما دو در این گراف شود.می فیتعر xوy  و تنها اگر اگرمجاورند

     0R Rann x ann y . الیهر  نیبنابرا AG R، از یالی  0Z R یمقاله خواص نیاست. در ا 

قطر، کمر و...  ،یمانند همبند AG R شود اگرو نشان داده می یبررس R باشد یحلقه کاهش کی، AG R

همبند است اگر و تنها اگر  3Min R  و    1,2Adiam G R  و نیز اگرR ی باشدکاهشریحلقه غ،

 AG R همبند بوده و یگراف    0,1,2Adiam G R  .در صورتی که همچنین R نباشد،  حیحوزه صح

    3,Agirth G R  . تام و کردال بودن AG R اگرشود بررسی شده و نشان داده می AG R یدارا 

باشد، یمتناه یاعدد خوشه AG R کردال است اگر و تنها اگر   3Max R  و AG R  تام است اگر و تنها

اگر  4Max R  ،که Max R مالیماکس یهاآلدهیتمام ا مجموعهR .است 
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 مقدمه -3

ت. شده اس اتیبیباعث به وجود آمدن مسائل جالب در جبر و ترک یبه ساختار جبر یبیترک موضوع کیاختصاص 

به  یبرا یادیمقالات ز می باشد. نهیزم نیاز موضوعات مهم در ا یکیوابسته به حلقه ها  یمطالعه گراف ها نیبنابرا

 (.[5]–[1]ثالبه عنوان م)حلقه ها وجود دارد  هیدر نظر یجبر جیدست آوردن نتا

 یهاآل دهیا . مجموعه تمام عناصر پوچ توان،گرفته شده استدرنظر  کداریو  ییحلقه جابجا ،Rمقاله حلقه نیدر ا

با بیبه ترت مالیماکس یهاآلدهیو ا مالینیاول م Nil R، Min R و Max R  نیهمچنداده می شود. نشان 

با نماد Mمدول-Rصفر یها هیمجموعه تمام مقسوم عل Z M ریکه به صورت ز ((1)رابطه ) شده ادهنشان د 

 : شود یم فیتعر
(1)    | 0 ,0Z M r R rx x M     

 

 با نماد Rمشخصه حلقه char R مجموعه ریز ی. براداده می شودنشانA از حلقهR ، * \ 0A Aی. برا 

با  Iپوچساز ،Rاز  I آل دهیهر ا Rann I  آل ناصفر دهی. اداده می شودنشانI از R اگر ،است یاساسI  با

اگر عنصر پوچ توان ناصفر نداشته  ،است افتهیکاهش  Rاشتراک ناصفر داشته باشد. حلقهR   آل ناصفر دهیهر ا

 مراجعه شود(. [7] ,[6] حلقه به هیدر نظر گرید صطلاحاتا یبرا)باشد 

دیفرض کن ,G V E در آن  گراف باشد که کی V V G مجموعه رئوس و  E E G   الیمجموعه 

 با بیبه ترت Gهاست. قطر و کمر گراف diam G و girth G   نماد از. داده می شودنشان nK گراف برای

است که مجموعه  یگراف یبخش-nنداشته باشد. گراف یالیگراف پوچ است اگر  G.استفاده می شود nکامل مرتبه 

 یبخش-nمجموعه نباشد. گراف  کیدر  یالی چیه سرکه دو به طوری  ودشمی  میمجموعه تقس ریز nرئوس آن به 

 ،G. در گرافباشدمجاور  ستندیمجموعه ن ریز کیکه در  گریبا همه رئوس د آن است که هر رأس یکامل گراف

 مجاور نباشد. Gاز یرأس چیه با xهرگاه  ندیگو زولهیرا ا xرأس

G ،گراف یبرا S V G یرو ییالقا رگرافیاگر ز است،خوشه  کی S  نیبزرگترکامل باشد. تعداد رئوس 

 و با است Gیعدد خوشه ا Gگراف ی خوشه G  داده می شودنشان. 

G (گرافی عدد رنگ G) طوری کهکرد به  ریتوان به رئوس گراف نظ یکه م یی استتعداد رنگ ها نیکمتر 

 داشته باشند. یمتفاوت یهر دو رأس مجاور رنگ ها

G ،هر گراف یواضح است برا   G G  .  

G  اگر ندیگو فیتام ضعرا   G G  . گراف تامG آن، عدد  ییالقا رگرافیهر ز یاست که برا یگراف

 ای با هم برابر باشند. رنگی و خوشه

 د.نباش Cرئوس ءآن جز یابتدا و انتها ینباشد ول Cاست که در یالی Cکرد از دور کی

 کرد باشد. کیشامل  0اگر هر دور با طول حداقل  ندیکردال گورا  Gگراف

گراف 0 0,H V E از یرگرافیزG 0اگر ،استV V  0وE Eبه علاوه . H0توسط ییالقا رگرافیرا زV 

0Vاگر ،ندیگو V و 0 0| ,E uv u v V که با نماد   0G Vشود یم داده نشان. 
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1 با نماد 2Gو  1G باشند. الحاق زیدو گراف متما 2Gو 1Gیدفرض کن 2G Gê، است با رئوس یگراف

     1 2 1 2V G G V G V G ی هاالی هو مجموع êا   1 2 1E G G E Gê  ا

      2 1 2| ,E G uv u V G v V G  1  نیهمچن 2G G مجموعه رئوس  بااست  یگراف

   1 2V G V Gیها الی هو مجموع ا      1 2 1 2E G G E G E G  در  گرید صطلاحاتا یبرا) ا

 مراجعه شود(. [8] گراف به یتئور

1 با ییحلقه جابجا کیR دیفرض کن 0 گراف توتال [9] در یباشد. اندرسون و بداو   ΓT R فیرا تعر 

مجاورند اگر و تنها اگر yو x زیو دو رأس متمابوده R که مجموعه رئوس آن تمام عناصر به طوری کرده

 x y Z R ی از رگرافیها ز آن نی. همچن   ΓT R مجموعه رئوس  بارا     
*

\ 0Z R Z R  

نماد بارا  گراف ریز نیمطالعه کردند. ا  0 ΓZ R  زیرأس متما دودادند. در این گراف نیز نشانx  و y  مجاورند

اگر و تنها اگر x y Z R صفر ناصفر یاه هیمقسوم عل یرو گراف توتال رگراف،یز نی. در واقع اR است . 

با رئوس یگریجهت دار د ریگراف غ، Rحلقه یبرادر این مقاله      
*

\ 0Z R Z R شود به  یم فیتعر

مجاورند اگر و تنها اگرy و xزیکه دو رأس متماطوری     0R Rann x ann x گراف پوچساز  ،گراف نی. اب

و با نمادشده  دهینام یقو AG R  دیتوان د یم ی. به سادگداده می شودنشان AG R از یگراف ریز 

  0 ΓZ Rگراف یها یژگیو نیروابط ب ، و نیزاست AG R به علاوه می شود یحلقه ها بررس یو خواص جبر .

ور مطالعه و به ط ییصفر ناصفر حلقه جابجا هیعناصر مقسوم عل یو گراف توتال رو یگراف پوچساز قو نیرابطه ب

 یتام بودن گراف پوچساز قو تی. در نهابررسی می شود و گراف توتال یگراف پوچساز قو یکسان بودن طیشرا خاص

اگر داده می شود و نشان شده یبررس AG R  داشته باشد، آنگاه  یمتناه یاعدد خوشه AG R   تام است اگر

و تنها اگر  4Max R که Max R مالیماکس یهاآلدهیمجموعه همه اR .است 

 

ياساس واصخ -8 AG R 

 گراف یاساس یها تیبخش خاص نیدر ا AG Rداده می شودمثال نشان  ی. برابررسی می شود AG R  همبند

است اگر و تنها اگر  0Z R یها دارا آن یکه گراف پوچساز قو ییگراف همبند باشد. به علاوه همه حلقه ها 

اگر گراف شود، یمداده نشان  نی. همچنشود میمشخص ، باشند یم 2 ای 1قطر  AG R  دور باشد،  کیشامل

 هآن گا   3Agirth G R . 
 

 صورت: نیحلقه باشد در ا کی  R دیفرض کن :3.8 لم

 هر ی( برا1 x Nil R ، Rann x یآل اساس دهیا R  .است 

 ( اگر2 a Nil R و  x Z R، گاه آن  a x Z R  . 

xهر ی( برا1 R، RRx ann x از یآل اساس دهیا کیR .است 

x,ی( اگر برا0 y R،  0xy ، گاه آن    R Rann x ann y یآل اساس دهیاR .است 
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دی( فرض کن1 :برهان x Nil R چنان موجود باشد که Rann x از یآل اساس دهیا کیR نینباشد. در ا 

که یوجود دارد به طور Rاز Iمانند یآل دهیصورت ا   0RI ann x . هر یدهد برا یم جهینت نیا
*a I، 0ax  .واضح است ax I ،2 لذا 0axx ax   . هر عدد  یشود برا یم جهیروند نت نیادامه ا از

n،0nax و مثبت حیصح  دهد ینشان م اقضتن نی. ااستتناقض  کی نیا و  Rann x از یآل اساس دهیاR 

 ی باشد.م

دی( فرض کن2 a Nil R و  x Z R  .(1قسمت ) طبق،     0R Rann a ann x  لذا .

   0 R Rz ann a ann x   به طوریکه وجود دارد  0z a x نی. بنابرا a x Z R  

( اگر1 RRx ann x از  یآل اساس دهیا کیR ،صفر ریغ آلدهیآن گاه ا نباشدJ از R  موجود است به

 که یطور    0RJ Rx ann x  دهد یم جهیبه وضوح نت نی. ا  0JRx  بنابراین . 

 RJ ann x دهد یتناقض نشان م نیا تناقض است. ککه ی  RRx ann x از یآل اساس دهیا کیR  می

 .باشد

0xy از( 0 ، نتیجه می شود  Rx ann y .بنابراین RRx ann y( نت1. حال از قسمت )شودیم جهی

    R Rann x ann yاز یآل اساس دهیاR باشد. یم 
 

  :ندبرقرار ریصورت عبارات ز نیحلقه باشد. در ا کی Rدیفرض کن :8.8 لم

x( اگر1 y از گراف یالی AG R باشد، آن گاه x yاز گراف یالی  0Z R باشد. یم زین 

( اگر2 
*

x Nil Rآن گاه ،x گراف گریبا همه رئوس د AG R .مجاور است 

x دی( فرض کن1 :برهان y از یالی AG R  .لذاباشد     0R Rann x ann y هر یبرا ، و

   0 R Rz ann x ann y  ،  0z x y دهد یم جهینت نی. ا x y از گراف الی کی

   0Z R باشد. یمنیز 

 ،1.2( لم 1قسمت ) طبق( 2 Rann x از یآل اساس دهیا کیR هر یبرا بنابراین. است 
*

y Z R،  نتیجه

شود  می     0R Rann x ann y نی. بنابراxگراف گریبا همه رئوس د  AG R .مجاور است  
 

کمر گراف قطر و ی،همبند در ادامه AG R افتهیحلقه کاهش  ی. برابررسی می شودR، اگر    0Z R  ،

آن گاه  2Min R . اگر همچنین   2Min R چون ، AG R از یگراف ریز   0Z R است، لذا

،[9]مرجع  1.2 هیقض طبق AG R مورد نی)در ا ستیهمبند ن    0AG R Z R ). 
 

صورت نینباشد. در ا حیکه حوزه صح یباشد به طور یحلقه کاهش کیR دی( فرض کنالف :3.8 هيقض AG R 

همبند است اگر و تنها اگر  3Min R به علاوه اگر گراف . AG Rآن گاه ،همبند باشد 

    1,2Adiam G R  . 

باشد، یکاهش ریحلقه غ کی R( اگرب AG R است و همبند     0,1,2Adiam G R . 
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و باشد یحلقه کاهش کی Rدیفرض کن گریاثبات طرف د یاست. برا یهیطرف حکم بد کالف( ی برهان:

  3Min R دی. فرض کن 
*

,x y Z R که  یبه طورx  وy مجاور نباشند. لذا

     0R Rann x ann y  .0راگxy ، گاه آن x xy y  از ریمس کی x به y در AG R 

0xyکنید باشد. لذا فرض  یم می شودحالت ادعا  نی. در ا   
*

\ ,z Z R x y کهبه طوری  وجود دارد 

     0R Rann z ann y   

 و     0R Rann z ann x  

xدهد یم جهیکه به وضوح نت z y  از ریمس کی x بهy در گراف AG R باشد. به برهان خلف فرض  یم

هر یبرا دیکن   
*

\ ,z Z R x y ،      0R Rann z ann x   ای      0R Rann z ann y 

 هر یلذا برا .    R R Rann z ann ann x    
*

\ ,z Z R x yای    R R Rann z ann ann y

 از نیهمچن .     0R Rann x ann y  شود یم جهینت     R R Rann y ann ann x و 

    R R Rann x ann ann y. 

 مداری [6] 1..1 گزارهطبق است  یحلقه کاهش کی  Rچون  گریاز طرف د   
0 Rx

Z R ann x


  لذا ا

       R R R RZ R ann ann x ann ann y   0 چونxy  شودیم جهینت 1.2لم  0، از قسمت 

   R Rann x ann y I  است و چون یآل اساس دهیا کیR است، یحلقه کاهش کی       

       0R R R Rann ann x ann ann y دهدیم جهینت، [10]مرجع  0.2 جهینت همراه هب نیاب

  2Min R ، و لذا کندیاثبات ادعا را کامل م تناقض نیتناقض است. ا کی که AG R گراف همبند  کی

است و    1,2Adiam G R . 

صفر با همه رئوس  ریتوان غ شود هر عنصر پوچ یم جهینت 2.2لم  2است، از قسمت  یکاهش ریحلقه غ R( چونب

لذا، مجاور است گرید AG R گراف همبند بوده و کی    0,1,2Adiam G R . 

که ی نشان داده می شودبعد قضیه در   3Agirth G R بیان می شود.  ریلم ز . ابتدا 

صورت اگر نیباشد. در ا یحلقه کاهش کی Rدیفرض کن :1.8 لم 
*

x Z R که یموجود باشد به طورn mx x

( m وn و مثبت حیدو عدد صح)گاه ، آنR است. ریپذ هیحلقه تجز کی 

دیفرض کن :برهان 
*

x Z R که  یبه طورn mx x ( mوn و مثبت حید صحاعدا)می  تی. بدون کاستن از کل

nردفرض کتوان  m. 

 نیبنابرا 1   0n m nx x  . لذا   1   m n n

Rx ann x  دهد یم جهینت، که RRx ann x R   .چون

R لذااست  یحلقه کاهش کیR است. ریپذ هیحلقه تجز کی  

 صورت نی. در انباشد حیصح حوزه R دیفرض کن :8.8 هيقض    3,Agirth G R  . 

صفر  ریشود هر عنصر پوچ توان غ یم جهینت 2.2لم  2گاه از قسمت باشد، آن یکاهش ریحلقه غ کی Rاگر :برهان

در گریبا همه رئوس د AG R بنابراین .مجاور است     3,Agirth G R  . اگرR یحلقه کاهش کی 
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توان یم ست،ین حیحوزه صح Rباشد. چون 
*

x Z R  مثبت و  حیحهر دو عدد ص یرا انتخاب کرد. اگر برا

n ،nوm زیمتما mx x ،گاهآن    3Agirth G R مانند زیو مثبت متما حیدو عدد صح ید. لذا فرض کن m

nکه یوجود دارند به طور nو mx xشود یم جهینت 1.2صورت از لم  نی. در ا 
1 2R R R  که در آن 

1R و

2R باشند. اگر یدو حلقه م  2Min R  ،دید توانیم یبه سادگ   * *
1 2

A R R
G R K K   و لذا 

    3,Agirth G R  . اگر  3Min R ، چون 
1 2R R R  ،لذا 1 2Min R  ای 

 2 2Min R یدکن فرض تی. بدون کاستن از کل 2 2Min R . یبا روش مشابه برا 
2R، 

   3Agirth G R  ای 
2R فرض کنید تیبدون کاستن از کل .شود یم هیدوباره تجز 

1 2 3R R R R   در .

 دور صورت نیا       1,0,0 1,1,0 0,1,0 1,0,0   مثلث در گراف کی AG R نیباشد و لذا در ا یم 

زنیحالت    3Agirth G R . 
 

ه ک شودیمشخص م ییها. ابتدا حلقهشود یم یها کامل است طبقه بند آن یکه گراف پوچساز قو ییهاحلقه حال

گراف ی ازرأس هادر آن AG R رئوس مجاور است. هیدارد که با بق وجود 
 

 گریبا همه رئوس د xصورت نی. در انباشد حیصح حوزه Rدیفرض کن :1.8 هيقض AG R مجاور است اگر و

تنها اگر    RZ ann x Z R. 

 گراف گریبا همه رئوس د x راس دیابتدا فرض کن برهان: AG R  شودداده میمجاور است. نشان

    RZ ann x Z R. 

 دیفرض کن    \ Ry Z R Z ann x. چون  Rx Z ann x ، لذا x y . بنابراینx  باy   مجاور

شود یم جهیمجاورت نت نیاز ا .است     0R Rann x ann y   نیتناقض است. بنابرا کیکه

    RZ ann x Z R. 

دیبرعکس، فرض کن     RZ ann x Z Rاگر . y Z R  د به طوری کهداشته باشوجود 

     0R Rann x ann y ، گاهآن     \ Ry Z R Z ann x، تناقض نشان  نیتناقض است. ا که

  مجاور است. گریبا تمام رئوس د xدهدیم

صورت نی. در استین حیصح باشد که حوزه ای حلقه Rدیفرض کن :3.8 جهينت AG R گراف کامل است  کی

هر یاگر و تنها اگر برا 
*

x Z R،    RZ ann x Z R. ییحلقه جابجاR وR-مدولM  را در نظر

حلقه ،Mیساز آلدهی. ادیریبگ R M هر یبرا است که  ,r s Rو,m n M ، جمع به صورت 

     , , ,r m s n r s m n    ضرب به صورت و     , , ,r m s n rs rn sm  شودیم فیتعر. 

 :شود بیان میاست  1.2 جهیکه مرتبط با نت ریحال مثال ز
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دی( فرض کن1 :3.8 مثال
( )2

/M Q Z= و R M . لذا     2Z R M  و

    0Nil R M  ،بنابراین    Z R Nil R. هر یبرامی توان دید  یبه سادگ 
*

x Z R،

    RZ ann x Z R. 

 دی( فرض کن2    22 , / ,R X Y XY X، 2,x X XY X    و 2,y Y XY X گاه . آن  

   ,Z R x y Rو   0,Nil R x هر یبرا می توان دید یبه سادگ 
*

x Z R،

    RZ ann x Z R. 

 دی( فرض کن1   Z R Nil Rهر ی. برا  x Z R1.2لم  1 ، طبق قسمت ، Rann xی آل اساس دهیا

R هر یاست و برا 
*

x Z R،    RZ ann x Z R . 
 

 یها گراف شرايط تساوی -1 AG R و   0Z Γ R  

نشان داده شدقسمت قبل  در  0Z R و AG R هستند کیناصفر به هم نزد ی صفرها هیمقسوم عل یرو .

که ییهاحلقهمشخص کردن پس   0Z R با ناصفر ی صفرها هیمقسوم عل یرو AG R جالب  ندیمساو

 .یی مورد مطالعه قرار می گیردها  حلقه نیبخش چن نیالذا در . است

دی( فرض کن1 :3.1 مثال
2 2 2R   صورت نی. در ا    0AG R Z R .( ( نمایش 1)در شکل

 داده شده است.(

 

 

 
 (3نمايش مثال ): 3شکل 

 

 دی( فرض کن2
2 4R  صورت نی. در ا    0AG R Z R . ( نمایش داده شده است.2در شکل ) 
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 (8: نمايش مثال )8شکل 

 ،شودنشان داده می Rینیهر حلقه آرت یبرا یرز هیدر قض    0AG R Z R  تنها اگر اگر و 

   2Max R . 

 

صورت نیدر ا باشد. ینیآرتحلقه  Rدیفرض کن :3.1 هيقض  2Max R راگ تنها و اگر 

    0AG R Z R  

 دیفرض کن برهان:  2Max R . شودان داده مینش     0AG R Z R  . اگردر این صورت 

  1Max R  2.2لم  2، آن گاه طبق قسمت، AG R گراف کامل است و چون  AG Rاز یرگرافیز 

   0Z Rنیبنابرا .است، هردو گراف کامل اند     0AG R Z R دی. حال فرض کن  2Max R  

و   1 2,Max R m m چون   1 2m m Nil R   هر ، 2.2لم  2، طبق قسمت* *

1 2x m m   با تمام

 یها گراف گریرئوس د AG Rو   0Z R است. مجاور 

دیحال فرض کن
1 2, \x y m m. چون 

1Rx m،   1R Rann m ann x. به طور مشابه 

   1R Rann m ann y. نیبنابرا     1R R Rann m ann x ann y  دهد یم جهینت نیا: 

      0R Rann x ann y و لذا x و y در AG R و  0Z R بنابراین. ندمجاور

  1 2\AG R m m و   0 1 2\Z R m m ند. به طور مشابههست کامل یها گراف  2 1\AG R m m و

   0 2 1\Z R m m  اگر گریند. از طرف دهست کامل یگراف هانیز 
1 2\x m m و 

2 1\y m mگاه، آن

 x y U R  .نیبنابراx وy یاز گراف ها چکدامیدر ه  AG Rو  0Z R از آنجا  .ندستیمجاور ن

  :که       1 2 1 2 2 1\ \Z R m m m m m m   ( را خواهیم داشت:2رابطه ) سپ 
(2) 

      * *
1 2 2 11 2

0 \ \A m m m mm m
G R Z R K K K


     

اگر ،برعکس  3Max R  داده می شود، نشان    0AG R Z R دی. به برهان خلف فرض کن

    0AG R Z R چون . R است و ینیآرت  3Max R  ، لذا
1 2 3R R R R  . 

اگر 1 2char R اهگ، آن 1,0,1  و 1,1,0 در  0  Z R در یول رند،ومجا AG R ستند،یمجاور ن 

نیکه تناقض است. بنابرا 1 2char R . به طور مشابه   2 3 2char R char R  وضوح . به 1,0,1  و
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 1,1,0 در  0  Z R در یمجاورند ول AG R نیکه تناقض است. بنابرا ،ستندین اورمج

    0AG R Z R . 
 

x مدول باشد.-Rکی Mدی. فرض کنگرفته شوددر نظر  دیبا [7] از یفیبعد تعار هیقض انیب یبرا R عنصر

M-یاگر برا ،منظم استz M، 0xz  0 دهد جهینتz گری. به عبارت دx، صفر هیمقسوم علM .نباشد 

 :نیز مورد نیاز است ریلم ز نیهمچن
 

حلقه باشد و کی Rدیفرض کن :3.1 لم 
*

,x y Z Rصورت نی. در اx عنصر کی Rann y-منظم از R 

عنصر کیy اگر و تنها اگر است Rann x-منظم ازR .باشد 

عنصر کیx د،یفرض کن برهان: Rann y-منظم از حلقه R  .هر یبرالذا باشد 0 Ra ann y  0xa 

عنصر  yحال اگر . Rann x-یمنظم نباشد، آنگاه برا 0 Rb ann x  ،0by  . بنابراین

 Rb ann y  0کهبه طوریbx  .پس، که تناقض است yعنصر کی Rann x-باشد. برعکس یمنظم م 

  .دیآ یبه طور مشابه به دست م

 می شود. انیب ریز هیحال قض

 معادلند: ریصورت عبارات ز نیحلقه باشد. در ا کی  R دیفرض کن :8.1 هيقض

1 )    0AG R Z R . 

ی( به ازا2 
*

,x y Z Rاگر ، x عنصر کی Rann y-منظم باشد، آن گاهx y عنصر کیR-.منظم است 

برهان:   2 1: چون x عنصر  Rann y- هر ی، لذا برااستمنظم 0 Ra ann y ، 0xa نی. ا 

 :دهد یم جهینت       0R Rann x ann y . از آنجا که    0AG R Z R ، لذا x y Z R . 

x بنابراین yعنصر کی R-.منظم است 

   1 2  : اگرx y از یالی  0Z R و ،باشد     0R Rann x ann y صورت به  نی. در ا

عنصر کی x،کرد یبررس توانیم یسادگ Rann y-منظم است. لذاx y عنصر کیR- .لذامنظم است  

x yاز گراف یالی  0Z R تناقض است. کیکه  ،ستین  
 

بودن گراف کردال -0 AG R 

به ازای آن ها گراف که Rیحلقه ها همه بخش نیدر ا AG R  بررسی می شودکردال است ،. 
 

 معادلند: ریصورت عبارات ز نیحلقه باشد. در ا کی Rدیفرض کن :3.0 لم

1 ).  AG R  

2 ).  AG R   

1 )R است. یحلقه متناه کی 
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 برهان:     1 , 2 3 ساده هستند. اگر   3 1 گاه ثابت شود، آن   3 2 به دست  یبه سادگ

 نیبنابرا. دیآیم   3 1 دارد. ازیاست که به اثبات ن یتنها حالت 

   3 1: دیفرض کن  AG R  داده می شود. نشانR است. اگر یمتناه   Nil R Z R، 

گراف شودیم جهینت 1.2لم  2گاه از قسمت آن AG R جهیگراف کامل است. در نت کی  Z R   و لذاR 

: یدکناست. حال فرض  یمتناه   Nil R Z R و   \x Z R Nil R. 

یهمجموع نیبنابرا |nx n خوشه از گراف کی AG R باشد. چون یم  AG R دو عدد  ، پس

n, زیو متما حیصح m  کهبه طوری وجود دارندn mx x .جهینت درR ی هالذا حلقه ،بوده ریپذ هیحلقه تجز کی

1R  و
2R که یوجود دارند به طور 

1 2R R R حال اگر .*

1,x y Rدیدتوان  یم ی، آن گاه به سادگ ,0x 

 با ,0y  .مجموعه شود یم جهیمطلب نت نیااز مجاور است  *1,0 |x x R بر  ،است یمجموعه متناه کی

این اساس 
1R توان نشان داد ی. به طور مشابه ممی باشد یحلقه متناه کی 

2R نیاست. بنابرا یمتناه زین R

  است. یحلقه متناه کی
 

حلقه ویک  R دیفرض کن  :3.0 جهينت  AG R و مثبت حیصورت عدد صح نی. در اn  وجود دارد

که
1 nR R R  1هر یبرا و i n  ،

iR باشد. یم ینیآرت یحلقه موضع 

و مثبت حیعدد صح ،[6]مرجع  ۸.0 هیقضطبق  لذا .است ینیحلقه آرت کی Rشود یم جهینت 1.0طبق لم  برهان:
n که یوجود دارد به طور 

1 nR R R  1هر یکه برا i n ،
iR باشد.یم ینیآرت یحلقه موضع کی  

 

و حلقه باشد  کی R دیفرض کن :8.0 لم
1 nR R R  که در آن n یو مثبت بوده و برا حیعدد صح کی 

1 هر i n  ،
iR صورت: نیباشد. در ا ینیو آرت یحلقه موضع کی 

( اگر1 AG R 4 آن گاه ،نباشد .به طول حداقل  القایی دور فرد چیشامل هn . 

( اگر2 AG R 3 آن گاه ،نباشد 0به طول حداقل  القایی دور چیشامل هn . 

اگر ( 1 1, , nx x x  و  1, , ny y y  1 هر یکه برا i n ، ,i i ix y R 2 وn صورت  نی. در ا

1 i n  به طوری که ، وجود دارد     0R i R iann x ann y   اگر و تنها اگرx yاز گراف یالی

 AG R  .اگر  در حالت خاصباشد
i ix y از گراف  الی کی A iG R  ایباشد  i i ix y Nil R ، آن گاه 

x y از گراف یالی  AG R باشد. یم 

, دی( فرض کن0 ,x y z از یعناصر 
*

Z R دیفرض کن نیباشند. همچن   R Rann x ann y .x z از  یالی

گراف AG R ( AG R )اگر و تنها اگر  استy z از گراف یالی  AG R            ( AG R.باشد ) 

 دی( فرض کن.
1 1na a a  از گراف .به طول حداقل  القایی دور فرد کی AG R صورت نیباشد. در ا 

1 هر یبرا ,i j n  (i j ،)   R i R jann a ann a. 

5n دی( فرض کن1 برهان: کرد یبررس توانیم یصورت به سادگ نی. درا: 
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   1,0,0,1,1,1, ,1 1,0,1,1,0,1, ,1      0,1,1,0,1,1, ,1 0,1,0,1,1,1, ,1   

   1,1,1,0,0,1, ,1 0,1,1,0,1,1, ,1   

4nبنابراینتناقض است.  کیکه  ،باشد یم .دور به طول  کی . 

4n دی( فرض کن2 توان نشان داد یم یصورت به سادگ نی. در ا: 

   0,1,1,0,1, ,1 0,1,0,1,1, ,1    

   1,0,0,1,1, ,1 1,0,1,0,1, ,1    

 0,1,1,0,1, ,1 

3n نیبنابرا. تناقض است کیکه  ،باشد یم 0دور به طول  کی . 

 دی( فرض کن1     0 0i R i R ia ann x ann y   . 

 صورتاین در 

     0, ,0, ,0, ,0i R Ra ann x ann y    لذاx y از گراف یالی  AG R باشد. یم 

1 هر یواضح است. چون اگر برااین مطلب عکس  i n ،      0R i R iann x ann y ، گاهآن 

     0R Rann x ann y .  دیآیبه دست م یبه سادگ زیحکم ن خاصحالت. 

x ( چون0 z از یالی  AG R( AG R )،لذا است      0R Rann x ann z 

      0R Rann x ann z مطلب همراه با نیا    R Rann x ann y دهدیم جهینت، 

            0 , 0R R R Rann y ann z ann y ann z    لذا y z از گراف یالی  AG R(

 AG Rشودیباشد. برعکس به طور مشابه اثبات م ی( م. 

1 ( اگر. ,i j n  ،i j، طوری که  وجود داشته باشد به   R i R jann a ann a،  با استفاده از آن گاه 

 .دیآ یتناقض به وجود م 0قسمت 

 :بیان می شود ریمهم ز هیحال قض

 حلقه باشد و کی R دیفرض کن :3.0 هيقض  AG R صورت نی. در ا AG R گراف کردال  کی

 است اگر و تنها اگر  3Max R . 

 چون برهان:  AG R  ،اثبات  ی. برادیآ یبه دست م 2.0لم  2و قسمت  1.0 جهیطبق نت طرف اول

چون ،عکس  AG R 1.0 جهی، طبق نت ،R اگر نیاست. بنابرا ینیحلقه آرت کی   2Max R  ،

, مثبت حیاعداد صح ی، برا1.1 هیآن گاه طبق برهان قض ,n m l ، A nG R K ای

   A n m lG R K K K  مورد نی. واضح است در ا AG R حالت ستا یکاف اتنه نیکردال است. بنابرا

  3Max R  توان یحالت م نی. در اشود یبررس R  را به صورت
1 2 3R R R R   کرد که در  هیتجز

آن 
iRگرفته شودنظر ( در 2) یها مجموعه ،ادامه اثبات یباشند. حال برا یم ینیو آرت یموضع یها حلقه ها: 

 

 

 

       1 1 2 3, , | \ 0,0,0i iA x x x x Z R  

        2 1 2 3, , | , ,A x y z x U R y Z R z Z R     
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(2) 

        3 1 2 3, , | , ,A x y z x Z R y U R z Z R    

        4 1 2 3, , | , ,A x y z x Z R y Z R z U R    

        1 1 2 3, , | , ,B x y z x U R y U R z Z R    

        2 1 2 3, , | , ,B x y z x U R y Z R z U R    

        3 1 2 3, , | , ,B x y z x Z R y U R z U R    

 

4

1 ii
A A


 3و  ا

1 ii
B B


 Aواضح است صورت  نی. در اشود در نظر گرفته می ا B  و 

  AV G R A B رئوس گراف یافراز برا نی. حال با ا  AG R دور چیگراف شامل ه نیا شود یادعا م 

 دیباشد. به برهان خلف فرض کن ینم 0 به طول حداقل القایی
1 1na a a  به طول حداقل  القایی دور کی

 شود داده میگراف باشد. نشان  نیدر ا 0 1 1, , na a B  1نباشد  نی. اگر چن i n  به  ،وجود دارد

 طوری که 1 1, ,i na a a B  شود  یفرض م تیکاستن از کل ن. لذا بدو
1 1a B با توجه به ساختار عناصر .

1Bتوان نوشت یم  1 , ,a u v a که در آن  1u U R ، 2v U R و  3a Z Rمطلب همراه  نی. ا

 نکهیبا ا
2a  و

na با 
1a مولفه سوم ،دهد یم جهیمجاورند نت 

2a و
na متعلق به دیبا  3Z R طیشرا نیباشد. ا 

 یبرا
2a  و

na  رساند  یم 2.0لم  1همراه با قسمت
2a و 

na لذاکه تناقض است.  ،باهم مجاورند 

 1 1, , na a B  2,3برای  توان نشان داد یطور مشابه م . بهi  ، 1, , n ia a B   .نیابنابر 

شود  یم جهینت 1, , na a A  که با کامل بودن گراف ،  AG R A .لذا در تناقض است AG R  شامل

، پس ستین 0به طول حداقل  القایی دور چیه AG R گراف کردال است. کی 
 

تام بودن گراف -8 AG R 

به ازای آن ها گراف که Rیبخش حلقه ها نیدر ا AG R  ابتدا قضایای مهم زیر  .بررسی می شود است تام

 شود:یادآوری می
 

گراف  هی)قض نباشند . حداقلبا طول  ییشامل دور فرد القا Gو Gتام است اگر و تنها اگر Gگراف :3.8 هيقض

 (.[11]ی تام قو

 .[12] ف کردال تام استهر گرا :8.8 هيقض

 گراف و کی Gدیفرض کن :3.8 جهينت 1 2,V V افراز از کی  V G 1,2هر یصورت اگر برا نیباشد. در اi 

 ، iG V گراف کامل باشد، آن گاه  کیG گراف تام است. کی 

 .به طول حداقل  القایی  دور فرد چیشامل ه Gو G های گراف داده می شودنشان  ..1 هیطبق قض برهان:

 دیباشند. به برهان خلف فرض کنینم
1 1na a a  در گراف .به طول حداقل  القایی دور فرد کی G  .باشد

چون 1G V  و 2G V لذا ،ندکامل 1 1, , 3na a V  ای 1 2, , 3na a V  ،  تناقض است.  کیکه

 یگراف دو بخش کی Gچون گریباشد. از طرف د ینم .به طول حداقل القایی دور فرد  چیشامل ه Gنیبنابرا

  گراف کامل است. G،..1بنابراین طبق قضیه  باشد. .به طول حداقل  القایی دور فرد چیشامل ه تواندینم ،است
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وحلقه  کیRدیفرض کن :1.8 هيقض  AG R صورت نی. در ا AG R اگر و  استگراف تام  کی

تنها اگر  4Max R . 

چون برهان:  AG R اثبات  ی. برادیآ یبه دست م 2.0لم  1و قسمت  1.0 جهیحکم از نت اول ، طرف

عکس، چون  AG R  ،1.0 جهینت طبق،R اگر نیاست. بنابرا ینیحلقه آرت کی  3Max R  ،

 شودیم جهینت 1.0 هیگاه از قضآن AG R گراف ..2 هیقض طبقلذا  ،گراف کردال است کی AG R  تامگراف 

تنها حالت نیباشد. بنابرایم  4Max R  حلقه توان یحالت م نی. در ای شودم یبررس R را به صورت 

1 2 3 4R R R R R    که ،نوشت 
iRنشان  ستیکاف ..1 هیقض طبقباشند.  یم ینیو آرت یموضع یها حلقه ها

اده شودد AG R و  AG R یادعاها بنابراین لازم است .می باشندن .به طول حداقل القایی دور فرد  چیشامل ه 

 :شوند اثبات ریز

 :3 یادعا AG R از رئوس  ریادعا افراز ز نیاثبات ا یباشد. برا ینم .به طول حداقل  القایی دور فرد چیشامل ه

گراف AG R  ((1)مجموعه های ) گرفته می شود.در نظر 

(1) 

          1 1 2 3 4, , , | , , ,A x y z w x U R y Z R z Z R w Z R    

          2 1 2 3 4, , , | , , ,A x y z w x Z R y U R z Z R w Z R    

          3 1 2 3 4, , , | , , ,A x y z w x Z R y Z R z U R w Z R    

          4 1 2 3 4, , , | , , ,A x y z w x U R y U R z Z R w Z R    

          5 1 2 3 4, , , | , , ,A x y z w x U R y Z R z U R w Z R    

          6 1 2 3 4, , , | , , ,A x y z w x Z R y U R z U R w Z R    

          7 1 2 3 4, , , | , , ,A x y z w x Z R y Z R z Z R w Z R    

          1 1 2 3 4, , , | , , ,B x y z w x Z R y Z R z Z R w U R    

          2 1 2 3 4, , , | , , ,B x y z w x U R y Z R z Z R w U R    

          3 1 2 3 4, , , | , , ,B x y z w x Z R y U R z Z R w U R    

          4 1 2 3 4, , , | , , ,B x y z w x Z R y Z R z U R w U R    

          1 1 2 3 4, , , | , , ,C x y z w x Z R y U R z U R w U R    

          2 1 2 3 4, , , | , , ,C x y z w x U R y Z R z U R w U R     

          3 1 2 3 4, , , | , , ,C x y z w x U R y U R z Z R w U R     

          4 1 2 3 4, , , | , , ,C x y z w x U R y U R z U R w Z R     

7با قرار دادن  حال

1 ii
A A


 4،ا

1 ii
B B


 4 و ا

1 ii
C C


  کرد یتوان بررس یم یبه سادگ ،ا
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A B A C B C      و  AV G R A B C  ، لذا , ,A B C افراز از مجموعه کی

  AV G R داده می شودباشد. نشان  یم AG R باشد. به  ینم .حداقل  لطوه  بالقایی دور فرد  چیشامل ه

 دیبرهان خلف فرض کن
1 1na a a  در گراف .به طول حداقل  القایی دور فرد کی AG R  باشد. نشان

داده می شود 1 1, , na a C  1دی. فرض کن i n ، به طوری که وجود دارد 

 1 1, ,i na a a C   .ی توجه به ساختار عناصر مجموعه باصورت  نیدر ا
1C توان فرض کرد یم 

 , , ,ia a y z w، 

 که   1 2,a Nil R y U R     3 4,z U R w U R  یمولفه ها نیاول واضح است
1ia 

و 
1ia 

 دیبا 

متعلق به  1Nil R  .شود یم جهینت 2.0لم  1لذا از قسمت باشند 
1ia 

رأس با 
1ia 

که تناقض  ،باشد یمجاور م 

 بنابرایناست.  1 1, , na a C  . 

توان نشان داد یبه طور مشابه م   1 3 1 4, , , ,n na a C a a C       1 2, , na a C  لذا 

 1, , na a C  دهد یم جهیمطلب نت نی. ا 1, , na a A B   . لم  1طبق قسمت  گریاز طرف د

گراف رینشان داد دو ز توانیم یبه سادگ 2.0  AG R A  و  AG R B لذا  باشند. یکامل م یگراف ها

گراف بنابراین. دیآیم وجود تناقض به کی ..1 جهینتطبق  AG R به طول حداقل القایی دور فرد  چیشامل ه. 

 .ستین

 :8 یادعا AG R رئوس  یبرا ریادعا افراز ز نیاثبات ا ی. براستین .به طول حداقل القایی دور فرد  چیشامل ه

 گراف AG R  ((0)مجموعه های ) گرفته می شود.در نظر 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          1 1 2 3 4, , , | , , ,A x y z w x Z R y U R z U R w U R     

          2 1 2 3 4, , , | , , ,A x y z w x U R y Z R z U R w U R     

          3 1 2 3 4, , , | , , ,A x y z w x U R y U R z Z R w U R     

          4 1 2 3 4, , , | , , ,A x y z w x U R y U R z U R w Z R     

          1 1 2 3 4, , , | , , ,B x y z w x Z R y Z R z U R w U R     

          2 1 2 3 4, , , | , , ,B x y z w x U R y U R z Z R w Z R     

          3 1 2 3 4, , , | , , ,B x y z w x Z R y U R z Z R w U R     

          4 1 2 3 4, , , | , , ,B x y z w x U R y Z R z U R w Z R     

          5 1 2 3 4, , , | , , ,B x y z w x Z R y U R z U R w Z R     

          6 1 2 3 4, , , | , , ,B x y z w x U R y Z R z Z R w U R     

          1 1 2 3 4, , , | , , ,C x y z w x U R y Z R z Z R w Z R     

          2 1 2 3 4, , , | , , ,C x y z w x Z R y U R z Z R w Z R     

          3 1 2 3 4, , , | , , ,C x y z w x Z R y Z R z U R w Z R     
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(0) 

          4 1 2 3 4, , , | , , ,C x y z w x Z R y Z R z Z R w U R     

          1 2 3 4, , , | , , ,D x y z w x Z R y Z R z Z R w Z R     

4 با قرار دادن

1 ii
A A


 6، ا

1 ii
B B


 4و ا

1 ii
C C


 واضح است  ،ا , , ,A B C D افراز کی  AV G R 

 شود داده میباشد. نشان  یم AG R به برهان خلف فرض  .ستین .به طول حداقل القایی دور فرد  چیشامل ه

 دیکن
1 1na a a  در گراف .به طول حداقل القایی دور فرد  کی  AG R باشد. چون هر رأس از D کی 

رأس تنها از گراف AG R ،گرفت جهیتوان نت یم است 1, , na a D   شود می دادهنشان  ادامه. در

 1 1, , na a C  1دیکار فرض کن نیا ی. برا i n  وجود دارد، که 1 1, ,i na a a C   بدون .

فرض کرد توانیم تیکاستن از کل
1 1a Cکرد هر رأس از  یبررس توانیم گری. از طرف د

1C  فقط بارئوس موجود

در 
1A شود یم جهیباشد. لذا نت یمجاور م 

2 1, na a Aرأس در گراف کیمطلب که  نی. اما با ا AG R رأس با 

2a  مجاور است اگر و تنها اگر با
na نیدر تناقض است. بنابرا ،مجاور باشد  1 1, , na a C  . 

توان نشان داد یطور مشابه م به   1 3 1 4, , , ,n na a C a a C       1 2, , na a C  لذا 

 1, , na a C   .نشان داده می شود سرانجام 1 1, , na a B   . 

 فرض کرد توانیم تیبرهان خلف و بدون کاستن از کل به
1 1a Bکرد  یبررس یتوان به سادگ ی. م

1a  فقط با

 عناصر مجموعه
2 3 4B A A  لذار استمجاو . 2 2 3 4, na a B A A  اگر . 

2 2a B، گاه آن 
3a  با

na اگر  زیرا) مجاور استa رأس مجاور با کی 
2a باشد و b  با

1a گرفت که  جهینت توانیمجاور باشد، آن گاه م

 aوb )شود نتیجه می نیتناقض است. بنابرا کیکه  ،با هم مجاورند 
2 2a Bتوان نشان داد ی. به طور مشابه م 

2na Bلذا .  2 3 4, na a A A . چون حال   3 4AG R A A کامل است، ی گراف دو بخش ریز کی

 شود یم جهینت 2 3, na a A ای 2 4, na a Aردفرض ک توانیم تی. بدون کاستن از کل  2 3, na a A

دهد یم جهینت ، که
3a  با هر دو رأس

2a و
na  رأس  رأس با کی)چون است مجاور

2a  مجاور است اگر و تنها

رأس اگر با
na )دهد یتناقض نشان م نیتناقض است. ا کی ، کهمجاور باشد 1 1, , na a B   به طور .

2هر یتوان نشان داد برا یمشابه م 6i ، 1, , n ia a B   . دهدیم جهینت مطلب نیالذا 

 1, , na a A رگرافیز ،کرد یبررس توانیم ی. اما به سادگ  AG R A کامل با  یگراف چهار بخش کی

 یهابخش
iA(1 4i ) رساند یتناقض م نیتناقض است. ا کیکه  ،باشدیم AG R دور فرد چیشامل ه 

 شودیم جهینت ..1 هیو با استفاده از قض 2و  1 یباشد. لذا با توجه به اثبات ادعاها ینم .به طول حداقل  القایی

 گراف AG R گراف تام است. کی  

یها که گراف یبه طور ،وجود دارد Rحلقه دهدینشان م ریمثال ز AG R و AG R ی ول ،ندفیتام ضع

 AG R است: ازینمورد  ریز هی. قضیستگراف تام ن 

صورت نیباشد. درا ینیحلقه آرت کی R دیفرض کن :0.8 هيقض AG R و است فیگراف تام ضع یک 

       A AG R G R Max R  . 
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توان نوشت یاست، م ینیحلقه آرت R چون برهان:
1 nR R R ( n Max R) با در نظرگرفتن. حال

    1 1 1 1, , |nA x x x Nil R  2ی برا و i n ،  

      1, , | , , i n i i j jA x x x Nil R x U R j i     

 وضوح به 1, , nA A از یافراز   AV G R هر یشود برا یم جهینت 2.0لم  1باشد. طبق قسمت  یم

1 i n ی، گراف ها   A iG R A لذاباشند.  یگراف پوچ م     A AG R G R n   

یرئوس موجود در مجموعهبا توجه به اینکه  گریداز طرف       0,1, ,1 , 1,0,1, ,1 , , 1, ,1,0     با

 لذا ،هم مجاور بوده  AG R n .  نیبنابرا     A AG R G R n   شود. یو برهان کامل م  
 

2 و مثبت حیعدد صح یبرا دیفرض کن :3.8 مثال i  ،2 2...R    که در آن n  تعداد حاصلضرب

 صورت:  نیدهد. در ا یحلقه ها را نشان م

1 ) AG R و است فیگراف تام ضع کی       12 1n

A AG R G R    . 

2 ) AG R و  است فیگراف تام ضع     A AG R G R n  . 

1 ) AG R 4 گراف تام است اگر و تنها اگرn  

0)  AG R 4 گراف تام است اگر و تنها اگرn  

فرض کنید( 1 برهان:   2 ,1 1 \ 0, ,0ix i n      1 1, , ,0 |nA x x   و 

   \AB V G R A. 

 به وضوح ,A B افراز از رئوس کی   AV G R 12 باشد و یم 1nA  هر رأس از  یبرا گری. از طرف د

A مانند x ، رأس از  کیفقطB 1 که یوجود دارد به طورx y 12 نکهی)با توجه به ا 1nB  نی(. ا 

 رگرافیز نکهیمطلب همراه با ا نی. استندیبا هم مجاور ن yو x دهد یم جهینت  AG R A گراف کامل  کی

گراف ریدر ز یدهد رنگ کاف یم جهینت ،است  AG R A گراف یزیرنگ آم یبرا  AG R .وجود دارد 

 نیبنابرا      12 1n

A AG R G R    . 

 .دیآ یبه دست م ..0 هی( از قض2

 .دیآ یبه دست م 1.0 هی( از قض1

 ( چون0   A AG R G R، ی به سادگ ..1 هیطبق قض   4 و لذا  دیآیبه دست م –3 AG R  گراف

4n تام است اگر و تنها اگر .  



 121                        گراف پوچساز قوی حلقه جابجایی
 

 

 

 فهرست منابع 
[1] D. F. Anderson and P. S. Livingston, “The Zero-Divisor Graph of a Commutative Ring,” 

Journal of Algebra, vol. 217, no. 2, pp. 434–447, 1999. 

 

[2] D. F. Anderson, “On the diameter and girth of a zero-divisor graph, II,” Houston journal 

of mathematics, vol. 34, no. 2, pp. 361–372, 2008. 

 

[3] A.  Badawi,  “On  the Annihilator Graph  of  a  Commutative  Ring,” Communications in 

Algebra, vol. 42, no. 1, pp. 108–121, Jan. 2014. 

 

[4] A. Badawi, “On  the Dot Product Graph of a Commutative Ring,” Communications in 

Algebra, vol. 43, no. 1, pp. 43–50, Jan. 2015. 

 

[5] R. Nikandish, M. J. Nikmehr, and M. Bakhtyiari, “Coloring of the annihilator graph of a 

commutative ring,” Journal of Algebra and Its Applications, vol. 15, no. 07, p. 1650124, Aug. 

2015. 

 

[6] M. F. Atiyah and I. G. MacDonald, Introduction to commutative algebra. (Addison-

Wesley Pub- lishing Company, 2018. 

 

[7] H. J. H. Winfried Bruns, Cohen-Macaulay Rings, 2nd ed. Cambridge: Cambridge 

University Press, 1998. 

 

[8] Douglas West, Introduction to Graph Theory, 3rd ed. Prentice Hall: Upper Saddle River, 

2007. 

 

[9] D.  F.  ANDERSON  and  A.  BADAWI,  “ON  THE  TOTAL  GRAPH  OF  A 

COMMUTATIVE RING WITHOUT THE ZERO ELEMENT,” Journal of Algebra and Its 

Applications, vol. 11, no. 04, p. 1250074, May 2012. 

 

[10] J. Huckaba, Commutative Rings with Zero Divisors. Taylor & Francis, 1988. 

 

[11] R. Diestel, Graph Theory. Springer, Berlin, Heidelberg, 2006. 

 

[12] G. A. Dirac, “On rigid circuit graphs,” Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar 

der Universität Hamburg, vol. 25, no. 1, pp. 71–76, 1961. 


	چکيده



