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 چكيده

های عصبي، های تكاملي نظير شبكهها، امروزه از الگوريتمبا پيشرفت کامپيوترها و توسعه صنعت توليد پردازنده

گردد. اما در حوزه رياضيات کمتر های مختلف مهندسي استفاده ميسازی ژنتيكي در حوزهالگوريتم ژنتيك و برنامه

هايي برای حل مسايل خاصي نظير معادلات ديفرانسيل استفاده شده است. ايده موجود در اين از چنين روش

-مطالعه ارائه روشي جديد و نوآورانه در حوزه رياضيات کاربردی و اخترفيزيك است که مطابق با آن، بتوان روش

شد، ردی و مهندسي از آن بهره گرفته ميتر اکثراً در مسايل کاربهای ابتكاری که پيشهای رياضي را با روش

 امدن که برآمده از فيزيك اجرام-ديفرانسيل مرتبه دوم غيرخطي لينتلفيق نموده و از آن برای حل معادلات 

يك در اين راستا تروپيك است، استفاده نمود. های گازی پليای و تئوری کرهکننده ساختار ستارهآسماني و توصيف

های مدل کوتا برای توليد-سازی ژنتيكي و روش عددی رونگه( مبتني بر برنامهGPNLEروش ترکيبي جديد )

پذيری اين روش امدن معرفي شده است. صحت کارايي و انعطاف -رياضي با دقتي مطلوب از جواب معادلات لين

ت مورد بررسي نوع معادلا هايي خاص و پرکاربرد از اينشده روی دستههای عددی انجامترکيبي بر اساس آزمايش

های چبيشف، قرار گرفته و نتايج مطلوبي برای نشان دادن ایو قياس با يك روش قدرتمند بر پايه چندجمله

 اهداف مقاله حاصل شده است.
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 مقدمه -3

تروپيك بود های گازی پليای، تئوری کرهگردآوری يك نظريه منسجم درباره ساختار ستارهنخستين تلاش برای 

جاناتان هومر لين معرفي و سپس توسط دانشمنداني نظير آگوست ريتر، رابرت امدن و  توسط 100۱که در سال 

گالي تعادلي را در کره بُعد معادله پواسون که توزيع چشكل بي هنری نوريس راسل توسعه يافت. يك سال بعد، لين

ها در تروپآن را برای تعريف پلي کند، مطرح نمود و امدنگرانشي توصيف مي-تروپيك خوددمای پليگازی هم

فيزيكي  هدف از مطالعه ساختار ستارگان، تعيين تغييرات دروني خواص. [1]تعادل هيدرواستاتيكي بهبود بخشيد 

شيميايي است. اصلي آنها، مانند فشار، چگالي و دما به عنوان تابعي از چند پارامتر ورودی مانند جرم کل و ترکيب 

اين هدف، لازم است فرآيندهای فيزيكي اصلي رخ داده در ستارگان را که بر خواص فيزيكي آنها  برای دستيابي به

دست آوريم و در نهايت اين کنند، بهگذارند بشناسيم، معادلات دقيقي که اين فرآيندها را توصيف ميتأثير مي

های تعيين شود. اين فرآيند دارای پيچيدگي های فيزيكي آنهاويژگي معادلات را حل کنيم تا تغييرات مورد نظر در

معادلات ناشي از  ای و حلتری وجود دارند که تحليل ساختار ستارههای ساده. با اين حال مدل[2]مختلفي است 

ها مدل کنند. يك دسته خاص از اين مدلهای تحليلي، تقريبي و عددی امكان پذير مياستفاده از روشآنها را با 

-اند که توسط معادلات ديفرانسيل غيرخطي مرتبه دوم لينگرانشي-های گازی خودتروپيك يا کرهپلي هایستاره

( 1صورت رابطه ). اين معادلات در حالت کلي به[2]مي شوند  تروپيكي بيانهای مختلف پليامدن با شاخص

های خاصي ازکه در آن اختيار حالتشود تعريف مي   , , ,g x f x yانواع مختلفي از اين معادلات را نتيجه مي-

عنوان مثال با اختياربه دهد.   0, 2, , mg x f x y y   و اعمال شرايط اوليه   0 1, 0 1y y  حالت ،

0,1,5mآيد که به ازایامدن پديد مي-استاندارد معادله لين   دارای جواب تحليلي و دقيق است. اين معادله

 .[0-0]کند بندی ميهايي از فيزيك، شيمي و حتي بيولوژی مدلدر شاخه های مختلفي راپديده
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، [0, 0]های تواني های مبتني بر سریروش گسترش سری و  روش تحليلي فراواني نظيرهای تقريبي نيمهروش

های مبتني بر و روش [12, 0]، روش تكرار تغييراتي [12-17]و آناليز هموتوپي  [۱]های بر پايه آشفتگي روش

های مبتني بر آناليز هموتوپي از در اين ميان روش د کهرونکار مي( به1برای حل معادله ) [10]تجزيه آدوميان 

های بر روشنيز علاوه گران حوزه عددی. همچنين پژوهش[10, 11]ای دارند لحاظ دقت و کارايي جايگاه ويژه

0 کوتای مرتبه-کلاسيك مرسوم حل عددی معادلات ديفرانسيل نظير رونگه 4RK که جفت داده های ورودی-

خروجي ,i ix y مكاني های مبتني بر همهای متنوع ديگری همانند روشکنند، روشجواب معادله توليد مي از

 هاهای بر پايه موجكروش، [27] های بر پايه ماتريس عملياتيروش، [1۱]های اسپلاين محور روش، [10, 10]

را  [11]ای چبيشف های ارائه شده تا کنون، روشي مبتني بر چندجملهترين روشو يكي از قدرتمند [22, 21]

عنوان ابزارهای قدرتمند ها بهاند. از سوی ديگر، در دهه اخير با پيشرفت و گسترش رايانهمعرفي و توسعه داده

های تكاملي، سعي شده است از اين پتانسيل برای حل مسايل لگوريتمويژه امصنوعي به محاسباتي و توسعه هوش

های تكاملي شامل توليد سازی رياضي با الگوريتمفرآيند مدل های مختلف علوم و مهندسي استفاده شود.در حوزه

سازی ژنتيكي . برنامه[22]است  هاها توسط رايانهمدل، تفسير نتايج عددی و توسعه و کنترل خودکار الگوريتم
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خودکار  ي است که روشي سيستماتيك برای حلهای تكاملترين ابزارهای هوش مصنوعي از الگوريتميكي از کارآمد

عبارت ديگر در حل يك مسئله، هدف مورد انتظار دارای اهميت است، نه اينكه چه کاری توسط مسايل است به

يافته از الگوريتم ژنتيك است که سازی ژنتيكي حالت توسعهو تكراری انجام شود. برنامه صورت متواليرايانه به

ای های رايانهسازی ژنتيكي، قطعه برنامهها است. برنامهدر نحوة پردازش و نمايش خروجي تفاوت اصلي بين آنها

دهد. اين شيوه به وسيله مي عنوان جواب نمايشکند، درحالي که الگوريتم ژنتيك يك رشته از اعداد را بهايجاد مي

های سازی ژنتيكي يك جمعيت اوليه از برنامه. در برنامه[20]هالند مطرح شد و سرانجام کوزا آن را عملياتي کرد 

های ي نسلشود، در ادامه جمعيت جديد طهای مسئله ايجاد ميحلای تصادفي از راهو يا مجموعه ایرايانه

-گردد، همچنين ميطور تصادفي و با اميد به بهتر شدن تطابق هر نسل با خصوصيات مسئله ايجاد ميمختلف، به

نو و غيرمنتظره برای مسايل بسيار موفق  هایحلدست آوردن راهسازی ژنتيكي در بهتوان اذعان نمود که برنامه

هايي مانند صورت مجزا و ترکيب آن با روشسازی ژنتيكي بهدر مطالعات تجربي اخير از برنامه .[22]است 

با .  [20-21]و همچنين از الگوريتم ژنتيك برای حل معادلات ديفرانسيل استفاده شده است تفاضلات اتوماتيك 

شود، ای پشتيباني ميسازی ژنتيكي با يك روش عددی که از پايه و پيشينه رياضي قویترکيب برنامه اين حال

هايي مانند آموزش پذيری، قدرت پردازش و استقلال نسبي دارای مشخصه سازی ژنتيكيگزارش نشده است. برنامه

اصول مبتني بر نظريه تكامل داروين کمتر مورد  از کاربر است که خاصيت آموزش پذيری آن به دليل پيروی از

و تصادفات است  ن ارجحيت با پيروی از احتمالاتتوجه قرار گرفته است. طبق اين اصول، در ايجاد جمعيت آغازي

لذا نظم اوليه اولويت چنداني ندارد. اما خاصيت آموزش پذيری نقش مهمي در نظم بخشيدن به فضای جستجوی 

دارد. بنابراين هدف اساسي اين مقاله معرفي يك روش ترکيبي جديد اوليه GPNLE سازی آن در محيط و پياده

سازی ژنتيكي و يك الگوريتم تكاملي ساخته شده به وسيله ترکيب برنامه نويسي متلب، جهت تعيين پتانسيلبرنامه

روش عددی آموزش دهنده  4RK های حلتقريب قابل قبول از راه  دست آوردن يك مدل رياضي بابرای به

 شوند،ای از اعداد حاصل ميصورت رشتههای صرفاً عددی که بهامدن است. برخلاف جواب-تحليلي معادلات لين

سازی شده بيني و توصيف جوانب مختلف پديده مدلاين مدل رياضي توليد شده از جواب، اهميت بسزايي در پيش

های بعدی به ترتيب، ساختار روش، معيارهای سنجش کارايي روش بخش توسط آن معادله ديفرانسيل را دارد. در

 گيری بيان خواهد شد.های عددی و نتيجهورد خطا، آزمايشو برآ

 

  GPNLEساختار روش  -8

ای از روابط رياضي صورت است که ابتدا مجموعهامدن بدين-برای حل معادلات لين ساختار کلي روش

متغيرهای طراحي( ها )شامل اعداد تصادفي و تصادفي عملگرهای محاسباتي، توابع رياضي، پايانه متشكل از ترکيب

دست آمده از يك روش عددی کلاسيك حل خروجي به-های ورودیوسيله دادهعنوان جمعيت اوليه توليد و بهبه

از يك معيار تناسب که بر  گيرند. هر عضو در جامعه با استفادهتحت آموزش قرار مي معادلات ديفرانسيل

بسته به ميزان تناسب آن با هدف يا اهداف موردنظر، شود و اساس نوع مسئله تعيين شده است، ارزيابي مي

ها با استفاده از عملگرهای ژنتيكي پيوند، تناسب به آن نسبت داده شده سپس جمعيت جديدی از مدل شاخص

ها تا تشكيل نسل بعد انتخاب شده و سرانجام توليد نسل های بهتر برایشود. مدلجهش و بازتوليد ايجاد مي

کند: دو الگوريتم موازی را دنبال مي يابد. اين روشمشخص و يا برآورده شدن هدف ادامه ميرسيدن به تعدادی 

 های سازگار با جواب تقريبي معادله در نقاطو توليد جفت داده اول مسئول اجرای روش عددی  الگوريتم

سازی ژنتيكي را هگسسته شده برای آموزش عناصر موجود در جمعيت اوليه است و دومي مسئوليت اجرای برنام

GPNLE

 4RK

4RK
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يك شيوه متداول، انعطاف پذير و قابل اطمينان است و در عمده کاربردهای  برعهده دارد. روش عددی

 . مطالعات اخير نشان[20]گيرد مهندسي جهت تقريب جواب معادلات مختلف ديفرانسيل مورد استفاده قرار مي

های توليد شده توسط آن دارای دقت بالا برای انواع پيچيده از معادلات ديفرانسيل نظير داده که جفت داده

الخصوص معادلات تأخيری، معادلات از مرتبه کسری، معادلات تصادفي و علي معادلات با منشاء آشوبي، معادلات

-خروجي قابل اعتمادی از جواب معادله لين-ورودی هایتواند جفت داده. بنابراين مي[27, 2۱]غيرخطي است 

جايي که هر درخت  شود،سازی ژنتيكي با ساختار درختي شناخته ميامدن را نيز توليد کند. از طرف ديگر، برنامه

از ترکيب عملگرهای های درخت برگها و ها، ريشها است. اين گرههها و شاخ و برگها، گرهترکيبي از ريشه

 عنوان مثال اگربهشوند. تشكيل مي هایو پايانه علاوه اعضای مجموعه توابع اصلي رياضيبه محاسباتي

مستخرج يا يك  فرض شود، آنگاه يك رابطه رياضي و توابع ها مجموعه پايانه

های( های )کروموزوماست. در حالت کلي، اگر قرار باشد مدل 1صورت شكل عه بهکروموزوم از ترکيب اين دو مجمو

توان با مطالعه ساختار ها و توابع را ميتصادفي برای جواب يك معادله ديفرانسيل توليد شود، مجموعه ترمينال

رسي رفتار يا تحليل علاوه، برسازی رياضي اوليه يا همان منشاء پيدايش يك معادله ديفرانسيل حدس زد. بهمدل

تصوير تقريبي تابع جواب را از منظر خطي بودن، مثلثاتي های توليد شده توسط روشنمودار جفت داده

دهد. اين دو استراتژی کمك فراواني در انتخاب هوشمندانه اعضای دو بودن و موارد مشابه، ارائه مي بودن، نمايي

  .کندتنوع در آن ميبرای توليد اعضای جمعيت اوليه و حفظ مجموعه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

کردن يا تغيير عناصر پايه تكرار شده و تا رسيدن به نتيجه شود و اضافهاين رويه با انتخاب يك پايه اوليه شروع مي

رای ايجاد آن گيرد که بدردستور کار قرار ميپس از تعيين مجموعه پايه، ايجاد جمعيت اوليه  يابد.مطلوب ادامه مي

 هايي موجباين کار با تعيين محدوديتشود. ستفاده ميا    نام روشهای رشد و کامل بهاز ترکيبي از روش

-های متفاوتي داشته باشند يا بهشود تا اين اطمينان حاصل گردد که درختان ايجاد شده اندازه )عمق( و شكلمي

عنوان يك اصل کلي، اندازه جمعيت را . بنا به نظر کوزا، به[21]ساختاری جمعيت حفظ شود  عبارت ديگر تنوع

زمان معقول از عهده اجرای خوبي و در مدتکه سيستم کامپيوتری بتواند به بايد تا حد امكان بزرگ گرفت تا جايي

درختان در  عمق. [22, 22, 20]، متغير باشد 177به بالا باگام  177تواند از حداقل آن برآيد که اين تعداد مي

است که  خروجي-های ورودی. اکنون نوبت داده[20, 22]پيشنهاد شده است  0الي  2نسل آغازين نيز بين 
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  شكل 3، نمايش درختي
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های آتي را به سمت به ايفای نقش خود در آموزش دادن جمعيت اوليه بپردازد و ساختار جمعيتي در نسل

 شود:صورت زير بازنويسي مي( به1سازگاری با خود ميل دهد. برای اين امر ابتدا معادله )
     

   0 1

, , , ,

, (2)

y x f x y y x a b

y p p y p p

  

 
 

 

تعيين شده  سازی توسط رابطه گام گسستهمقدار طول  نخست با درنظرگرفتن عدد صحيح و مثبت

جفت داده ايجاد شده، تعداداز      گردد.ذخيره مي   صورت يك آرايهبه  و خروجي

سازی ژنتيكي مورد ها در برنامهطور تصادفي انتخاب شده و برای آموزش مدل، بهجفت داده با شرط 

  برای آزمايش مدل نهايي مستخرج ازداده نيز  گيرد. همچنين تعداداستفاده قرار مي

های متوالي که در فرآيند آموزش جمعيت در طول نسل  هايي ازذخيره شده تا ميزان تطابق اين مدل با داده

های مشخص شده جفت دادهاند، مشخص شود. روابط رياضي ايجاد شده در جمعيت اوليه که باشرکت نداشته

سنجد، ا به ازای هرعضو جمعيت ميابع برازش که ميانگين مربعات خطا روسيله تبه سازگاری بيشتری دارند،

شود. جمعيت مي تناسب سنجي و کدگذاری شده که اين کار موجب ايجاد نظم نسبي در جمعيت اوليه

های گردند تا فرآيندطور تصادفي انتخاب ميوسيله يك روش مرسوم انتخاب به نام تورنومنت، بهشده بهکدگذاری

کند که کدام واحد تكاملي و ژنتيكي نظير پيوند، جهش و بازتوليد روی آنها صورت پذيرد. تورنومنت تعيين مي

. از اين رو، شانس انتخاب شدن برای [20, 21]جمعيتي بر ديگری برتری دارد بدون اينكه مشخص کند چه مقدار 

است که واحدهای دارای  ز مزايای قابل توجه تورنومنت اينماند. يكي اطور خودکار و مؤثر ثابت ميکل جمعيت به

 هایشوند زيرا ممكن است ويژگي های مناسبي را در نسلهای اوليه، بلافاصله حذف نميرفتار نامناسب در نسل

. در گام بعدی عملگرهای پيوند، جهش [20, 20]آتي از خود نشان دهند که اين الگو از طبيعت مشتق شده است 

.  با [20, 22]درختي است پيوند، پيوند زيرشوند. پرکاربردترين شكل و بازتوليد بر جمعيت منتخب اعمال مي

ای مستقل، يك نقطه پيوند )گره( را گونهبه طور تصادفي غيريكنواخت وفرض دو والد، عملگر پيوند زيردرختي به

کند. سپس با جايگزين کردن يك کپي از زيردرختي که از نقطه پيوند درخت اول در هر يك از والدين انتخاب مي

شود. مي حاصل شده با کپي زير درخت ديگری که از نقطه پيوند درخت دوم به وجود آمده، درخت فرزند متولد

روند. چنانچه اين عمل چندين بار انجام کار ميهای بعدی بهتان اصلي و حفظ تنوع در نسلها برای حفظ درخکپي

منجر به ايجاد چندين فرزند گردد. کوزا با رويكرد انتخاب غيريكنواخت روشي را معرفي کرد که با  تواندشود، مي

عنوان ها را بهها يا همان برگيانههای حاوی پادرصد باقيمانده گره 17در  های حاوی تابع ودرصد گره ۱7احتمال

ترين رياضي توليد شده افزايش يابد. متداول کند که موجب مي شود سهم توابع در روابطنقطه پيوند انتخاب مي

يك گره در  شود، جهش زيردرختي است. در اين روشکار گرفته ميريزی ژنتيكي بهنوع جهش که در برنامه

طور شود و زير درخت حاصل شده با يك زير درخت که بههش انتخاب ميدرخت موردنظر به عنوان نقطه ج

شود که گردد. اين عمليات توسط پارامتری کنترل ميجمعيت انتخاب شده جايگزين مي تصادفي از مجموعه

 کند. عملگر بازتوليد نيز يك کپي از واحدهايي در جمعيتمي حداکثر اندازه درخت فرعي تازه متولد شده را تعيين

شود تا نخبگان جمعيت کند. اين عمل موجب ميکه برازش بهتری نسبت به بقيه اعضا دارند را وارد نسل بعد مي

درصد برای جهش و  17درصد برای پيوند،  01ها حفظ شوند. سهم هر يك از اين عملگرها به ترتيب در طول نسل

. موارد مذکور تا هنگامي که شرايط خاتمه )رسيدن به تعداد [20, 22]درصد برای بازتوليد پيشنهاد شده است  1

N
b a

h
N
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. پس از اتمام [21-22, 20, 20, 20]يابد ها( برقرار شود و يا اهداف محقق گردد، ادامه ميمشخصي از نسل

های ای تكامل يافته از اعضا )مدلهای متوالي، در نسل آخر مجموعهعمليات ژنتيكي و تكرار اين روند در نسل

ا يك جواب از بين رياضي( از جواب معادله ديفرانسيل در دسترس قرار دارد. در اين مرحله چون هدف يافتن تنه

براساس الگوريتم  سازیکل جمعيت نسل آخر برای معادله ديفرانسيل است، از ساختار داخلي يك روش بهينه

استفاده شده است. برای اين  [2۱] سازی نامغلوبژنتيك، با نام الگوريتم ژنتيك چند هدفه با مرتب

های رياضي موجود در نسل آخر و ديگری های )نودهای( مدلتم دو تابع هدف يكي کمينه تعداد کل گرهالگوري

های آموزش درنظر گرفته شده است. مدلي که نسبت به اين دو تابع هدف ميزان کمينه برازش آنها نسبت به داده

شود. الگوريتم تحليل خطا ميوارد مرحله     عنوان جواب معادله ديفرانسيل تحت عنوانبهينه باشد به

 آمده است. 2روش پيشنهادی در شكل 

 

 
 

GPNLE   شكل 8، الگوريتم

 

 

 معيارهاي خطا -1

با جايگذاری جهت تحليل خطا درنظر گرفته شده است. تابع خطای  در اين بخش سه معيار 

 (  خواهد بود:2خطای کلي مدل طبق رابطه )آيد. در نتيجه دست مي( به2و مشتقاتش در معادله ) 

   3

b

a

x dx    

 

 NSGA II

GPNLEy y

, ,errorT   t

GPNLEy
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( محاسبه 0( است که توسط رابطه )2بيانگر ميزان دقت مدل مستخرج در ارضای شرايط اوليه معادله )معيار 

 شود.مي

   
1

( )

0

4k

GPNLE k

k

y p p


   

 

که برای آزمايش مدل ذخيره  خروجي توليد شده توسط-جفت داده ورودی همچنين تعداد

 ها تعيين شود.گيرد تا ميزان سازگاری مدل مستخرج با اين داده( قرار مي1شده بود، در رابطه )

   
2

1

1
5

R

error i i

i

T y y
R 

   

 

i,که در آن  iy y کوتا به ازای داده-به ترتيب خروجي مدل مستخرج و روش رونگهix  است.  واضح است که هرگاه

,سه معيار   ,errorT    به اندازه کافي کوچك باشند، آنگاهGPNLEy y يك تقريب مناسب برای جواب معادله

 ( خواهد بود.2ديفرانسيل )

 

 هاي عدديآزمايش -0

رود. برخي از آنها دارای جواب تحليلي کار ميامدن به-برای انواع معادلات لين GPNLEدر اين بخش روش

اند. برای هرمعادله که دارای تحليلي و تقريبي مختلفي حل شدههای نيمهکنون توسط روش )دقيق( و برخي نيز تا

های جهت مقايسه با مدل CFDM [11]تحليلي موجود و معتبر به نامجوابي غيردقيق است، از يك روش نيمه

استفاده شده است. همچنين نمودارهای مربوط به تابع جواب،  GPNLEتوليدشده از جواب معادله توسط روش

شود. تنظيمات اوليه برای هر آزمايش در مي خطا، و نمودار تعداد گره بهينه توام با کمترين مقدار تناسب ارايه تابع

ها ارائه شده است اين تنظيمات شامل مواردی چون تعداد اعضای جمعيت اوليه )برای تمامي آزمايش 1جدول 

است(، حداکثر تعداد  RHH، روش 2درنظر گرفته شده است(، الگوی ساخت جمعيت اوليه )مطابق بخش  1177

کوتا )حسب طول گام -های رونگهها درنظر گرفته شده است(، تعداد دادهنسل برای تمامي آزمايش 17ها ) نسل

سازی و حوزه تعريف هر مسئله، تعداد آن متغير است(، معيار تناسب )ميانگين مربعات خطا برای تمامي گسسته

عه توابع درنظر گرفته شده است(، پايه اوليه يا مجمو 0ها درنظر گرفته شده است(، حداکثر عمق درختان )آزمايش

ها فاصله ها )برای تمامي آزمايشو همچنين محدوده پايانه 1,1  درنظر گرفته شده است( هستند. در انتهای

گر درج شده مقايسه نيز مقادير معيارهای خطا برای هر آزمايش و ميزان خطای کلي روش حاضر و روش 1جدول 

  است.

 

 امدن-استاندارد سه گانه لينآزمايش اول: معادلات  -0-3

  به فرم زير تعريف مي شود:mاين معادله به ازای سه مقدار مختلف

   

   
 

2
0, 0

6

0 1, 0 0,

my x y x y x
x

y y


    


  

 

 

 صورت زير است:به m( برای مقادير مشخصي از 0جواب دقيق معادله )
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1
1 , ( 0)

6

sin
, ( 1)

1 , ( 5) (7)
3

y x m

x
y m

x

x
y m



  

 

 
   
 

 

 

های آن، طبق قوانين ترموديناميك اين معادله تغييرات دمايي يك ابر گازی کروی را تحت جاذبه متقابل مولكول

، به جواب دقيق همگرا شده است. در هر mبرای هر سه مقدار مشخص از GPNLE. روش[2]کند توصيف مي

4RKهایدادهبا جواب دقيق و GPNLEترتيب ميزان تطابق مدل مستخرج از روشبه 1و  0، 2های يك از شكل

های مختلفي از   سازی دو هدفه برای استخراج مدل بهينه در حالت، نمودار تابع خطا و همينطور خروجي بهينه

m ( مشهود است، در حالت0نشان داده شده است. همانطور که در رابطه )5m توابع پايه جواب  ، مجموعه

های درجه دوم و همچنين تعدادی عملگر ایدقيق، متشكل از مجموعه اعداد ثابت، توابع راديكالي، چندجمله

صورتبهGPNLEمحاسباتي است. برای محك مجدد، اين مجموعه در بخش تنظيمات روش 1 ,sin,cosF AO

5m( در حالت0برای جواب معادله )1Fبر اساس مجموعه محدود شده محدود شده است تا مدلي جديد  توليد

چهار عمل اصلي AOکند. که در آن , , ,    است. مدل مستخرج از روشGPNLE  و جواب تقريبي حاصل

 ( نشان داده شده است:۱( و )0ترتيب در روابط )به CFDMاز روش

    

    

  

20.000351cos 2 sin 0.01174cos

0.06714sin sin .sin 0.02926 .

2 sin 0.9879 (8)

GPNLEy x x x

x x x

x x

 

 

 
 

14 2

9 3 4

7 5 2 6 5

7 3 8 4 9

4 10 4 11

3 12 4

0.99999 1.36002 10 0.16666

4.70661 10 0.04166 8.80698

10 1.15677 10 3.17828 10

3.49178 10 3.11723 10

3.92795 10 9.06971 10

1.26308 10 6.80095 10

CFDMy x x

x x

x x

x x x

x x

x x





  

 

 

 

   

   

    

    

   

   13

4 14 5 15

7 16

1.83709 10 2.14651 10

2.23517 10 (9)

x x

x

 





   



 

 

 دماهاي گازي همآزمايش دوم: معادله کره -0-8

دما و تحت انبساط در کيهان مورد استفاده قرار ( ابتدا برای مطالعه توزيع دما در يك کره گازی هم17معادله )

سازی فرآيندهای واکنش گرمايي، ديگری از اين معادله نظير نظريه احتراق حرارتي، مدل گرفت. بعدها کاربردهای

سازی مواد غير قابل تغيير شكل با های شيميايي، مدلواکنش انتقال حرارت راديواکتيويته، نانوتكنولوژی، نظريه

فيزيك پلاسما نيز در مطالعات مختلف  ابت در طول دوره اشتعال برای ساخت الياف نانو، الكترواستاتيك وچگالي ث

 .[07]ذکر شده است 
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( )2
0, 0

10

0 0, 0 0,

y xy x y x e x
x
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ويژه تعيين يك سری تواني از جواب معادله با دقتي مناسب ارايه شده های گوناگوني برای حل اين معادله بهروش

هایدر مقايسه با آنها عملكرد بهتری داشته است. جواب تقريبي حاصل از روشCFDMاما روش [10, 0]است 

GPNLE وCFDM نشان  0شكل ( آمده است. نمودارهای مربوط به اين معادله در12( و )11ترتيب در روابط )به

 داده شده است.

   

 

2 2

4

0.0005186cos 0.001556cos

0.005686 0.3302cos 0.3323 (11)

GPNLEy x x

x x

 

    

14 16

2 10 3

3 4 8 5

4 6 6 7

5 8 6 9

6 10 5 11

3 12

8.48765 10 7.21644 10

0.16666 2.86052 10 8.33333

10 4.10034 10 5.28850

10 1.06511 10 4.06174

10 7.32644 10 9.36335

10 1.49035 10 1.35162

10

CFDMy x

x x

x x

x x

x x

x x

x

 



 

 

 

 



     

  

    

   

   

   

 6 13

6 14 7 15

7 16

8.39866 10 3.53810

10 9.03819 10 1.05239

10 (12)

x

x x

x



 



  

   

 

 

 

 : هاي سفيدآزمايش سوم: معادله کوتوله -0-1

شود. ( معرفي مي12اين معادله جهت توصيف پتانسيل گرانشي ستارگان کوتوله سفيد درحال مرگ، طبق رابطه )

تا  11آيند، ترين ستاره شناخته شده به انسان به حساب مينزديكترين و قديمي دو ستاره کوتوله سفيد که

تواند به اجاق گازی داغ فاصله دارند. کوتوله سفيد مي سال نوری از زمين177ميليارد سال عمر دارند و تنها 12

زان گيری مياندازه شود. باآرامي خنك ميتشبيه شود که پس از خاموش شدن، اين اجاق گاز به مرور زمان به

 .[01, 2]مدت خاموش بوده است بيني کرد که چهتوان پيشخنك بودن اجاق گاز، مي

     

   
 

3
2 2

2
0, 0

13

0 1, 0 0,

y x y x y C x
x

y y


     


  

 

 

و نمودارهای مربوطه به ترتيب در روابط  CFDMو  GPNLEهای برای اين معادله جواب ارايه شده توسط روش

 نشان داده شده است. 0( و شكل11( و )10)
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2

5 2
2

0.02147cos sin 0.02138 2

3.434 10
0.02302 cos

cos

0.9785 (14)

GPNLEy x x

x
x x

x



 


 



 

 
15 2

9 3 4

7 5 3 6 5

7 4 8 5 9

5 10 4 11

4 12 5 13

0.9999 5.17641 10 0.11925

4.0879 10 0.01599 5.57837

10 2.04771 10 1.36345 10

2.18882 10 7.74248 10

1.72684 10 1.64927 10 1.37552

10 8.6358 10

CFDMy x x

x x

x x

x x x

x x

x x





  

 

 

 

   

   

    

    

   

    5 14

6 15 7 16

3.59714 10

8.86246 10 9.8347 10 (15)

x

x x



 



   

 

 امدن-معادله سينوسي لينآزمايش چهارم:  -0-0

 شود:( تعريف مي10اين معادله توسط رابطه )

       

   
 

2
sin 0, 0

16

0 1, 0 0,

y x y x y x x
x

y y


    


  

 

 

و نمودارهای مربوطه به ترتيب در روابط  CFDMو  GPNLEهای برای اين معادله جواب ارايه شده توسط روش

 نشان داده شده است. 0( و شكل10( و )10)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

   

 

2

2

0.03097cos 0.019 cos

0.072 sin 0.07176 0.969 (17)

GPNLEy x x x

x x x

 

  

14 2

11 3 3 4

9 5 4 6

7 7 5 8

16 9 6 10

6 11 6 12

0.9999 1.8846 10 1.14024

4.06945 10 3.78873 10

7.48608 10 1.48242 10

2.18372 10 1.14586 10

1.55365 10 2.5541 10

3.07351 10 2.62114 10

1.5858 10

CFDMy x x

x x

x x

x x

x x

x x



 

 

 

 

 

   

    

   

   

   

   

 6 13 7 14

7 15 8 16

6.2678 10

1.45286 10 1.4901 10 (18)

x x

x x
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سازي دوهدفه ( و خروجي بهينهb(، توابع خطا )aها )، از چپ به راست: نمودارهاي مقايسه جواب1شكل 

 ( در حالت cبراي استخراج مدل بهينه )

سازي دوهدفه ( و خروجي بهينهb(، توابع خطا )aها )، از چپ به راست: نمودارهاي مقايسه جواب0شكل 

 ( در حالت cبراي استخراج مدل بهينه )

سازي دوهدفه ( و خروجي بهينهbتوابع خطا )(، aها )، از چپ به راست: نمودارهاي مقايسه جواب8شكل 

 ( در حالت cبراي استخراج مدل بهينه )

سازي دوهدفه ( و خروجي بهينهb(، توابع خطا )aها )، از چپ به راست: نمودارهاي مقايسه جواب6شكل 

 دماهاي گازي هم( در کرهcبراي استخراج مدل بهينه )
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سازي ( و خروجي بهينهb(، توابع خطا )aها )، از چپ به راست: نمودارهاي مقايسه جواب7شكل

 هاي سفيد( در کوتولهcدوهدفه براي استخراج مدل بهينه )

سازي دوهدفه براي  ( و خروجي بهينهb(، توابع خطا )aها )، از چپ به راست: نمودارهاي مقايسه جواب5شكل

 امدن-( در فرم سينوسي معادله لينcمدل بهينه ) استخراج

 

 هاي عددي، نتايج و معيارهاي خطا براي آزمايش GPNLE: تنظيمات روش3جدول 

 فرم سينوسي سفيد کوتوله دماکره گازي هم (M=8استاندارد ) (M=3استاندارد ) (M=4استاندارد ) نوع معادله

تعداد جمعيت 

 اوليه
1500 1500 1500 1500 1500 1500 

الگوي ساخت 

 جمعيت اوليه
RHH RHH RHH RHH RHH RHH 

حداکثر تعداد 

 هانسل
50 50 50 50 50 50 

هاي تعداد داده

 کوتا-رونگه
1000 1000 1000 2500 2500 2500 

 تورنومنت تورنومنت تورنومنت تورنومنت تورنومنت تورنومنت الگوي انتخاب

 معيار تناسب
ميانگين مربعات 

 خطا
 ميانگين مربعات خطا ميانگين مربعات خطا

ميانگين مربعات 

 خطا

ميانگين مربعات 

 خطا

ميانگين مربعات 

 خطا

حداکثر عمق 

 درختان
3 3 4 3 3 3 
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 نتيجه گيري -8

-لينهای تكاملي جهت حل معادلات ديفرانسيل پرکاربرد در اين مطالعه برای تبيين پتانسيل موجود در الگوريتم

استفاده  GPNLEنام ، در قالب يك روش جديد به4RKآن با روش عددی سازی ژنتيكي و ترکيبامدن، از برنامه

های عددی، سازی دقت مطلوب برای هر يك از آزمايششده است. برای ارزيابي عملكرد روش حاضر در برآورده

کارگيری شده است و به ( جهت مقايسهCFDMهای چبيشف )یايك روش جديد و قدرتمند برپايه چندجمله

را  GPNLE صحت عملكرد بهتر روش 0الي  2های و شكل 1دست آمده با پارامترهای انتخابي جدول نتايج به

طالعه نشان های انجام شده در اين مکند که در ادامه تشريح خواهد شد. بررسينسبت به روش موجود، تأييد مي

جمعيت اوليه )جهت  يك ايده مؤثر بوده است. زيرا نقش مهمي را در آموزش4RKهایاند که استفاده از دادهداده

های سازگار با گيری آن به سمت توليد مدلصرفه جويي زماني و محاسباتي در کاوش فضای جستجو و جهت

ها دارند. اين امر باعث شده با تعيين عناصر مجموعه توابع، عملگرها و ترمينالمعادله( و حدس اوليه در خصوص 

سازی ژنتيكي بوده و يك روش مبتني بر احتمالات است، اما در تعداد برآمده از برنامه GPNLEتوجه به اينكه 

گرفته در ی صورتهای عددمرتبه( به نتايج موردنظر دست يابد. نظر به آزمايش 11محدودی از اجراها )حداکثر 

بالا از جواب انواع گوناگوني از معادلات  های رياضي با دقتمنجر به توليد مدل GPNLEکارگيری ، به0بخش 

( کاملاً مشهود است. در اين اَشكال، ميزان تطابق a) 0( الي a) 2های امدن شده است. اين موضوع در شكل-لين

نشان شده است.  CFDMو جواب حاصل از روش 4RKهایبا داده GPNLEدست آمده از روش مؤثر مدل به

های توليدشده توسط روش ( نيز بر اين موضوع دلالت دارد که وقتي مدلb) 0( الي b) 2های همچنين شكل

GPNLE خطای کمتری نسبت به گيرد، و مشتقاتش در معادلات ديفرانسيل نظير با هر آزمايش عددی قرار مي

گرداند. ميزان انحراف تابعبرمي CFDMدست آمده توسطهای نظير بهجواب tهای مربوط به روشGPNLE  

هایکند که مقادير عددی اين انحرافات در هر آزمايش توسط شاخصاز تابع صفر، اين ادعا را اثبات مي CFDMو

پايه اوليه 

 )توابع(

 , ,sin,cosF AO sqrt

 

 , ,sin,cosF AO sqrt

 

 ,sin,cosF AO

 

 , ,sin,cosF AO sqrt

 

 , ,sin,cosF AO sqrt

 

 , ,sin,cosF AO sqrt

 

محدوده 

 هاترمينال
 1,1  1,1  1,1  1,1  1,1  1,1 

 معيار توقف
-حداکثر تعداد نسل

 ها
 هاحداکثر تعداد نسل هاحداکثر تعداد نسل

حداکثر تعداد 

 هانسل

حداکثر تعداد 

 هانسل

حداکثر تعداد 

 هانسل

تعداد گره در 

 حالت بهينه
6 6 27 11 17 21 

ميانگين زمان 

 اجرا )ثانيه(
112 162 171 135 127 148 

 0 0 69معيار  10 
52.54 10 

53 10 
53 10 

 errorTمعيار 

درصد  34براي 

هاي داده

 آزمايشي

107.49 10 
216.82 10 

115.4 10 
104.97 10 

106.44 10 
108.76 10 

GPNLE 0 0 64.78معيار  10 
53.4 10 

51.99 10 
69.18 10 

CFDM 54معيار  10 
58.2 10 

55.25 10 0.019 33 10 
54.05 10 
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GPNLE  وCFDM  2هایعلاوه در شكلاند. بهمقايسه شده 1در جدول (c الي )0 (c نقاط سبز رنگ، متناظر با ،)

خر هستند که در جبهه پارتو قرار دارند. اين اعضا نسبت به دو هدفِ کمينه تعداد اعضايي از جمعيت نسل آ

های آموزش های تشكيل دهنده مدل متناظر )پيچيدگي ساختاری( و کمينه مقدار برازش مدل نسبت به دادهگره

هد )نقطه با حاشيه دخود اختصاص مياند که از بين اعضای جبهه پارتو عضوی که کمترين مقدار برازش را بهبهينه

عنوان مدل مستخرج انتخاب شده است. لذا نظر به رفتار تابعقرمز( به t و نيز مقاديرGPNLE وCFDM  مندرج

حتي نسبت به تغيير  GPNLEسازی دوهدفه نيز ثمربخش بوده است. ، استراتژی استفاده از بهينه1در جدول 

در آزمايش عددی اول را ببينيد(. محدوديت اساسي حاکم بر  m=1 مجموعه پايه جواب انعطاف پذير است )حالت

GPNLE تر و افزايش تنوع ساختاری در جمعيت اوليه با ازدياد تعداد اين است که برای حصول نتايج دقيق

سازی ژنتيكي هستند، هزينه محاسباتي به شدت برنامهها که دو پارامتر اساسي اعضای جمعيت و تعداد نسل

کارگيری سخت افزار مورد نياز تواند با استفاده از سيستم پردازش موازی متلب و بهيابد که اين امر ميافزايش مي

همچنين قابليت توسعه برای حل معادلات ديفرانسيل معمولي از مرتبه کسری،  GPNLEآن مرتفع شود. 

 و معادلات جزئي را دارد. معادلات تصادفي
 

 
 

 

 

 

  



 21         اِمدن-لينمعادلات  های تكاملي و عددی برای حلروشي جديد مبتني بر الگوريتم
 

 

 

 

 فهرست منابع

 
1.Powell, C.S., J. Homer Lane and the internal structure of the Sun. Journal for the History 

of Astronomy, 1۱00. 1۱(2): p. 102-1۱۱. 

 

2.Maciel, W.J., Introduction to stellar structure. 2711: Springer. 
 

2.Chandrasekhar, S. and S. Chandrasekhar, An introduction to the study of stellar structure. 

Vol. 2. 1۱10: Courier Corporation. 
 

0.Duggan, R. and A. Goodman, Pointwise bounds for a nonlinear heat conduction model of 

the human head. Bulletin of mathematical biology, 1۱00. 00(2): p. 22۱-220. 
 

1.Reger, K. and R. Van Gorder, Lane-Emden equations of second kind modelling thermal 

explosion in infinite cylinder and sphere. Applied Mathematics and Mechanics, 2712. 

20(12): p. 102۱-1012. 
 

0.Wazwaz, A.-M., Solving the non-isothermal reaction-diffusion model equations in a 

spherical catalyst by the variational iteration method. Chemical Physics Letters, 2710. 00۱: 

p. 122-120. 
 

0.Horedt, G., Exact solutions of the Lane-Emden equation in N-dimensional space. 

Astronomy and Astrophysics, 1۱00. 107: p. 100-110. 
 

0.Ramos, J., Series approach to the Lane–Emden equation and comparison with the 

homotopy perturbation method. Chaos, Solitons & Fractals, 2770. 20(2): p. 077-070. 
 

۱.Bender, C.M., et al., A new perturbative approach to nonlinear problems. Journal of 

mathematical Physics, 1۱0۱. 27(0): p. 1000-1011. 
 

17.He, J.-H., Homotopy perturbation method: a new nonlinear analytical technique. Applied 

Mathematics and computation, 2772. 121(1): p. 02-0۱. 
 

11.Singh, M. and A.K. Verma, An effective computational technique for a class of Lane–

Emden equations. Journal of Mathematical Chemistry, 2710. 10(1): p. 221-211. 
 

12.Van Gorder, R.A. and K. Vajravelu, Analytic and numerical solutions to the Lane–

Emden equation. Physics Letters A, 2770. 202(2۱): p. 0707-0701. 
 



             1072روردين و ارديبهشت ضي/ سال دهم، شماره چهل و هفتم، فهای نوين در رياو همكاران / پژوهش رضا ميرشفائيسيد
 

 

 

 

12.He, J.-H., Variational iteration method–a kind of non-linear analytical technique: some 

examples. International journal of non-linear mechanics, 1۱۱۱. 20(0): p. 0۱۱-070. 
 

10.Wazwaz, A.-M., A new algorithm for solving differential equations of Lane–Emden type. 

Applied mathematics and computation, 2771. 110(2-2): p. 200-217. 
 

11.Aydinlik, S. and A. Kiris, A high-order numerical method for solving nonlinear Lane-

Emden type equations arising in astrophysics. Astrophysics and Space Science, 2710. 

202(12): p. 1-12. 
 

10.Bildik, N. and S. Deniz, Comparative study between optimal homotopy asymptotic 

method and perturbation-iteration technique for different types of nonlinear equations. 

Iranian Journal of Science and Technology, Transactions A: Science, 2710. 02(2): p. 000-

010. 
 

10.Bhrawy, A.H. and A.S. Alofi, A Jacobi–Gauss collocation method for solving nonlinear 

Lane–Emden type equations. Communications in Nonlinear Science and Numerical 

Simulation, 2712. 10(1): p. 02-07. 
 

10.Yang, C. and J. Hou, A numerical method for Lane-Emden equations using hybrid 

functions and the collocation method. Journal of Applied Mathematics, 2712. 2712. 
 

1۱.Aminikhah, H. and S. Kazemi, On the numerical solution of singular Lane–Emden type 

equations using cubic B-spline approximation. International Journal of Applied and 

Computational Mathematics, 2710. 2(2): p. 072-012. 
 

27.Pandey, R.K. and N. Kumar, Solution of Lane–Emden type equations using Bernstein 

operational matrix of differentiation. New Astronomy, 2712. 10(2): p. 272-270. 
 

21.Balaji, S., A new Bernoulli wavelet operational matrix of derivative method for the 

solution of nonlinear singular Lane–Emden type equations arising in astrophysics. Journal 

of Computational and Nonlinear Dynamics, 2710. 11(1). 
 

22.Singh, R., H. Garg, and V. Guleria, Haar wavelet collocation method for Lane–Emden 

equations with Dirichlet, Neumann and Neumann–Robin boundary conditions. Journal of 

Computational and Applied Mathematics, 271۱. 200: p. 117-101. 
 

22.Banzhaf, W., Artificial intelligence: Genetic programming. International encyclopedia of 

the social & behavioral sciences, 2nd edn. Elsevier, Oxford, 2711: p. 01-01. 
 

20.Koza, J.R., Genetic Programming, On the Programming of Computers by Means of 

Natural Selection. A Bradford Book. MIT Press, 1۱۱2. 



 22         اِمدن-لينمعادلات  های تكاملي و عددی برای حلروشي جديد مبتني بر الگوريتم
 

 

 

 

 

21.Al-Hayani, W., L. Alzubaidy, and A. Entesar, Solutions of Singular IVP’s of Lane-Emden 

type by Homotopy analysis method with Genetic Algorithm. Applied Mathematics & 

Information Sciences, 2710. 11(2): p. 070-010. 
 

20.Iba, H., Inference of differential equation models by genetic programming. Information 

Sciences, 2770. 100(22): p. 0012-0000. 
 

20.Lobão, W.J., D.M. Dias, and M.A.C. Pacheco. Genetic programming and automatic 

differentiation algorithms applied to the solution of ordinary and partial differential 

equations. in 2710 IEEE Congress on Evolutionary Computation (CEC). 2710. IEEE. 
 

20.Chauhan, V. and P.K. Srivastava, Computational techniques based on Runge-Kutta 

method of various order and type for solving differential equations. International Journal of 

Mathematical, Engineering and Management Sciences, 271۱. 0(2): p. 201. 
 

2۱.Bukhari, A.H., et al., Design of intelligent computing networks for nonlinear chaotic 

fractional Rossler system. Chaos, Solitons & Fractals, 2722. 110: p. 111۱01. 
 

27.D’Ambrosio, R. and C. Scalone, Two-step Runge-Kutta methods for stochastic 

differential equations. Applied Mathematics and Computation, 2721. 072: p. 121۱27. 
 

21.Jackson, D. Promoting phenotypic diversity in genetic programming. in International 

Conference on Parallel Problem Solving from Nature. 2717. Springer. 
 

22.Zhang, F., et al., Genetic Programming for Production Scheduling. 2721: Springer. 
 

22.Iba, H., Swarm Intelligence and Deep Evolution: Evolutionary Approach to Artificial 

Intelligence. 2722: CRC Press. 
 

20.Jamali, A., et al., Modelling and prediction of complex non-linear processes by using 

Pareto multi-objective genetic programming. International Journal of Systems Science, 

2710. 00(0): p. 1001-1000. 
 

21.Iba, H., Y. Hasegawa, and T.K. Paul, Applied genetic programming and machine 

learning. 277۱: cRc Press. 
 

20.Banzhaf, W., et al., Genetic Programming Theory and Practice XVIII. 2722: Springer. 
 

20.Lavinas, Y., et al. Experimental analysis of the tournament size on genetic algorithms. in 

2710 IEEE International Conference on Systems, Man, and Cybernetics (SMC). 2710. IEEE. 
 



             1072روردين و ارديبهشت ضي/ سال دهم، شماره چهل و هفتم، فهای نوين در رياو همكاران / پژوهش رضا ميرشفائيسيد
 

 

 

 

20.Searson, D.P., GPTIPS 2: an open-source software platform for symbolic data mining, in 

Handbook of genetic programming applications. 2711, Springer. p. 111-102. 
 

2۱.Deb, K., et al., A fast and elitist multiobjective genetic algorithm: NSGA-II. IEEE 

transactions on evolutionary computation, 2772. 0(2): p. 102-1۱0. 
 

07.Hichar, S., et al., Application of nonlinear Bratu's equation in two and three dimensions 

to electrostatics. Reports on mathematical physics, 2711. 00(2): p. 202-2۱7. 
 

01.Kilic, M., et al., 11–12 Gyr old white dwarfs 27 pc away. Monthly Notices of the Royal 

Astronomical Society: Letters, 2712. 022(1): p. L122-L120. 

 

 


	چکيده



