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  08/10/1401تاریخ پذیرش مقاله:    23/02/1399تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

پردازیم و ضرب باط بین فضاهاي ضرب داخلی معمولی و فضاهاي ضرب داخلی فازي میدر این مقاله به بررسی ارت

.)صورت داخلی فازي را به )  . , .   نویسیم. سپس چند کنیم. همچنین نرم را بر حسب پارامتر میمعرفی می

فضاهاي ضرب داخلی فازي هستند. در دهیم که این فضاها کنیم و نشان مینمونه از فضاهاي دلخواه را معرفی می

 ضمن همگرایی، کوشی، کامل و هیلبرت فازي فضاي  10,mWکنیم. را به کمک ضرب داخلی فازي بررسی می

کنیم. سپس تعریف جدیدي از علاوه بر این ارتباط بین فضاي هیلبرت معمولی و فضاي هیلبرت فازي را بیان می

آوریم. خواص هسته باشد، میمی �ید فازي، که در آن ضرب داخلی فازي برحسب پارامتر ویژگی هسته بازتول

با استفاده از تعریف جدیدي که از ویژگی طور کامل مورد بحث قرار گرفته است. بازتولید فازي در این مقاله به

توان از این ویژگی براي حل معادلات دیفرانسیل با یدهیم مارائه می هسته بازتولید فازي برحسب پارامتر 

 استفاده از روش هسته بازتولید فازي استفاده کرد.

  

  .هسته بازتولید فازي، همگراي فازي، فضاي هیلبرت فازي، ضرب داخلی فازي هاي کلیدي: واژه

                                                 
   Email: abbasbandy@ikiu.ac.ir                                                                                  دار مکاتبات:          عهده. *

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه - 1

نظریه نرم فازي روي فضاي برداري ابتدا در سال 

ئه شد. افراد دیگري مانند توسط کاتساراس ارا 1984

کالوا و چنگ نیز مفهوم نرم فازي را بیان  فلبین،

کردند. سامانتا یک نوع نرم فازي ارائه داد که نرم 

مناسبی براي اثبات قضایاي اساسی آنالیز تابعی مانند 

قضیه اصل کرانداري یکنواخت بود. امکان تعریف 

مفهومی از فضاي هیلبرت فازي براي نخستین بار 

هاي تولید شده توسط سط دیمیف مطرح شد. نرمتو

چنین فضاهایی ممکن است کاربردهاي بسیار مهمی 

در فیزیک ذرات کوانتومی داشته باشد. از آن جا که 

فضاهاي ضرب داخلی فازي ارتباط نزدیکی با فضاهاي 

 1991هیلبرت فازي دارند، نخستین بار در سال 

تعریف معناداري الابید، الحامولی و بیسواس براي ارائه 

از ضرب داخلی وابسته به آن تلاش کردند. حسن 

خانی، نظري و ساحلی مفهوم ضرب داخلی فازي را 

معرفی کردند و نشان دادند که نرم حاصل در نامساوي 

کند. علاوه بر این هر فضاي شوارتز صدق می –کوشی 

تواند در یک فضاي ضرب ضرب داخلی فازي می

 ود. داخلی فازي کامل محاط ش

 2ساختار این مقاله به این صورت است که در بخش 

 مطالب مقدماتی را درباره فضاهاي  12 0,L و 

  11 0,W آوریم. همچنین ضرب داخلی در این می

را بیان کرده و تعریف ضرب داخلی فازي را ارائه  فضاها

فازي را دو فضاي ضرب داخلی  3دهیم. در بخش می

به صورت       1  . , . 1 0, , .W و       1  . , . 2 0, , .L

مفهوم فضاي هیلبرت  4کنیم. در بخش معرفی می

فضاي هسته  5کنیم. در بخش فازي را بیان می

هاي هسته بازتولید بازتولید فازي را تعریف و ویژگی

گیري بیان کنیم. در پایان نتیجهفازي را مطرح می

 است.شده 

 

  مفاهیم مقدماتی -2

) فرض کنیم )[1]( :1-2تعریف  )f x روي بازه

  ,a b  تعریف و  


  1
,

n
k k k
a b 

هاي بازه اي ازمجموعه

باز مجزا باشند که     ,  , k k a ba bاگر براي هر .

 اشته باشدوجود د که وابسته بهايn و  نباشد

همچنین به ازاي  


 
1

n

ii
i

ab
 

همواره داشته 

 باشیم    


 
1

n

i i
i

f fb a  آنگاه تابع( )f x 

روي بازه   ,a b  ته است.مطلقاً پیوس  

  

فضاي  )[1]( :2- 2تعریف   2 0, 1L را همراه با ضرب

 کنیم:داخلی در این فضا به صورت زیر تعریف می

           
1 2

2

0
0 , 1 f x x dxL f  

  که

   , 2, 0 1f g L 
و    

1

0
, .f g f x g x dx  

  

فضاي  )[1](: 3- 2تعریف  0,mW را همراه با  1 

  کنیم:صورت زیر تعریف میضرب داخلی در این فضا به
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( ) 0,1 ,m
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f x is absolutely continiuousf

xf L

     

   

 





 

 

  

                  

1

0

1

0

( ) ( ), . .

( ) ( )( )
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i if g f gm

m mx x dxf g

 

  که

, [0,1]mf g W و  
2

,
m m

f f f . 

  

فضاي )[1]( :4-2تعریف   11 0,W را همراه با ضرب

 کنیم: صورت زیر تعریف میداخلی در این فضا، به


 

    



 

1

2

[0,1]

( ) ,

( ) 0,1 ,

W

f x f is absolutely continiuous

f x L

 

      
1

1 0
, (.) (.) ,f g f g f x g x dx  

  که 

 1, [0,1]f g W . 
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:v )[6](: 5- 2تعریف  X I یک فضاي برداري

شود هرگاه نامیده می Xفازي روي فضاي برداري 

,x  براي هر y X  و   �,a b :داشته باشیم 

    min ( ), ( ) .v ax by v x v y  

 
  گیریم که:از نامساوي بالا به سادگی نتیجه می

 (.) sup   (1
x X

v v x


  

x) براي هر2 X0و a داریم�( ) ( )v ax v x.  

اگر 1 2 ,  ,   , nX x x x   باشد X   را به

   کنیم:صورت زیر تعریف می

   

    
1

1 2

   

           ,   ,  ,  

n

i
i

n i i

X x

u u u u x

 

   





 

 

 

  که

 Xx  . 

 

 (که vرب داخلی فازي رويض )[4]: (6-2تعریف 

v  فضاي برداري روي میدان حقیقی یا مختلطK

vاست) یک نگاشت از  v به میدان K با بردارهاي

باشند و هاي فازي میاست که با درایهyو x فازي

x ,  صورت به x  یا  , x y  شود. نوشته می

در این جا  min ,   و , 0,1  به ، 

 وx براي همه بردارهاي فازي اسکالر و rطوري که

yو zبه متعلقvو min , ,      :داریم  

     , , ,x z y x y z y                                                     ،  )1 

   , ,rx y r x y                                 ، )2  

   , ,x y x y                               ، )3 

 , 0x y   0xهمچنین، و4)   و تنها اگر  اگر

 , 0x x   ،  

0) اگر 5 1    آنگا	ه   

   , , ,x x x x             

  

0همچنین وجود دارد n   به طوري که  

   lim , , .
n

x x x xn 


  

اگر  :7-2گزاره  , ., .v  فضاي ضرب داخلی

 معمولی باشد آنگاه   , .,. .v فضاي ضرب داخلی

 فازي است که:

 
1

, , ,x y x yyx  


   

 
, براي هر  vyx   و , 0,1  ،  min , .   

 

nفضاي اقلیدسی: 8- 2 مثال
با ضرب داخلی  �

1

,
n

i i
i

x y yx


  که یک فضاي ضرب داخلی است

 1, , nx x x  1, , ny y y بنابراین .  , .,. .n
� 

با ضرب داخلی فازي تعریف شده توسط 

 
1

, ,x y x y


 فضاي ضرب داخلی فازي  یک

  است. 

  

 فضاهاي ضرب داخلی فازي - 3

اگر: 1-3لم  1, , 0,1f g h Wوr  اسکالر باشد آنگاه

    1 0,1 , .,. .W  یک فضاي ضرب داخلی فازي

است که 
1

, ,f g f g


:؛ بنابراین داریم  

     , , ,                                                  ،  )1f h g f g h g     

   , ,                                  ،  )2rf g r f g   

   , ,                               ،  )3f g g f   

 , 0 (4f f   0و همچنینf   اگر و تنها

اگر  , 0f f  ،  

0 ) اگر 5 1    آنگاه   , ,f f f f  

0مچنین وجود دارد ه n   به طوري که  

   lim , , .n
n

f f f f 


  

  

  داریم: 6-2و تعریف  7- 2با استفاده از گزاره  اثبات:
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1

, ,4) f f f f


  

  

2چون 
,f f f  بنابراین, 0f f   0و  

1نتیجه است. در
, 0f f


بنابراین ؛ , 0f f  . 

0fدهیم اکنون نشان می   اگر و تنها اگر

 , 0f f  .  اگر , 0f f   باشد، آنگاه

1
, 0f f


 در نتیجه ., 0f f پس ،

2
0f  0بنابراین ؛f  .  

0f، اگربرعکس   باشد آنگاه, 0f f  در .

1 نتیجه
, 0f f


 است؛ بنابراین ما داریم

 , 0f f   .  

   

1 1
0 1 , ,

, , .

 5) 

                          

f f f f

f f f f

 
 

 

    

 

 

 
0وجود دارد n   به طوري که  

 

 

1
lim , lim ,

1
, , .                       

n
n n

n

f f f f

f f f f







 


 

 

  

بنابراین     1 0,1 , .,. .W  یک فضاي ضرب داخلی

  فازي است.

  

فضاي :2- 3نتیجه     1 0,1 , .,. .W  یک فضاي

  ضرب داخلی فازي است که 

 
1

, , .f g f g


  

  

فرض کنیم :3- 3لم     1 0,1 , .,. .W فضاي

fضرب داخلی فازي باشد. اگر  g  باشد آنگاه  

     
2 2 2

f g f g      

 
که  min ,  و  , 0,1    . 

  

  اثبات:

   

   

   

2

1

1 1

1 1

,

, ,

, ,

                  

                       

f g f g f g

f f f g

g f g g

 

 

 

   

 

 

 

  

  در نتیجه

     
2 2 2

.f g f g      

 

اگر فضاي ضرب داخلی، معمولی باشد  :4-3گزاره 

فضاي ضرب داخلی، فازي است در حالی که آنگاه 
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براي هر , 0,1  mf g W   و همچنین

 , 0,1  که min ,  داشته باشیم 

 
1

, , , .f g f gf g  


   

 

نتیجه  6- 2سادگی با استفاده از تعریف به اثبات:

 شود.حاصل می

  

اگر :5- 3گزاره     0,1 , .,. .m
W فضاي  یک

نگاه ضرب داخلی فازي باشد آ  0,1 , .,.m
W  یک

فضاي ضرب داخلی معمولی است که براي هر 

 , 0,1mx y Wو همچنین براي هر 0,1

داریم  , ,x y x y  .  

 

  است. 4-3مشابه روند اثبات گزاره  اثبات:

  

اگر : 6-3لم  2, , 0,1f g h L و r نیز یک   

اسکالر باشد آنگاه    2 0,1 , .,. .L  یک فضاي

  ضرب داخلی فازي است که 

 
1

, , .f g f g


  

  

  داریم: 6-2و تعریف  7- 2با استفاده از گزاره  اثبات:
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1 1
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1
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1
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1 1

1
, , .
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rf g rf g

rf g r fg

r f g r f g




 






 

 

 
 

 

 

1 1

0 0

1
, ,

1 1

1
, , .

3) 

                      

                       

f g f g

f g gf

g f g f




 






 

 

   

  

 است. 1-3اثبات بقیه موارد مانند اثبات لم 

  

فضاي :7- 3نتیجه    2 0,1 , .,. .Lفضاي  یک

  ضرب داخلی فازي است که

 
1

, , .f g f g


    

 

  فضاي هیلبرت فازي - 4

فضاي ضرب داخلی فازي )[5]( :1-4تعریف 

    0,1 , .,. .m
Wرگاه تابع فازي است ه همگراي

nf  در 0,1m
W موجود باشد به طوري که 

 lim 0.n
n

ff 


   

 

فضاي ضرب داخلی فازي  )[5]( :2-4تعریف 

    0,1 , .,. .m
W  کوشی فازي است هرگاه توابع

nf  وmf  در 0,1m
W  موجود باشند به طوري که

0براي هر  0 وجود داشته باشد یکM   به

m  ,طوري که براي هر n M،  داشته باشیم

 m nf f    به طوري که  

   
2

,x x x  و   

  inf 0,1 .i i   �   

 

فضاي )[5]: (3- 4تعریف    0,1 , .,. .m
W 

کامل فازي است هرگاه هر دنباله کوشی فازي در 

 0,1m
W .همگراي فازي باشد 

 

 فضاي) [5]:(4- 4تعریف    0,1 , .,. .m
W 

 هیلبرت فازي است هرگاه نسبت به نرم
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2

,x x x   کامل فازي باشد که

 0,1m
x W  .  

 

 اگر) [5]( :5- 4تعریف  0,1 , .,.m
W  یک

فضاي هیلبرت معمولی باشد آنگاه فضاي

    0,1 , .,. .m
W هیلبرت فازي است در حالی که

به ازاي هر  , 0,1 myx W   و

 , 0,1m
W  

 
 که min ,  

 
داشته 

  باشیم:

 
1

, , ,x y x yyx  


   

 

از آن جا که اثبات:   0,1 , .,.m
W  فضاي ضرب

توان نتیجه می 7-2داخلی معمولی است طبق گزاره 

گرفت که     0,1 , .,. .m
W  فضاي ضرب داخلی

ی فازي است. از طرف  0,1 , .m
W فضاي نرم دار

2کامل است که 
,x x x ؛ بنابراین

    0,1 , . .m
W  .فضاي ضرب داخلی فازي است

پس براي هر  0,1m
x W  ،    0,1 , . .m

W 

فضاي نرم دار کامل فازي است که  
1

x x


  .

، فضاي4-4در نتیجه با استفاده از تعریف 

    0,1 , .,. .m
W  .هیلبرت فازي است 

 

اگر :6-4قضیه     0,1 , .,. .m
W  فضاي هیلبرت

فازي باشد آنگاه   0,1 , .,.m
W فضاي هیلبرت

معمولی است که براي هر 0,1 ، , ,x y x y .  

  

از آن جا که اثبات:    0,1 , .,. .m
W فضاي

هیلبرت فازي است، فضاي    0,1 , . .m
W فضاي

  نرم دار کامل فازي است در حالی که 

   
2

, .x x x   

 

پس  0,1 , .m
W  فضاي نرم دار کامل است که

براي هر  0,1 داریم x x . در نتیجه

  0,1 , .,.m
W.فضاي هیلبرت معمولی است  

  

  فضاي هسته بازتولید فازي -5

 براي هر :1-5تعریف      , 0,1mx xf WR  
که 

 min ,   
و  , 0,1  7- 2ره ، طبق گزا 

توان به صورت زیر ویژگی هسته بازتولید فازي را می

  بیان کرد:

         

     

, ,

1 1
,                            

y

y

x x f x xf R R

f x x f yR

 

 



 
 

 
  در نتیجه داریم:

       
1

, .yf x x f yR 


  

 

 فرض (فضاي هسته بازتولید فازي): 2-5تعریف 

کنیم    0,1 , .,. .m
W  فضاي هیلبرت فازي با

ضرب داخلی فازي      , .f x g x باشد که

     , 0,1mf x g x W است. اگر تابع فازي مانند 

   0,1m
y x WR  موجود باشد به طوري که هر 

 f xدر شرط       
1

, yf x x f yR 


 

صدق کند آنگاه  xR y بازتولید فازي  هسته

 0,1m
W شود. علاوه بر این فضاي نامیده می

هیلبرت فازي 0,1m
W  فضاي هسته بازتولید فازي

 شود.نامیده می

 

اگر  :5-3 گزاره 0,1m
W  فضاي هیلبرت فازي

باشد و  
1

n

i
i




 متعامد نرمال فازي باشندهاي پایه 

آنگاه     
1

n

s i i
i

t t sR  


  یک فضاي هسته

 بازتولید فازي است.
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چون  اثبات: iهاي متعامد نرمال فازي ها پایه

ها فضاي هیلبرت توان نتیجه گرفت که آنهستند می

فازي  0,1m
W براي هرکنند؛ یعنی را تولید می 

 0,1mf Wداریم  

   
1

.
n

i i
i

f t ta


   

  

حال براي آن که ثابت کنیم  s tR  یک فضاي هسته

  بازتولید فازي است باید نشان دهیم رابطه 

       
1

, sf t t f sR 


  

  

  برقرار است.

         

     

     

     

     

1
, ,

1
,

1
,

1
,

1
,

                           

                           

                           

                           

        

f t t f t tR Rs s

t t sai i i i

t t sai i j j

t t sai i j j

t s tai j j i




  


  


  


  




  

  

  

  

     

     

     

     

1
,

1
,

1
,

1
,

1

                   

                           

                            

                           

                           

t s tai j j i

s t tai j j i

s t tai j i j

s t tai j i j

i

  


  


  


  




  

  

  

  

    
1

,s f sa i




 

 
بنابراین  s tR.فضاي هسته بازتولید فازي است  

  

  بررسی خواص هسته بازتولید فازي:

خواص هسته بازتولید فازي در حالی که ضرب داخلی 

0فازي بر حسب پارامتر  شود، دقیقاً تعریف می

مانند حالتی است که ضرب داخلی، معمولی تعریف 

به بررسی خواص هسته بازتولید شود. حال در این جا 

  پردازیم:فازي می

                         ،  )1y xx yR R  

) هسته 2 y xR یکتاست، 

) اگر 3 y xR  هسته باز تولید فازي باشد آنگاه

  0x xR   و همچنین  0x xR  ها اگر اگر و تن

 0H ،  

) هسته بازتولید فازي 4 y xR  معین مثبت است که

rبراي هر Xx   داریم  

 
1 1

0
n n

sx sr r
s r

xR 
 

   

  

,که 1, 2, ,r s n   وr .ها اعداد مختلط هستند  

  

  : 1بات اث

       

   

     

1
. , .

1
. , .

1 1
. , .

               

               

y y x

y x

x y x

xR R R

R R

yR R R






 





 

 

 

در نتیجه    
1 1

y xx yR R
 

 ؛ بنابراین  

   .y xx yR R  

 

فرض کنیم  :2اثبات  y xQ  نیز هسته بازتولید فازي

  باشد آنگاه:

       

   

   

   

1
. , .

1
. , .

1
. , .

1 1

              

              

              

xy y

xy

x y

x y

xQ Q R

Q R

QR

y xR R








 







 

 

  

در نتیجه    
1 1

yy x xQ R
 

بنابراین ؛  

   yy x xQ R . 
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: 3اثبات  
1

0x xR



  

       

   

 
2

1
. , .

1
. , .

1
. .

             

             

x x x

x x

x

xR R R

R R

R













 

 
از آن جا که طرف راست عبارت بالا نامنفی است 

داریم 
1

0x xR


؛ بنابراین   0x xR اگر .,  x y H 

باشد آنگاه y x HR  ؛ بنابراین x x HR پس .

   
1

0x x HR


 در نتیجه ،  0x xR  . 

برعکس، اگر  0x xR آنگاه 
1

0x xR


در نتیجه .

 
21

. 0xR


 ؛ پس 
2

. 0Rx   .  

  توان نتیجه گرفت:همچنین دو حالت زیر را می

y. اگر براي هر حالت اول H داشته باشیم 

  0y xR   آنگاه 
1

, yx x yR


 در نتیجه .

1
0y


 0؛ بنابراینy .  

x. اگر براي هرحالت دوم H  داشته باشیم

  0x yR   آنگاه 
1

, xy y xR


 در نتیجه .

1
0x


  0؛ بنابراینx .  

بالا خواهیم داشت حالت گفته شده دربه دوبنا 0H.  

  

0براي  :4اثبات  داریم: 

 

 

 

 

   

   

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

1

1

1

1
. , .

1
. , .

 

n n

sx r sr
s r

n n

x s rs r
s r

n n

x r rs s
s r

n n

xs r rs
s r

n n

x xs rr s
s r

n n

x xs rr s
s r

xR

xR

xR

xR

R R

R R

 








 


 


 


 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

 

   

   

   

   

 

1 1

1 1

1 1

1 1

2

1

1
. , .

1
. , .

1
. , .

1
. , .

1
. 0

n n

x xs rs r
s r

n n

x xs rs r
s r

n n

x xs rs r
s r

n n

x xs ss s
s s

n

x ss
s

R R

R R

R R

R R

R

 


 


 


 





 

 

 

 



  

  

  

  

 

 

 

در نتیجه  
1 1

1
0

n n

sx r sr
s r

xR  
 

 
 

بنابراین 

 
1 1

0
n n

sx r sr
s r

xR  
 

 . 

  

 گیرينتیجه

با استفاده از تعریف جدیدي که از ویژگی هسته 

ارائه دادیم می توانیم  زتولید فازي برحسب پارامتربا

از این ویژگی براي حل معادلات دیفرانسیل با استفاده 

از روش هسته بازتولید فازي استفاده کنیم. بنابراین 

براي حل معادلات دیفرانسیل با استفاده از روش 

ي به هسته بازتولید فازي اگر از ضرب داخلی فاز

صورت  .,. و تعریف جدید ویژگی هسته بازتولید  .

فازي استفاده کنیم آنگاه جواب معادله یعنی  u x

  کند:به صورت زیر تغییر می

     
1

kik iu x f xx 


   

  

که این تغییر ناشی از تعریف ضرب داخلی فازي است 

که به صورت  
1

, ,f g f g


 شود.تعریف می  

نکته قابل توجه این است که تحلیل کرانداري و 

همگرایی جواب معادله دیفرانسیل و خواص هسته 

بازتولید فازي، وقتی که ضرب داخلی، فازي باشد 

دقیقاً مانند حالتی است که ضرب داخلی، معمولی 

  تعریف شود.
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