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  01/08/1401تاریخ پذیرش مقاله:    24/04/1400تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

یکی از روش هاي بسیار  مهم در حل مسائل خطی و  غیرخطی، روش تحلیل هموتوپی است که توسط لیائو در 

لیل هموتوپی است که این نوع بهبود یافته را مطرح گردید.  هدف اصلی این مقاله، بهبود روش تح 1992سال 

روش تحلیل هموتوپی متوالی نامگذاري نموده ایم. جهت مقایسه ي نتایج به دست آمده توسط روش تحلیل 

هموتوپی و نوع متوالی آن، چندین مثال عددي ارائه شده است که نتایج نشان می دهند، حجم محاسبات در روش 

به نوع معمولی آن کمتر است. همچنین، برخلاف روش تحلیل هموتوپی، جواب تحلیل هموتوپی متوالی نسبت 

هاي عددي به دست آمده توسط روش تحلیل هموتوپی متوالی در یک محدوده ي نسبتاً وسیعی رضایتبخش 

هستند. بنابراین، با توجه به روش تحلیل هموتوپی متوالی، می توان انواع مختلف معادلات ریاضی خطی و 

همچنین معادلاتی غیر خطی که در سایر رشته  هاي علمی مانند فیزیک و مکانیک به وجود می آیند   غیرخطی و

  را به صورت عددي حل نمود.

 

 .سري جواب، روش تحلیل هموتوپی، مسائل مقدار اولیه ي غیرخطی، جواب تقریبی هاي کلیدي: واژه 
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  مقدمه - 1

یکی از روش هایی که در چند سال گذشته کارهاي 

پژوهشی بسیاري بر روي آن صورت گرفته است، 

باشد. این می 2(HAM)روش تحلیل هموتوپی 

توسط پروفسور لیائو مطرح  1992روش که در سال 

هاي مؤثر در حل ] به عنوان یکی از روش1گردید [

، 2شود [انواع مختلف معادلات غیرخطی شناخته می

ترین به عنوان نمونه، برخی از تازه  ].7و 6، 5، 4، 3

کارهاي پژوهشی صورت گرفته در مورد این روش را 

 نماییم. در ادامه معرفی می

، چوانگ یو و همکاران، از روش 2018در سال 

تحلیل هموتوپی براي حل نیمه تحلیلی نوع خاصی 

]. 8ي حمل و نقل استفاده نمودند [از معادله

همچنین در همان سال شیرخانی و همکاران، 

لیل هموتوپی و چند روش دیگر کاربردي از روش تح

را در مبحث جریان سیال نیوتنی بین دو صفحه 

، حسین و 2019]. در سال 9موازي ارائه دادند [

-همکاران، یک جواب تحلیلی تقریبی را براي معادله

کان که معادله ایی است براي توصیف پدیده - ي آلن

هاي فیزیکی طبیعی، براساس روش تحلیلی 

]. همچنین احمد نایک و 10د [هموتوپی ارائه دادن

همکاران، با استفاده از روش تحلیل هموتوپی، 

توانستند یک جواب تحلیلی تقریبی براي مدل 

]. ضمناً 11ارائه دهند [ HIVدینامیکی ویروس 

براي اطلاعات بیشتر در خصوص جدیدترین مقالات 

  چاپ شده در رابطه با روش تحلیل هموتوپی، 

  ] مراجعه نمود.16و12،13،14،15توان به منابع [می

هدف اصلی این مقاله آن است که روش تحلیل 

هموتوپی را به گونه ایی جدید روي مسائل مقدار 

اولیه اجرا کند، به طوري که نتایج عددي به دست 

اي معمولی روش تحلیل آمده نسبت به اجر

  جواب همگرا باشد. ي بزرگتر، بهیک بازههموتوپی، در

  نوع بهبود از روش تحلیل هموتوپی در این مقاله این 
  

                                                 
2 Homotopy Analysis method 

یا به صورت   3را روش تحلیل هموتوپی متوالی

  می نامیم. SHAMمختصر 

  

  روش تحلیل هموتوپی -2

براي معرفی این روش، معادله ي دیفرانسیل 

  غیرخطی زیر را در نظر بگیرید

)1 (                                  ( ) ( )N u t g t  

  

یک عملگر دیفرانسیل کلی که شامل  �ن که در آ

باشد. هاي خطی و غیر خطی است، میقسمت

یک تابع  (�)�) تابع 1همچنین در معادله ي (

یک تابع مجهول  (�)�متغیر مستقل و  �معلوم، 

باشد. در این قسمت، براي سادگی کار، از شرایط می

اولیه و مرزي که بر مسأله ي مورد بحث حاکم 

کنیم. با استفاده از مفهوم نظر می فاست، صر

معادله ي تغییر "هموتوپی، لیائو معادله ایی به نام 

  به صورت "4ي صفر امشکل مرتبه

	  0(1 ) ( ; ) ( )p L t p u t p    

)2(                      ( ) ( ; ) ( )H t N t p g t    

 
را  �)، پارامتر 2]. در معادله ي (1معرفی نمود [ 

نامند که عددي است بین می "5هپارامتر نشاند"

�صفر تا یک، یا به عبارتی دیگر  ∈ [0,1] .

پارامتر کنترل "را  همچنین پارامتر ناصفر 

یک تابع  (�)�می نامند و تابع ناصفر  "همگرایی

یک  (�)��یک عملگر خطی کمکی،  �کمکی، 

 (�;�)�و  (�)�حدس اولیه از تابع مجهول 

اشد. نکته ي مهم در این روش تابعی مجهول می ب

آن است که آزادي عمل زیادي براي انتخاب 

پارامترها و توابع کمکی براي رسیدن به همگرایی، 

�وجود دارد. واضح است هرگاه قرار دهیم  = 0 ،

(0;�)�) داریم 2آنگاه با استفاده از معادله ( =

                                                 
3 Succesive homotopy analysis method 
4 Zero-order deformation equation 
5 Embedding parameter 
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�و نیز هرگاه  (�)�� = (1;�)�	، آنگاه 1 =

از صفر به یک  �راین هرگاه پارامتر . بناب(�)�

 (�)��، از حدس اولیه (�;�)�افزایش یابد، آنگاه 

تغییر می یابد. همچنین، با محاسبه  (�)�به جواب 

نسبت به پارامتر  (�;�)�ي بسط مک لورن تابع 

  ، خواهیم داشت�
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، پارامتر (�)��، حدس اولیه�هرگاه عملگر خطی 

طور ، به (�)� و تابع کمکی کنترل همگرایی 

�به ازاي )3مناسب انتخاب شوند، آنگاه سري( = 1 

  صورت خواهیم داشتهمگرا خواهد بود. دراین
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فوق، یک جواب براي معادله ي  یعنی سري

]. حال براي 1) خواهد بود [1دیفرانسیل غیرخطی (

ها، (�)��تعیین روابطی جهت به دست آوردن 

 کنیمرا به صورت زیر تعریف می ���بردار 

 0 1( ), ( ),..., ( )n nu u t u t u t


 

 
) نسبت به 2در این صورت، هرگاه از معادله ي (

ق گرفته و بعد از آن قرار بار مشت �، �پارامتر 

�دهیم  = تقسیم نماییم،  !�و در نهایت بر  0

ي تغییر شکل آنگاه معادله ي زیر که به معادله

  ام معروف است، به دست خواهد آمد:�مرتبه ي 
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  و

�� = �
0, � = 1,
1, � > 1.

   

  

ها، می توان جواب تقریبی (�)��ي بعد از محاسبه

و به صورت زیر  (�)��ام را با نماد �مرتبه ي 

  ارائه داد:
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  واهیم گرفت:که در این صورت نتیجه خ
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، لیائو قضیه ي ذیل را در خصوص 2003در سال 

∑سري جواب به دست آمده ي  ��(�)
�
ارائه  ���

  ].17داد [

  

هرگاه سري به دست آمده ي  :1- 2قضیه 

∑ ��(�)
�
و همچنین سري  ���

∑ �[��(�)]
�
ري همگرا باشند، آنگاه س  ���

∑ ��(�)
�
، جوابی براي معادله ي دیفرانسیل ���

غیرخطی  ( ) ( )N u t g t
 

  است.

، ونگوردر و همکارانش، 2009همچنین در سال 

چندین شرط لازم و کافی براي همگرایی سري 

∑جواب  ��(�)
�
]. نکته ایی که 7ارائه دادند [ ���

به آن توجه شود، در اجراي این روش می بایستی 

روي همگرایی سري  تاثیر انتخاب مقدار پارامتر 

∑جواب  ��(�)
�
است. یک روش براي  ���

، رسم منحنی جواب تقریبی انتخاب مقدار مناسب 

، به ازاي نقطه یا یا مشتقات آن بر اساس پارامتر 

-نقاط ابتدایی است. براساس این منحنی که به 

ناحیه ایی که در آن منحنی  معروف است، 6منحنی

                                                 
6 -curve 
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تقریباً موازي محور افقی است، به عنوان ناحیه ي 

شناخته می شود. همچنین در  معتبر براي 

مرجع  6- 1سرتاسر این مقاله، براساس  قضیه ي 

] و بدون از دست دادن کلیت، قرار می دهیم 7[

�(�) = روي را ب تحلیل هموتوپیادامه، روش. در1

فرانسیل معمولی به کار می بریم و ي دییک معادله

  نتایج حاصل از آن را مورد بررسی قرار می دهیم.

  

مرتبه دوم غیرخطی ي دیفرانسیلمعادله :1-2مثال 
3( ) ( ). ( ) 2 2u t u t u t t     را با شرایط اولیه

(0)�ي  = (0)′�و  0 = تابع جواب  و با 0

�(�) = در نظر بگیرید. با استفاده از روش  ��

لیل هموتوپی می توان دستور تکراري زیر را به تح

  .دست آورد
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(�)��در دستور تکراري فوق تابع شروع را   = 0 

یم. جهت به دست آوردن ناحیه ي در نظر می گیر

- ، براي همگرایی سري جواب، نمودار مناسب 

ام تابع 20منحنی را براي  مشتق دوم تقریب 

 جواب، یعنی تابع
20

20
0

( ) ( )m
m

U t u t

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به ازاي 

� =   رسم نموده ایم. براساس شکل  1در شکل  0

  

تقریباً برابر  ، ناحیه ي مناسب 1 1.6, 0.4 
 

ي نتایج به دست آمده با جواب است. براي مقایسه

ام جواب یعنی 20ي دقیق، نمودار تقریب مرتبه

���(�) = ∑ ��(�)
��
را به همراه نمودار  ���

= ازايبهجواب دقیق 1.4, 1, 0.7, 0.4, 

مشخص  2رسم شده اند. از روي شکل  2در شکل 

=به ازاي ام 20که براي  تقریب   است 0.4 

  نتایج بهتري به دست می آید.

نتیجه می شود، بعد  2از طرفی همانطور که از شکل 

از انجام محاسبات بسیار و به دست آوردن تقریب 

�ام، در بهترین حالت، از 20مرتبه ي  = الی  0

� = توانستیم نتایج خوبی کسب نماییم.  2.5

 بدیهی است هر گاه بخواهیم در بازه ي بزرگتري 

نتایج مناسبی به دست آوریم، می بایستی تعداد 

تکرار را افزایش داده که این امر مستلزم صرف زمان 

بسیاري است.  بنابراین در این مثال، همگرایی روش 

تحلیل هموتوپی بسیار کند است. براي درك بهتر 

ام، 80مطالب ذکر شده، خطاي نسبی تقریب مرتبه 

ارائه شده  1ل هاي مختلف در جدو�هاو به ازاي 

است. واضح است که حصول چنین نتایجی مستلزم 

انجام محاسبات طولانی و صرف زمان بسیار است. 

در بهترین حالت که همان حالت  و 1طبق جدول 

= است، خطاي نسبی به دست آمده تا  0.4

�اندکی بیش از  = عدد کوچکی است. اما به  2.5

افزایش هاي بزرگتر، خطا ي نسبی به سرعت �ازاي 

ها شرایط بدتري یابد. این وضع، به ازاي مابقی می

ساده، سرعت مثال بسیاربراي اینگیرد. لذاخود میبه

  همگرایی روش تحلیل هموتوپی بسیار کند است.

 

 
 .1-2ام، براي مثال ��منحنی حاصل از تقریب -: نمودار 1شکل 
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 .1-2هاي مختلف، براي مثال  واب دقیق و به ازاي با ج ام��: مقایسه جواب تقریبی مرتبه 2شکل 

  

به دست آمده با استفاده از روش تحلیل هموتوپی براي مقادیر مختلف  ام��ي : خطاي نسبی جواب تقریبی مرتبه1جدول 

  .1-2، براي مثال 

= 1.4 = 1 = 0.4 t 
3.726e-30 1.201e-72 1.469e-18 0.5 
6.794e-16 6.260e-36 1.169e-17 1 
3.250e-02 2.966e-17 6.520e-16 1.4 
8.107e+01 2.929e-13 2.028e-15 1.5 
8.468e+14 7.355e+01 1.712e-11 1.9 
4.382e+17 1.509e+05 2.427e-10 2. 
1.275e+21 2.541e+08 2.905e-09 2.1 
4.477e+23 3.592e+11 5.459e-09 2.2 
6.987e+32 4.168e+20 9.680e-03 2.5 
8.320e+35 3.378e+23 6.792e-01 2.6 
3.417e+38 2.435e+26 5.423e+01 2.7 
1.035e+47 4.711e+34 3.634e+07 3 
1.106e+93 2.419e+80 7.227e+49 5 

3.333e+126 3.451e+113 1.489e+83 7 
4.913e+162 4.644e+149 5.404e+119 10 

  

 روش پیشنهادي - 3

) را در نظر بگیرید 1ي دیفرانسیل غیر خطی (معادله

عنوان جواب شروع به (�)��و فرض کنید که 

مسأله باشد که از روي شرایط اولیه و یا مرزي حاکم 

بر مسأله به دست می آید. با توجه به مطالب بیان 

شده در قسمت قبل، هرگاه روش تحلیل هموتوپی 

ام را به �ادله اجرا کنیم و تقریب را روي این مع

دست آوریم، آنگاه این تقریب به صورت معادله ي 

، به ازاي (�)��هاي ) است که در آن مؤلفه6(

� = 1, 2, … , ) به دست 5ي (، از روي معادله�

 ام�آیند. بنابراین براي به دست آوردن تقریب می

نموده تا  ) استفاده5ي (بار از معادله �بایستی می

به دست  (�)��، ...، (�)��، (�)��مؤلفه هاي 

 1-2آید. در این صورت همان طور که در مثال 

هاي ملاحضه شد، ممکن است خطاي نسبی جواب

، �به دست آمده تنها به ازاي بازه ي کوچکی از 

  اعداد نزدیک به صفر، باشند.

خواهیم روش تحلیل حال در این قسمت می

) 1ي (هموتوپی را به گونه ایی دیگر روي معادله

بار استفاده از  �اجرا نماییم، به طوري که با همان 

هایی به دست آورد که در )، بتوان جواب5ي (معادله

  ، خطاي نسبی کمتري نسبت �بازه ي بزرگتري از 
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  به اجراي معمولی این روش داشته باشد.

ابتدا فرض براي توصیف این نحوه ي اجراي جدید، 

) را در 1کنید که بخواهیم معادله ي دیفرانسیل (

,�]بازه ي  ، حل نماییم. همچنین فرض کنید [�

بخش پذیر باشد،  �، عددي باشد که بر عدد �که 

  که در این صورت قرار می دهیم:

N
k

n
  

 
به طور مثال، در ساده ترین حالت ممکن، می توان 

�قرار داد  = �و  � = ,�]. حال بازه ي 1 را  [�

تقسیم می  �قسمت مساوي به طول گام  �	به 

را به صورت زیر به  ��، …، ��، ��کنیم و نقاط 

  .دست می آوریم

0

1

,

,

.n

t a

t a d

t a nd b



 

  


 

  

,��]) را در بازه ي 1حال مسأله ي ( به روش  [��

ه از روي تحلیل هموتوپی و با جواب شروعی ک

شرایط اولیه و یا مرزي به دست آید، حل می کنیم 

�و جواب تقریبی مرتبه ي  =
�

�
ام را به دست می 

آوریم. این جواب را به دلیل آن که مربوط به اولین 

  زیر بازه است با نماد زیر نشان می دهیم:

1 1

0

( ) ( )
k

k m
m

U t u t


   

 
��که در آن 

ت و همان جواب شروع اس (�)�

��
� �، به ازاي (�) = 1, 2, … , ، از روي �

) به دست می آیند. واضح است که در 5معادله ي (

)جهت به دست 5بار از معادله ي (�این مرحله، 

  آوردن مؤلفه هاي جواب استفاده می شود. 

) را در بازه ي 1در مرحله ي بعدي اجرا، معادله ي (

[��, وپی حل می کنیم و به روش تحلیل هموت [��

ام را به �در این بازه هم، جواب تقریبی مرتبه ي 

دست می آوریم. نکته ي مهم در این بخش آن است 

که براي انتخاب جواب شروع در این مرحله، از 

��مقادیر تابع 
ي و مشتقات آن در نقطه (�)�

� = کنیم. جواب به دست آمده در استفاده می ��

  ي دوم است را با نماد زیربازهمربوط به این مرحله که

2 2

0

( ) ( )
k

k m
m

U t u t


 
 

  دهیم.نشان می

روند فوق را در بقیه ي زیر بازه هاي ادامه می دهیم 

3و جواب هاي  4( ), ( ),..., ( ),n
k k kU t U t U t  را که

به ترتیب مربوط به زیر بازه ي هاي سوم، چهارم الی 

  ام است را به دست می آوریم.�

همان طور که واضح است، در این نوع نحوه ي اجرا، 

روش تحلیل هموتوپی را به صورت متوالی روي تمام 

زیربازه ها اجرا می کنیم و از نتیجه ي به دست 

آمده در هر زیربازه براي انتخاب جواب شروع در 

زیربازه ي بعدي استفاده می نماییم. بدین جهت در 

روش تحلیل  این مقاله، این نوع نحوه ي اجراي

 "روش تحلیل هموتوپی متوالی"هموتوپی، با نام 

  نامگذاري شده است.

نکاتی در خصوص این نوع بهبود از روش تحلیل 

هموتوپی وجود دارد که در ادامه به آنها اشاره می 

  :کنیم

بار �) براي به دست آوردن جواب در هر زیر بازه، 1

ر ) استفاده می شود. بنابراین د5از معادله ي (

مجموع، براي به دست آوردن جواب در کل بازه ي 

[�, �، در مجموع [� = ) 5بار از معادله ي ( ��

استفاده می کنیم که برابر همان تعداد بار استفاده 

ایی است که براي به دست آوردن جواب تقریبی 

ام بوسیله ي روش تحلیل هموتوپی �مرتبه ي 

وان یک معمولی انجام شده است. بنابراین، می ت

  مقایسه ي منصفانه ایی بین این دو روش انجام داد.

) جواب تقریبی که براساس روش تحلیل هموتوپی 2

متوالی به دست می آید، در واقع، فرم یک تابع 

 چندضابطه ایی به صورت زیر را دارد:
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��(�) = �

��
1(�), � ∈ [�0, �1],

��
2(�), � ∈ [�1, �2],

									

	��
�(�), � ∈ [�� 1, ��],

  

 
، بخش �، عدد دلخواهی است که بر �که در آن 

�پذیر می باشد و  =
�

�
و همچنین  

0

( ) ( ),
k

i i
k m

m

U t u t



 

=�به ازاي هر  1,2, … , �.  

) همان طور که پیش تر بیان شد، هرگاه بخواهیم 3

لیل هموتوپی معمولی، جواب با استفاده از روش تح

 ام�تقریبی مرتبه ي 
0

( ) ( ),
N

N m
m

U t u t


 
 

را  

) بیابیم، ابتدا می بایستی با 1براي معادله ي (

ها را به ازاي (�)��)، 5استفاده از معادله ي (

� = 1, 2, … , به دست آوریم. در این قسمت،  �

�، از �عموماً با افزایش  = �به  1 = � ،

در هر مرحله نسبت به مرحله ي  (�)��طه ي ضاب

هاي �قبل طولانی تر می شود، که این امر، به ازاي 

بزرگ، موجب افزایش حجم محاسبات و در نتیجه 

صرف زمان زیادي براي اجراي روش و به دست 

  ام است.�آوردن جواب تقریبی مرتبه ي 

اده از را با استف (�)��در حالی که هرگاه بخواهیم 

روش تحلیل هموتوپی متوالی به دست آوریم می 

��بایستی 
� �را به ازاي  (�) = 1, 2, … , و  �

�= 1, 2, … , که تعداد کل آنها برابر  �

�� = است، را تعیین کنیم. در این روش به  �

دلیل آنکه در هر زیر بازه، روش را به طور مستقل 

ت آمده در هر اجرا می کنیم و فقط از جواب به دس

زیربازه براي انتخاب جواب شروع در زیربازه ي 

بعدي استفاده می کنیم، لذا افزایش حجم محاسبات 

در یک زیربازه ارتباطی با افزایش آن در زیربازه 

بعدي ندارد. به همین دلیل در این حالت، با ازاي هر 

�، از �، با افزایش � = �به  1 = ، حجم �

به  �بد و سپس با تغییر محاسبات افزایش می یا

�+ ، حجم محاسبات به حالت اولیه و شروع 1

�، از �برگشته و دوباره با افزایش  = به  1

� = ، سیر صعودي می گیرد. این روند آنقدر �

  ادامه دارد تا به زیربازه ي آخر برسد.

�بنابراین با توجه به آنکه  =
�

�
، افزایش حجم 

روش معمولی آن،  محاسبات در این روش نسبت به

کنترل شده است. به این معنی که حل یک مسأله 

با حجم محاسبات بالا را به حل چند مسأله با حجم 

  محاسبات نسبتاً کمتر، تبدیل می کند.

) براي بهتر نشان دادن مزیت هاي روش تحلیل 4

هموتوپی متوالی نسبت به نوع معمولی آن، می 

روي آن حل  بایستی بازه ایی که مسأله ي موردنظر

می شود، و همچنین مرتبه ي جواب تقریبی، نسبتاً 

بزرگ انتخاب شود. در این صورت خواهیم دید که 

اگرچه ممکن است در نقاط نزدیک به ابتداي بازه، 

روش تحلیل هموتوپی معمولی جواب هاي بهتري 

نسبت به روش تحلیل هموتوپی متوالی دهد، اما هر 

شویم، این موضوع به  چه به انتهاي بازه نزدیک تر

  صورت شدیدتري حالت عکس پیدا می کند.

در بخش بعدي مقاله، جهت بررسی نکات فوق 

 1-2الذکر، معادلات دیفرانسیل ارائه شده در مثال 

را این بار به وسیله ي روش تحلیل هموتوپی متوالی 

حل کرده و سپس جواب هاي به دست آمده را با 

مقایسه می   1-2جواب دقیق ارائه شده در مثال 

 کنیم. 

 
  مثال هاي عددي - 4

معادله ي دیفرانسیل غیر خطی ارائه  :1-4مثال 

  ، یعنی 1-2شده در مثال 
3( ) ( ). ( ) 2 2 ,u t u t u t t     

 
(0)�را با شرایط اولیه ي  = (0)′�و  0 = 0 

در نظر بگیرید. فرض کنید که می خواهیم جواب را 

,0]در بازه ي  نکه در مثال بیابیم. با توجه به ای [7

براساس روش تحلیل هموتوپی معمولی، خطاي  2-1

ام را به دست 80نسبی جواب تقریبی مرتبه ي 
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آورده ایم، لذا براي داشتن یک مقایسه ي منصفانه، 

,0]در این مثال بازه ي  قسمت  80را به  [7

مساوي تقسیم نموده و در هر زیربازه تنها یک بار از 

استفاده می کنیم.  )5دستور بازگشتی معادله ي (

، در 1-2بنابراین در این مثال نیز مشابه مثال 

) استفاده می 5مرتبه از معادله ي ( 80مجموع 

شود. براي حل معادله، همان طور که بیان شد، ابتدا 

,0]بازه ي  قسمت مساوي تقسیم می  80را به  [7

را به دست می آوریم.  ���، ...، ��، ��کنیم و نقاط 

  حال در زیربازه ي اول داریم:

 0 1, :t t t   
1 1
1 0( ) ( )u t u t  

+  1 1 1 3
0 0 0( ) ( ). ( ) 2 2 ,u s u s u s s ds     

 که در آن 
1
0 0 0 0( ) ( ).( ) ( ) 0u t u t t t u t     

  

حال جواب تقریبی مرتبه اول در زیر بازه ي اول به 

  صورت زیر به دست می آید:

  1 1 1
0 1 1 0 1, ( ) ( ) ( ).t t t U t u t u t      

  

  مشابه، در زیر بازه ي دوم داریم: به صورت

 1 2, :t t t   
2 2
1 0( ) ( )u t u t  

+  2

1

2 2 2 3
0 0 0( ) ( ). ( ) 2 2 ,

t

t
u s u s u s s ds     

  که در آن 

2 1 1
0 1 0 0 1 0( ) ( ).( ) ( ).u t U t t t U t    

  

این یعنی آن که جواب شروع در زیربازه ي بعدي از 

ه دست آمده در زیر بازه ي قبلی به روي جواب ب

دست می آید. بنابراین همانطور که واضح است زمان 

اجراي برنامه در زیربازه ها تفاوت چندانی با هم 

ندارند. حال جواب تقریبی مرتبه ي اول را در 

  زیربازه ي دوم به صورت زیر به دست می آوریم:

  2 2 2
1 2 1 0 1, ( ) ( ) ( ).t t t U t u t u t      

  

والی در زیربازه هاي سوم تا این امر به صورت مت

ام 80ام ادامه می یابد. یعنی در زیر بازه ي 80

  داریم:

 79 80

80 80
1 0

, :

( ) ( )

t t t

u t u t

 


 

+  2

1

80 80 80 3
0 0 0( ) ( ). ( ) 2 2 ,

t

t
u s u s u s s ds     

 

  

80 که در آن 79 79
0 1 0 0 1 0( ) ( ).( ) ( ).u t U t t t U t   

و در نهایت جواب تقریبی مرتبه ي اول در بازه ي 

  ام به صورت زیر به دست می آید:80

  80 80 80
79 80 1 0 1, ( ) ( ) ( ).t t t U t u t u t    

  

ام معادله ي 80لذا جواب تقریبی مرتبه ي 

به فرم یک تابع  1-4دیفرانسیل ارائه شده در مثال 

  چندضابطه ایی به صورت زیر می باشد.

�80(�) = �

�1
1(�), � ∈ [�0, �1],

�1
2(�), � ∈ [�1, �2],

									

				�1
80(�), � ∈ [�79, �80],

  

  

  خطاي نسبی جواب به دست آمده ي فوق به ازاي

= 0.4, 0.7, 1, 1.4,  
 

ارائه شده است.  2ها، در جدول ��و براي بعضی از 

، جواب دقیق و جواب تقریبی 3همچنین در شکل 

 به دست آمده به وسیله ي مقادیر مختلفی از 

یند اجراي رسم شده است. همان طور که از فرآ

با جدول  3و شکل  2روش و نیز مقایسه ي جدول 

در یک مدت زمان  مشخص است، 2و شکل  1

کمتر، با استفاده از روش تحلیل هموتوپی متوالی 

نتایج مناسب تري نسبت به نوع معمولی آن، به جز 

  نقاط ابتدایی بازه به دست می آوریم.
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�به ازاي  SHAMي له: خطاي نسبی جواب به دست آمده به وسی2جدول  = �،	� = �،	� = �و  �� = و براي  �

  .1-4، مربوط به مثال �و برخی مقادیر  مقادیر مختلف 

= 1.4 = 1 = 0.7 = 0.4 t 
3.9702e-01 1.0850e-03 2.9804e-01 5.9844e-01 0.3544 
3.6564e-01 3.9887e-03 2.8609e-01 5.8783e-01 0.7089 
2.9040e-01 7.8012e-03 2.5678e-01 5.5986e-01 1.0633 
1.9535e-01 1.1039e-02 2.0845e-01 5.0828e-01 1.4177 
1.1914e-01 1.2449e-02 1.4903e-01 4.3165e-01 1.7722 
7.3847e-02 1.2064e-02 9.3852e-02 3.3682e-01 2.1266 
4.9262e-02 1.0855e-02 5.4820e-02 2.3976e-01 2.4810 
3.5060e-02 9.5674e-03 3.2267e-02 1.5881e-01 2.8354 
2.6166e-02 8.4295e-03 1.9935e-02 1.0310e-01 3.1899 
2.0234e-02 7.4553e-03 1.2774e-02 6.9162e-02 3.5443 
1.6075e-02 6.6202e-03 8.3222e-03 4.8722e-02 3.8987 
1.3037e-02 5.8982e-03 5.4302e-03 3.5657e-02 4.2532 
1.0740e-02 5.2673e-03 3.4958e-03 2.6788e-02 4.6076 
8.9499e-03 4.7104e-03 2.1760e-03 2.0516e-02 4.9620 
7.5190e-03 4.2137e-03 1.2645e-03 1.5951e-02 5.3165 
6.3488e-03 3.7666e-03 6.3184e-04 1.2554e-02 5.6709 
5.3726e-03 3.3608e-03 1.9392e-04 9.9808e-03 6.0253 
4.5435e-03 2.9897e-03 1.0541e-04 8.0020e-03 6.3797 
3.8198e-03 2.6479e-03 3.0450e-04 6.4614e-03 6.7342 
4.3701e-03 2.4082e-03 4.0446e-04 5.5263e-03 7.0000 

  

  

  
یق با جواب دق (SHAM)به دست آمده بوسیله ي روش تحلیل هموتوپی متوال  ام��: مقایسه جواب تقریبی مرتبه 3شکل 

�در بازه ي  ∈ [�,  .1-4هاي مختلف، مربوط به مثال  ،  به ازاي [�

 

و  )HAM(در ادامه، روش تحلیل هموتوپی معمولی 

ي دیفرانسیل معادلهدوبرايرا)SHAM(آنمتوالینوع

  دهیم. غیرخطی دیگر نیز مورد مقایسه قرار می

  

  معادله ي دیفرانسیل غیر خطی  :2-4مثال 
2 2( ) 1 cos( ) cos ( ),u t u t t      

(0)را با شرط اولیه ي  0u  .در نظر بگیرید 

جواب دقیق معادله ي فوق به صورت 

�(�) = sin(�) باشد.می  

فرض کنید که می خواهیم جواب را در بازه ي 

ي فوق را به روش تحلیل ابتدا مسأله بیابیم. [�0,2]

اساس این کنیم. برحل می (HAM)هموتوپی 
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منحنی، یک - روش، ابتدا با استفاده از نمودار 

جهت همگرایی  ناحیه ي مناسب براي پارامتر 

سري جواب، به دست می آوریم. بدین منظور، 

ام 12مشتق اول تقریب  منحنی را براي- نمودار 

 تابع جواب، یعنی تابع
12

12 0
0

( ) ( ),m
m

U t u t


  
 

به 

�ازاي  = ه ایم. براساس رسم نمود 4در شکل  0

 ، نتیجه می گیریم که هرگاه تقریبا4ًشکل 

∈ [ 1.4, آنگاه سري جواب به دست  ,[0.6

آمده توسط این روش به جواب مسأله همگرا خواهد 

ام جواب یعنی 12همچنین نمودار تقریب  .بود

���(�) = ∑ ��(�)
��
به همراه نمودار  ���

�جواب دقیق به ازاي  ∈ [0, و مقدار  [�2

= رسم شده است. از روي  5، در شکل 1

ام، تنها در 12واضح است که براي تقریب  5شکل 

اوایل بازه نتایج رضایت بخشی به دست می آید. 

ضمناً ذکر این نکته ضروري است که به دست 

، به دلیل (�)���ام 12آوردن همین تقریب 

سنگین بودن محاسبات، مستلزم صرف زمان بسیار 

دي است. حال با حل مسأله ي ارائه شده در زیا

متوالی به روش تحلیل هموتوپی  2-4مثال 

(SHAM) نتایج به دست آمده به ازاي مقادیر ،

(تعداد تکرار در �(تعداد تقسیمات) و �مختلفی از 

رسم شده  6هر زیربازه)، با جواب دقیق در شکل 

است. نکته ي قابل توجه در این قسمت آن است که 

ند در روش تحلیل هموتوپی متوالی به نسبت هر چ

) 5روش تحلیل هموتوپی معمولی از معادله ي (

استفاده ي بیشتري شده است، اما به دلیل حجم 

پایین محاسبات در نوع متوالی، زمان صرف شده 

براي رسیدن به جواب بسیار کمتر از نوع معمولی 

آن بوده است. همان طور که از مقایسه ي شکل 

واضح است، با استفاده از نوع متوالی  6و  5هاي 

روش تحلیل هموتوپی، نتایج بسیار بهتري نسبت به 

نوع معمولی روش تحلیل هموتوپی به دست می 

  آوریم.

مسأله ي مقدار اولیه ي غیرخطی زیر  :3- 4مثال 

  را در نظر بگیرید:

�

���(�) + ��(�) �(�) = 																												

	3�� 5�� + 2�� + 6� 2,
�(2) = 4,							��(2) = 8,									2 ≤ � ≤ 4.

  

 

جواب دقیق مسأله ي فوق به صورت
3 2( ) ,u t t t   می باشد. براساس روش تحلیل

-ابتدا با استفاده از نمودار ، (HAM)هموتوپی 

جهت  منحنی، یک ناحیه ي مناسب براي پارامتر 

سري جواب، به دست می آوریم. بدین همگرایی 

منحنی را براي  مشتق دوم تقریب -منظور، نمودار 

 ام تابع جواب، یعنی تابع10
10

10
0

( ) ( ),m
m

U t u t


  
 

�به ازاي  = رسم نموده ایم. براساس  7در شکل  2

  ، نتیجه می گیریم که هرگاه تقریبا7ًشکل 

∈ [ 1.3, 0.7],  
  

ده توسط این روش به آنگاه سري جواب به دست آم

همچنین نمودار  .جواب مسأله همگرا خواهد بود

(�)���ام جواب یعنی 40تقریب  =

∑ ��(�)
��
به همراه نمودار جواب دقیق، به  ���

�ازاي  ∈ [2, =و مقدار  [4  8، در شکل 1

واضح است که به  8رسم شده است. از روي شکل 

بازه، در مابقی  ام، به جز در اوایل40ازاي تقریب 

  بازه نتایج خوبی به دست نمی آید.

به  3- 4حال با حل مسأله ي ارائه شده در مثال  

، نتایج به (SHAM)روش تحلیل هموتوپی متوالی 

(تعداد �دست آمده به ازاي مقادیر مختلفی از 

(تعداد تکرار در هر زیربازه)، با جواب �تقسیمات) و 

ان طور که از رسم شده است. هم 9دقیق در شکل 

واضح است، با استفاده  9و  8مقایسه ي شکل هاي 

از نوع متوالی روش تحلیل هموتوپی، نتایج بسیار 

بهتري نسبت به نوع معمولی روش تحلیل هموتوپی 

  آوریم.به دست می
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  .2-4ام، براي مثال ��منحنی حاصل از تقریب - : نمودار 4شکل 

  

 

  
=با جواب دقیق، به ازاي  ام��رتبه : مقایسه جواب تقریبی م5شکل   .2-4، براي مثال �

  

  

  
�با جواب دقیق، به ازاي  )SHAM( : مقایسه نتایج به دست آمده بوسیله ي روش تحلیل هموتوپی متوالی6شکل  = � ،

� = =و  ��  .2-4، مربوط به مثال �و  �و مقادیر مختلفی از  �
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  .3-4، براي مثال ام��تقریب  منحنی حاصل از-: نمودار 7شکل 

 

  
ا جواب دقیق، به ازاي ب (HAM)به وسیله ي روش تحلیل هموتوپی معمولی   ام��: مقایسه جواب تقریبی مرتبه 8شکل 

=   3- 4، براي مثال �

  

  
�با جواب دقیق، به ازاي ) SHAM( : مقایسه نتایج به دست آمده بوسیله ي روش تحلیل هموتوپی متوالی9شکل  = � ،

� = =و  �  .3-4، مربوط به مثال �و  �و مقادیر مختلفی از  �
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  نتیجه گیري -5

در این مقاله بهبودي از روش معروف تحلیل 

روش تحلیل "که با عنوان ، (HAM)هموتوپی 

نامگذاري شده است،  "(SHAM) هموتوپی متوالی

مطرح شده است. براي مقایسه ي بهتر میان روش 

، مثال هاي عددي مختلفی SHAMو  HAMهاي 

ارائه شده اند. نتایج عددي نشان داده اند که با 

جواب هاي عددي به  SHAMاستفاده از روش 

دست آمده، در یک بازه ي بزرگتري نسبت به روش 

HAM، بخشی لازم را دارند. همچنین  رضایت

براساس مثال هاي ارائه شده، واضح  است که حجم 

به مراتب  SHAMش محاسبات انجام شده در رو

  است.   HAMکمتر از روش 

در این مقاله، همواره جواب هاي تقریبی با جواب 

دقیق مسأله مورد مقایسه قرار می گرفت تا درستی 

و دقت جواب هاي تقریبی مورد سنجش قرار گیرد. 

حال اگر براي یک مسأله جواب دقیق در دسترس 

نباشد آن گاه براي سنجش درستی جواب هاي 

ی به دست آمده می توان از دو راه زیر استفاده تقریب

  نمود:

اول آنکه می توان در هر تکرار با جایگذاري جواب 

تقریبی در خود مسأله، تابع باقی مانده را بدست 

آوریم. هرگاه با افزایش تعداد تکرار، قدر مطلق 

مقادیر تابع باقی مانده در بازه ي مورد بحث مسأله، 

این امر نشان دهنده ي آن به عدد صفر نزدیک شود 

است که روش روي معادله همگراست و لذا جواب 

  هاي تقریبی به دست آمده مناسب هستند.

دوم آنکه براي تخمین مقدار تابع جواب در یک 

�نقطه ي خاص مانند  = ، می بایستی با افزایش �

تکرار، قدر مطلق تفاضل مقادیر به دست آمده در 

� = یب متوالی به سمت صفر میل براي دو تقر �

کند. در صورت تحقق چنین شرطی نتیجه می 

گیریم که جواب هاي تقریبی به دست آمده مناسب 

  می باشند و به جواب دقیق همگرا هستند.

لازم به ذکر است که رویکرد ارائه شده در این مقاله 

تحلیلی همانند - قابل تعمیم به سایر روش هاي نیمه

، روش )ADM( روش تجزیه ي آدومیان

روش تکرار  )،HPM(اختلال(آشفتگی) هموتوپی 

و ... مشابه می باشد. بنابراین  )VIM( تغییراتی

تمامی معادلاتی که با استفاده از این روش ها قابل 

حل می باشند و این روش ها روي آنها همگرا 

هستند، مانند انواع معادلات دیفرانسیل کسري و 

رال کسري و غیرکسري، انواع معادلات انتگ

غیرکسري و ... را می توان با این رویکرد نیز حل 

نمود که این خود می تواند موضوع کارهاي پژوهشی 

  آینده باشد.
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