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  16/04/1401تاریخ پذیرش مقاله:    27/05/1399تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

هاي گراف  مطرح شد و پس از آن انواع مختلفی از انرژي بر حسب ویژگی 1970انرژي گراف توسط گوتمن در 

(�)�� اص طیفی ترکیب محدبتعریف شده است. اخیرا خو ��(�) + (1 �)�(�)								0 ≤ � ≤ 1 

هاي  ، مورد توجه قرار گرفته و ویژگیاست� هاي گراف  ماتریس قطري درجه(�)� ماتریس مجاورت و  (�)�که 

یک گراف ساده بدون  �که  (�)��انرژي حلال  طیفی آن بررسی شده است. ما در این مقاله به بررسی انرژي و

�یابد و اگر  افزایش می �با افزایش  (�)��دهیم انرژي حلال  پردازیم. نشان می جهت است، می >
�

�
انرژي  

م همچنین، دهی هاي گراف ارائه می بر حسب درجه راس (�)��هایی براي انرژي  نیز افزایشی است. کران (�)��

سپس، انرژي و انرژي حلال کنیم.  گراف منظم باشد، بیان می یک �در صورتی که  (G)��هایی براي انرژي  کران

هاي کامل، دوبخشی کامل و  را براي گراف (�)��کنیم و در آخر انرژي  هاي مسیر و دور را محاسبه می گراف

  کنیم. محاسبه میستاره 

  

 هاي خودسازمانده، شبکه عصبی چند لایه.پولشویی، بانک، نقشه هاي کلیدي: واژه

                                                 

   Email: g.raboky@qom.ac.ir                                                                                              دار مکاتبات:عهده .*

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش گاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقاتدانش                                                                                                   
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  مقدمه - 1

�فرض کنید  = ��(�), یک گراف با  �(�)�

 (�)�هاي  و مجموعه یال (�)�مجموعه رئوس 

یک گراف ساده بدون جهت  �کنیم  فرض می باشد.

باشد (منظور از گراف ساده گرافی است که شامل 

 (�)�نه نیست). فرض کنید حلقه و یال چندگا

ماتریس قطري  (�)�و  �ماتریس مجاورت گراف 

، �باشد. همچنین، طیف گراف  �هاي  شامل درجه

 (�)�را با  �یعنی مجموعه مقادیر ویژه گراف 

و  (�)�هاي مختلفی از  دهیم. ترکیب نشان می

  علامت همچون ماتریس لاپلاسین بی (�)�

�(�) �(�) + �(�)  
 

 ]2[. لی و همکاران ]1[اند  مورد بررسی قرار گرفته

  به صورت (�)�و  (�)�یک ترکیب محدب از 

��(�) ��(�) + (1 �)�(�), )1(   

     
0که ≤ � ≤ معرفی و خواص طیفی  ،			1

را مورد بررسی قرار دادند. مشاهده  (�)��

  کنیم می

�(�) = ��(�), �(�) = ��(�)		  
 و

�(�) = 2�� �⁄ (�).  

 

 1970توسط گوتمن در  �انرژي گراف بدون جهت 

به صورت مجموع قدرمطلق مقادیر ویژه ماتریس 

یک گراف  �فرض کنید مجاورت آن معرفی شد. 

,��رأس و  �شامل  … ,   (�)�مقادیر ویژه ��

  عبارتست از: �باشند. انرژي گراف 

)2  (             �(�) = ∑ �����(�)��.			
�
��� 

  

انواع مختلفی از انرژي گراف معرفی شده است. نوع 

دیگري از انرژي گراف که ما در این مقاله به آن 

پردازیم انرژي حلال گراف است که توسط  می

 �معرفی شد. فرض کنید  ]3[گوتمن و همکاران 

ل یک گراف ساده بدون جهت باشد. انرژي حلا

شود، به  نشان داده می (�)��که با  �گراف 

  :]4[شود صورت زیر تعریف می

)3(           ��(�) = ∑
�

����(�(�))

�
��� .						  

  

یک گراف ساده بدون جهت است  �چون گراف 

بنابراین ماتریس مجاورت آن متقارن و مقادیر ویژه 

  آن همگی حقیقی هستند. به علاوه داریم:

)4(   �����(�)�� ≤ � 1, � = 1,… , �			 

  

  .) خوش تعریف است3بنابراین، رابطه (

طور که بیان شد، انرژي گراف و  توجه کنید که همان

اساس هایی بر انرژي حلال گراف توسط فرمول

مقادیر ویژه ماتریس مجاورت گراف مطرح شد. در 

ررسی انرژي و انرژي حلال ماتریس ادامه به ب

پردازیم براي این منظور از همان  می (�)��

ها مقادیر ویژه  شود و در آن ها استفاده می فرمول

  شود.  جایگذاري می (�)��ماتریس 

در این مقاله به بررسی انرژي و انرژي حلال 

هایی براي انرژي ارائه  پردازیم و کران می (�)��

 �که در آن  (�)��کنیم. همچنین، انرژي  می

مسیر، دور، گراف کامل، دوبخشی کامل و ستاره 

  کنیم. است را محاسبه می

این مقاله به صورت زیر تنظیم شده است. در بخش 

کنیم. در  نمادها و تعاریف مقدماتی را مطرح می 2

با  (�)��دهیم انرژي حلال  نشان می 3بخش 

�یابد و اگر  افزایش می �افزایش  >
�

�
نرژي ا 

هاي  ، گراف4نیز افزایشی است. در بخش  (�)��

هایی  دهیم و کران منظم را مورد بررسی قرار می

، 5کنیم. در بخش  بیان می (�)��براي انرژي 

را براي مسیر، دور، گراف کامل، دوبخشی  ��انرژي 

  کنیم. کامل و ستاره محاسبه می

  

  نمادها و تعاریف اولیه -2

�یک ماتریس  � یدفرض کن × و  �

�� ≥ ≥   باشند. بزرگترین  �مقادیر ویژه  ��
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را به ترتیب با  �و کوچکترین مقدار ویژه ماتریس 

 دهیم. نشان می (�)����و  (�)���� نماد

را به  �درجه رئوس گراف  بزرگترین و کوچکترین

  دهیم. ن مینشا (�)�	 و (�)Δترتیب با نماد 

گراف دوبخشی ، ��را با  �گراف کامل از مرتبه 

را با  �و  �هاي  هاي افراز با اندازه کامل با مجموعه

که یک گراف دوبخشی  �، و ستاره از مرتبه �,��

نشان  ��است را با  ���,��کامل به صورت 

  دهیم. می

راس و  � یک گراف شامل �اگر 

��(��(�)),… ,  مقادیر ویژه ((�)��)��

 (�)��باشند، آنگاه انرژي  (�)��ماتریس 

  عبارتست از:

�(��(�)) = ∑ |��(��(�))|														
�
���   

  

  عبارتست از: (�)��و انرژي حلال 

��(��(�)) = ∑
�

����(��(�))

�
��� .  

 

ترکیبی از دو ماتریس  (�)��جا که ماتریس  از آن

نامنفی است و براي محاسبه انرژي، به مقادیر ویژه 

هاي ویل براي مقادیر ویژه  آن نیاز داریم؛ از نامساوي

براي کنیم. ( استفاده می هاي هرمیتی ماتریس

  را ببینید.) ]7، 6، 5[جزئیات بیشتر 

  کنیم. ها را بیان می نامساوي در ادامه این

  

هاي  ماتریس �و  �فرض کنید  .2- 1قضیه 

   و باشند �هرمیتی از مرتبه 

��(�) ≥ ≥  �مقادیر ویژه ماتریس  (�)��

(�)��و  ≥ ≥ مقادیر ویژه ماتریس  (�)��

  گاه،  باشند. آن �

)5(   	��(�) + ��(�) ≤ ������(� + �)	 

�	 و + � ≥ � +  اگر 	1

)6 (  ��(�) + ��(�) ≥ ������(� + �)			 

  

  اگر

� + � ≤ � + 1				  
  

افتد  ها، تساوي اتفاق می در هر یک از این نابرابري

تایی غیرصفر وجود �	اگر و تنها اگر یک بردار 

داشته باشد که یک بردارویژه براي هر یک از سه 

ي ساده  ي زیر یک نسخه یژه دیگر باشد. رابطهمقدارو

  ) است:6) و (5شده از (

��(�) + ����(�) ≤ ��(� + �) ≤
��(�)	+ ����(�)					 )7   (                         

    

    (�)��یکنوایی انرژي  - 3

 �نسبت به  (�)��ابتدا به بررسی یکنوایی 

چه تاثیري  �افزایش  دهیم ان میپردازیم و نش می

دارد. گزاره زیر  (�)��حلال  بر انرژي و انرژي

  کند. را بیان می �یکنوایی مقادیر ویژه نسبت به 

  

، �یک گراف از مرتبه  �فرض کنید  .3-1گزاره 

  همچنین

،1 ≥ � > � ≥   و 0

��(��) ≥ ≥   و (��)��

��(��) ≥ ≥ ��(��) ،  

(�)�� ترتیب مقادیر ویژه به = و  ��

��(�) =   گاه، باشند. آن ��

)8  (     ��(��) ≥ ������, 1 ≤ � ≤ �	 

  

) اکید است، 8گاه نامساوي ( همبند باشد، آن �اگر 

� که مگر این =   منظم باشد. �و  1

  ینید.را بب ]8[در  3گزاره  اثبات.

به بررسی یکنوایی  3- 1حال با استفاده از گزاره 

  پردازیم.  می �نسبت به  ��انرژي حلال 

  

1فرض کنید  .3-2گزاره  ≥ � > � ≥ 0 .

  گاه،  آن

��(��) ≥ ��(��)  
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 )، براي8و از رابطه ( 3-1طبق گزاره  اثبات:

�	 =   ، داریم:	�…,1
�

����(��)
≥

�

��������
,  

 

1در نتیجه براي ≥ α > β ≥   داریم:  0

∑
�

����(��)
�
��� ≥ ∑

�

��������

�
��� 		  

 

  یا به عبارت دیگر

��(��) ≥ ������.  

 

یکنوایی براي انرژي در حالت کلی برقرار نیست. در 

 (�)��کنیم که انرژي  ادامه شرایطی ارائه می

یکنوا خواهد بود. بدین منظور از گزاره زیر استفاده 

  کنیم. می

  

�فرض کنید  .3-3گزاره  >
�

�
 (�)��گاه  . آن

هیچ رأس تنهایی   Gنیمه معین مثبت است. اگر

  معین مثبت است. (�)��گاه  نداشته باشد، آن

  مراجعه شود. ]8[در  6به گزاره  اثبات.

 

�فرض کنید  .3-4 گزاره > � >
�

�
. در این 

  صورت

�(��(�)) ≥ ����(�)�.  

 

نیمه  (�)��و  (�)�� ،3-3طبق گزاره  اثبات:

ها نامنفی  ي آن معین مثبت هستند و مقادیر ویژه

(��)��علاوه  است، به ≥   . بنابراین:������

�(��) = ∑ ��(��) ≥
�
���

∑ ������ = �����.
�
���   

  

  هاي منظم گراف - 4

ـ منظم  �و  �یک گراف از مرتبه  �فرض کنید 

0	براي  گاه باشد. آن ≤ � ≤   داریم: 1

��(�) = ���� + (1 �)�(�).	  

1بنابراین، براي  ≤ � ≤   داریم: �

��(��(�)) =  

�� + (1 �)����(�)�.		 )9 (                 

  

0براي هر  ��انرژي  ≤ � ≤   عبارتست از: 1

����(�)� =  

∑ ��� + (1 �)����(�)�� ≤
�
���

��� + (1 �)�(�).    
  

  به صورت زیر است: (�)��انرژي حلال 

�����(�)� =  

∑
�

�����(���)��(�)
�
��� .	 )10(                     

  

ارائه  (�)��هایی براي انرژي  در ادامه کران

  دهیم.  می

  

و  �یک گراف از مرتبه  �فرض کنید  .4-1لم 

�� ≥ ≥ درجه رئوس گراف باشد. در این  ��

1صورت، براي  ≤ � ≤   داریم: �

)11(                          ��(��(�)) ≤ ��.		  

  

((�)��)��و به طور خاص،  ≤ Δ(�).  

αو با توجه به  3-1از گزاره  اثبات. ≤   داریم: 1

��(��(�)) ≤ ��(��(�)) =
��(�(�)) = ��  

  

  بدیهی است که (�)Δبا توجه به تعریف 

��(��(�)) ≤ Δ(�).  
  

  یک گراف ساده باشد.  �فرض کنید  .4-2گزاره

هاي زیر براي انرژي و انرژي حلال  کران آنگاه،

�� =   .وجود دارد (�)��

�(��) = ∑ |��
�
��� (��)| ≤ ∑ ��

�
���   

��(��) = ∑
�

����(��)
�
��� ≤

∑
�

����

�
���   
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  ) حکم بدیهی است.11ي ( از رابطه اثبات.

 

�فرض کنید  .4- 2گزاره  ∈ یک  �و  [0,1]

(�)�گراف با  = (�)��و  � = باشد،  ��

  گاه آن

)12  (                 �� + (1 �)��(�) ≤

��(��) ≤ �Δ + (1 �)��(�).													 
 

 ��) و با توجه به تعریف 7ي ( از رابطه اثبات:

  داریم:

�����(�) + (1 �)��(�) ≤
��(��) ≤ (1 �)��(�) + �����(�)  
 

یک ماتریس قطري است به طوریکه  �

����(�) = (�)���� و � = Δ بنابراین .

  ) برقرار است. 12رابطه (

 

  ها برخی از گراف ��انرژي و انرژي حلال  -5

بخش به بررسی انرژي و انرژي حلال در این 

مسیر، دور، گراف کامل، کامل  �که  (�)��

  پردازیم. دوبخشی و ستاره باشد، می

 

  ��	گراف -5- 1

نشان  (��)�که با  ��مجموعه مقادیر ویژه گراف 

  صورت زیر است: دهیم به می

�(��) = {2���
��

���
	 , � = 1,… , �}  

  

����ر نتیجه د < ����و  2 > . در این 2

�و  1  رأس از درجه 2گراف   2رأس از درجه  2

  داریم:) 12ي ( داریم. پس طبق رابطه

3� 2 = � 2(1 �) < ��(��)  
< 2� + 2(1 �) = 2.			 )13(                  

  

  نتیجه در

|��(��)| < 2		,													� = 1,… , �.  

از رابطه  (��)�براي محاسبه کران بالاي  بنابراین

  ) داریم:13(

0 ≤ �(��) < 2�.	  
 

از رابطه  (��)��براي محاسبه کران بالا و پایین 

  ) داریم:13(
�

������
<

�

����(��)
<

�

���
		  

 

  بنابراین

)14 (       
�

������
≤ ��(��) ≤

�	

���
.								  

  

  ��گراف  -2-5

  صورت زیر است: به ��مجموعه مقادیر ویژه گراف 

�(��) =  

{2���
���

�
	 , � = 0,… , � 1}  

  

����در نتیجه  = ����و  2 > . در این 2

بنابراین از  هستند. 2گراف تمام رئوس از درجه 

�)، براي 12ي ( رابطه = 1,… , هاي  ، کران�

  صورت:  مقادیر ویژه به

4� 2 = 2� 2(1 �) <
��(��) ≤ 2						 )15(                                

  

  خواهد بود. بنابراین

|��(��)| ≤ 2	,										� = 1,… , �	  
 

  و در نتیجه داریم:

  

0 ≤ �(��) ≤ 2�.  
 

�	 براي )،15(ي همچنین، طبق رابطه = 1,… , � 

  داریم:
�

������
≤

�

����(��)
≤

�

���
					  

  

  بنابراین
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�

������
≤ ��(��) ≤

�

���
	.  

 

  ��گراف  - 5- 3

به  (��)��مقادیر ویژه  ]8[ .5-3- 1گزاره 

  صورت زیر است:

�������(��)� = � 1  

  و

�����(��)� = �� 1,			2 ≤ � ≤ �.  

 

 (��)�� انرژي و انرژي حلال .5-3- 2 گزاره

�براي  ≥ 0و  1 ≤ � ≤   ترتیب   به 1

����(��)� =  

�

	��(� 1)	,														� ≥
�

�
	

																														

(� 1)(2 ��),						� <
�

�

)16(           

  و

�����(��)� =
�(���)

�(���)��
. )17  (              

 

 5-3-1که در گزاره  ��بنابر مقادیر وِیژه  اثبات:

  بیان شد داریم:

����(��)� = ∑ ������(��)��
�
���   

																						= (� 1)(1 + |�� 1|)  
 

��|	با توجه به وجود عبارت  ، با بررسی |1

�براي دوحالت  �پارامتر  ≥
�

�
�و   <

�

�
درستی  

شود. همچنین براي انرژي  ) ثابت می16رابطه (

  داریم:  (��)��حلال 

�����(��)� =

∑
�

����(��(��))
=�

���
�

��(���)	
+

���

��(����)
=

�(���)

�(���)��
.  

 

  �,��گراف  -5- 4

�فرض کنید  ]8[.5-4-1 گزاره ≥ � ≥ . اگر 1

� ∈   به صورت  ��,�����، مقادیر ویژه [0,1]
  

  زیر است:

			���� ������,��� = �� =
�

�
��(� + �) +

���(� + �)� + 4��(1 2��    

���� ������,��� = �� =
�

�
��(� + �)

���(� + �)� + 4��(1 2��,    

�� ������,��� = ��	, 1 < � ≤ �,    

�� ������,��� = ��, � < � < � + �.  

 

�فرض کنید .5- 4-2گزاره  ≥ � ≥ و   1

� ∈  ��,����� . انرژي و انرژي حلال[0,1]

  عبارتست از:

� ������,��� =  

 
 

�و اگر  =   گاه ، آن�

� ������,��� =

�
2���																																	� ≥

�

�

2�(�� 2� + 1)												� <
�

�

   

  و

 

�� ������,��� =
� 1

� ��
+

� 1

� ��
 

+
2� �(� + �)

�� ��(� + �) ��(1 2�)
 

 

�و اگر  =   گاه باشد، آن �

�� ������,��� =
			�(���)	

����
+

�(����)

����������(����)
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رأس یک گراف  �گراف ستاره با  .5-4-3نتیجه 

است. بنابراین  ���,��کامل دوبخشی به صورت 

  مقادیر ویژه آن عبارتند از:

���� ������,����� = �� =  
�

�
��� + ����� + 4(� 1)(1 2�)�,  

���� ������,����� = �� =  
�

�
��� ����� + 4(� 1)(1 2�)�,  

�� ������,����� = �, 1 < � < � 

 

به صورت  (��)��بنابراین انرژي و انرژي حلال 

  باشد: زیر می

����(��)� = 

�
2�(� 1),																																																													� ≥

1

2

����� + 4(� 1)(1 2�) + (� 2)�,					� <
1

2

 

  و

�����(��)�

=
��(1 �) + ��(3� 1) + �(�� 8� + 3) 2 + 4�

��(1 �) + ��(�� + � 1) + �(1 � 2��) � + 2��
 

 

  گیري نتیجه

 .مطرح شد 1970انرژي گراف توسط گوتمن در 

اخیرا ترکیب محدب ماتریس مجاورت و ماتریس 

نشان داده  (�)�� که با نماد � علامت گراف

هاي طیفی  شود، مورد توجه قرار گرفته و ویژگی می

انرژي و انرژي آن بررسی شده است. ما در این مقاله 

یک گراف ساده بدون جهت را مورد بررسی 	 حلال

باعث افزایش  �قرار دادیم. نشان دادیم که افزایش 

هایی را براي انرژي  شود. همچنین کران می (�)��

یک گراف منظم است بیان کردیم.  �که  (�)��

گراف مسیر، دور،  هاي گرافرا براي  (�)��انرژي 

خشی کامل و گراف ستاره محاسبه کامل، گراف دوب

 کردیم.
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