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  چکیده

)یک گروه متناهی و  Gفرض کنید )Z G مرکز گروهG باشد. فرض کنید براي گروه متناهیG ،( )e G 

رتبه عناصر آن منامند، هرگاه  EPPOرا یک گروه  Gرا نمایش دهد. در این صورت Gهاي عناصر  مجموعه مرتبه

)، Gاز  A. همچنین فرض کنید براي یک زیر مجموعههاي نامنفی از اعداد اول باشد توان )Gr A  تعداد  

 EPPOهاي بندي گروهبدیهی است. هدف این مقاله دسته نا Aباشد که اشتراکش با  Gهاي تزویج ازکلاس

)متناهی با ویژگی  ( )) = 7Gr G Z G باشد. ابتدا حالتی که  می( ) 1Z G  باشد را مورد بررسی قرار  می

دهیم. سپس به بررسی حالتی که  می
( )

G

Z G
ازیم. پس از آن حالتی که پرد آبلی باشد می 

( )

G

Z G
ناآبلی هست را  

گیریم. این حالت را در سه زیر حالتی که  در نظر می
( )

G

Z G
-2گروه، یک گروه فروبنیوس یا گروهی - pیک 

هایی که در خاصیت مورد نظر صدق  تنها گروه دهیم که کنیم. در واقع نشان می فروبنیوس باشد، بررسی می

)هایی هستند که در حالت  کنند همان گروه می ) 1Z G  هایی  دست آمده اند و تمامی این گروه ها، گروه به

  فروبنیوس هستند.
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  مقدمه - 1

یک  Nیک گروه متناهی و  Gفرض کنید 

باشد. اخیراً مطالعات  Gزیرگروه نرمال از 

هاي متناهی با  اي در مورد ساختار گروه گسترده

هاي تزویج آنها انجام شده  توجه به تعداد کلاس

 [1]در ، 1984. براي اولین بار در سال است

هاي نرمال آنها به  هاي متناهی را که زیرگروه گروه

هستند  Gصورت اجتماع دو کلاس تزویج از 

، 1998بندي شدند. در ادامه این کار در سال دسته

ت که به صور Nساختار زیرگروه نرمال [2]در 

باشد، مورد  می Gاجتماع سه کلاس تزویج از 

 [3]، در 2001بررسی قرار گرفت. همچنین در سال 

که به صورت اجتماع  Nساختار زیرگروه نرمال

باشد، مشخص  می Gچهار کلاس تزویج از

، فرض Gاز Aمجموعه  گردیدند. براي یک زیر

)کنید  )Gr A هاي تزویج از تعداد کلاسG  که

بدیهی است، تعریف شود. در سال  نا Aاشتراکش با 

)حالتی که  [4]، در 2004 ) 3Gr G N   در

هاي متناهی که در این  نظر گرفته شد و تمام گروه

کنند رده بندي شدند. همچنین در  شرط صدق می

هاي متناهی با  ساختار گروه [5]، در 2011سال 

حداکثر چهار کلاس تزویج نامرکزي مورد بررسی 

به ترتیب  ،[7]و  [6]قرار گرفتند. در ادامه کار در 

با پنج و شش کلاس تزویج هاي متناهی  گروه

 EPPOرا یک گروه  Gنامرکزي رده بندي شدند.

هاي نامنفی از  مرتبه عناصر آن تواننامیم، هرگاه 

منظور  از . در کل مقاله اعداد اول باشد
Gx ،

nC 

و 
2nD به ترتیب کلاس تزویجx در گروهG ،

 و گروه دو وجهی از مرتبه nگروه دوري از مرتبه

2n همچنین لازم به ذکر است که براي یک  .است

G،Kگروه متناهی Hمستقیم   حاصلضرب نیم م

 Kبا زیرگروه نرمال Hو Kدو زیرگروه 

و  Kویژه، یک گروه فروبنیوس با هسته باشد. به می

 به صورت H متمم
fK H  نمایش داده

x شود. براي یک عنصر می G گروه خارج ،

قسمتی 
( )

G

Z G
)و همدسته   )xZ G  را به ترتیب

دهیم. هدف اصلی این مقاله  نمایش می xو  Gبا 

متناهی با هفت کلاس  EPPOهاي  بندي گروهرده

  باشد.  تزویج نامرکزي می

  

متناهی با ویژگی  EPPOیک گروه  G:1.1قضیه 

( ( )) = 7Gr G Z G است اگر و تنها اگرG  با

  زیر یکریخت باشد:  هاي فروبنیوسیکی از گروه
2
5 8fC Q , 4

2 5fC C  , 
13 6fC C  ,

17 4fC C ,  3
2 7fC C  , 2

4 3fC C  ,
4
2 3fC C یا  

26D  . 

 

 اصلی نتایج -2

در این بخش برخی از نتایج مهمی که در اثبات 

گیرند را بیان  مورد استفاده قرار می 1.1قضیه 

 کنیم.  می

یک گروه متناهی و  Gفرض کنید )[8](: 1.2لم 

( )Gr G  تعداد کلاس هاي تزویجG  باشد. در

 ورتاینص

)اگر  (1) ) =1Gr G 1، آنگاهG ، 

)اگر  (2) ) = 2Gr G آنگاه ،
2G C، 

)اگر  (3) ) = 3Gr G آنگاه ،G  با
3C  یا

3S 

 یکریخت است،

)اگر  (4) ) = 4Gr G، آنگاهG  با
4C ،2 2C C ،

10D  یا
4A ،یکریخت است 

)اگر  (5) ) = 5Gr G، آنگاهG  با
5C ،8D ،8Q ،

14D ،
4S ،

5A ،
7 3fC C  یا

5 4fC C 

 یکریخت است،

)اگر  (6) ) = 6Gr Gآنگاه ،G  با
6C ،

12D ،

3 4C C18، مD ،2
3 2fC C ،2

3 4fC C ،
2
3 8fC Q (2,7)، یاPSL ،یکریخت است 

)اگر  (7) ) = 7Gr Gآنگاه ،G  با
7C ،

16D ،

16Q ،
16SD ،

22D ،(2,3)SL ،
13 3fC C ،

7 6fC C ،
13 4fC C ،

11 5fC C ،
5S  یا

6A   
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 یکریخت است،

)اگر  (8) ) = 8Gr Gآنگاه ،G  با
8C ،2 4C C ،

2 2 2C C C  ،
2 10C D ،

5 4C Cم ،

2 4C A ،
26D ،4

2 3fC C ،2
4 3fC C ،

(2,3)GL ،
4(2,3).SL C ،3

2 7fC C ،

17 4fC C ،
13 6fC C ،4

2 5fC C ،
3
2 7 3( , )fHol C C C ،2

5 8fC Q ،2
5 3fC DC ،

2
5 (2,3)fC SL ،(2,11)PSL  یا

*
9 = (2,9)M PGL  .یکریخت است 

  

یک گروه  G) فرض کنید[9]از  4.0(لم : 2.2لم 

EPPO متناهی باشد. در این صورت 

(1)G پوچتوان است اگر و تنها اگرG یکp- 

 گروه باشد.

پوچتوان باشد، آنگاه  پذیر و غیر حل Gاگر (2)

| |=G p q فرض کنید .P  یا)Q،(p یا)q( - 

و  Gزیرگروه سیلو
1P بزرگترین ،p - زیرگروه

 باشد. Gنرمال

( )a  زیرگروه سیلوي-2اگرG  یک گروه کواترنیون

2pباشد، آنگاه   ،= 2q وG  یک گروه

است. علاوه براین، Qفروبنیوس با متمم فروبنیوس

G 2هاي اصلی  داراي عامل, ,2



 ,

1, ,
b bkp p باشد که  می> 1ib ،| ib b ،

=1, ,i k  وb  نمایی ازp  12به پیمانه 

 است.

( )b فرض کنید مرتبهG  زیرگروه -2فرد باشد یا

یک گروه کواترنیون نباشد. در این  Gسیلوي

صورت 
1/G P ) دوري

1 =P P یا فرادوري (  

)
1 <P P است و (G  به ترتیب یک گروه

 باشد. فروبنیوس می-2فروبنیوس یا 

( 1)b1 =P P وG  یک گروه فروبنیوس با هسته

است. علاوه بر  Qو متمم دوري  Pفروبنیوس 

,هاي اصلی  داراي عامل G این، ,q q



 ،

, ,b b

k

p p


 باشد که  می= kb وb نمایی از

p به پیمانهq   است. در این حالت کلاس

 است. kکوچکتر یا مساوي Pپوچتوانی

( 2)b1 <P P  وG  فروبنیوس - 2یک گروه

است. اگر 
1| / |=G P p q  ، آنگاه| ( 1)p q  .

G هاي اصلی  داراي عامل, ,p p



 ،, ,q q



 ،

1, ,
b bkp p 1<باشد که  میib ،| ib b ،

=1, ,i k ،<b  وb  نمایی ازp  به

qپیمانه   .است 

  ساده باشد، آنگاه  Gاگر  (3)

2( ),G L q  = 5,7,8,9,17;q  

3(4)L ،(8)Sz  (32)یاSz  در  16(قضیه

]10[.( 

ساده باشد،  ناپذیر و غیر یک گروه حل Gاگر  (4)

آنگاه 
10G M  یاG  زیرگروه -2داراي یک

نرمال  Gدر  Pاست، Pآبلی مقدماتی مانند 

  است و

  (8)Sz  = 5,8;q 
2/ ( ),G P L q  

در  1.3و قضیه ] 11[در  3(قضیه  Sz(32)یا 

]12[  .( 

  

یک  N]) فرض کنید 8در [ 1.2( لم : 3.2لم 

xو  Gزیرگروه نرمال گروه  G  .باشد

به صورت اجتماع  xNهمچنین فرض کنید 

ز متمای
1( )Gxn ، ،( )Gsxn  با

in N  براي

 ها باشد. در این صورت:iي همه

( )i
=1

1/ | ( ) |= 1/ | ( ) |
s

G kG k
C x C xn  و

( )o x، | ( ) |G kC xn  1=را براي هر, ,k s 

 شمارد. می

( )ii ( ) =1Gr xN اگر و تنها اگر

| ( ) |=| ( ) |G G
C x C x بعلاوه در این حالت داریم .

GxN x . 
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یک  Nاگر ])4در [ 1.2(گزاره : 4.2گزاره 

باشد،  Gآبلی  زیرگروه نرمال گروه متناهی و نا

)آنگاه  ) =1Gr G N  اگر و تنها اگرG  یک

|و  Nگروه فروبنیوس با هسته  |
| |=

2

G
N   .است  

 

یک گروه  G]) فرض کنید 5در [ 6(لم : 5.2لم 

با  Gدو زیرگروه نرمال  Nو Kمتناهی و 

| |=
K

p
N

د اول است، یک عد pکه در آن  

|باشند. اگر  ( ) |=GC x p  براي هر

x K N آنگاه ،K  یک گروه فروبنیوس با

 است.  Nهسته 

  

  اثبات قضیه اصلی - 3

ی متناهی نا آبل EPPOیک گروه  Gفرض کنید

با هفت کلاس تزویج نامرکزي باشد و 
7

=1( ) = G
i iG Z G x  از آنجایی که .

( ) 1 ( ( )) = 7GG
r G r G Z G   داریم ،

( ) 8
G
r G  اگر .( ) =1Z G آنگاه ،

( ) = 8Gr G 2.2و  1.2هاي  و با استفاده از لم ،

G هاي زیر یکریخت است:با یکی از گروه 
2
5 8fC Q ,

4
2 5fC C  , 13 6fC C  ,

17 4fC C  ,
3
2 7fC C  ,

2
4 3fC C  ,

4
2 3fC C یا  

26D . 

  

)کنیم  در ادامه مقاله، فرض می ) 1Z G   و نشان

که در  EPPOدهیم در این حالت هیچ گروه  می

) ویژگی ( )) = 7Gr G Z G  صدق کند، وجود

آبلی یا نا آبلی  Gندارد. اثبات را در دو حالت که 

دهیم. ابتدا در لم  سی قرار میباشد جداگانه مورد برر

 گیریم.  آبلی است را در نظر می Gزیر حالتی که 

آبلی باشد، آنگاه هیچ گروه  Gاگر : 1.3گزاره 

EPPO  متناهی که در شرط

( ( )) = 7Gr G Z G  .صدق کند، وجود ندارد 

)ه از آنجایی کاثبات.  ) 8
G
r G  با استفاده از لم ،

1.2 ،G :با یکی از گروه هاي زیر یکریخت است 

2 2C C  ، 2 2 2C C C  یا   2 4C C . 

  

اگر 
2 2G C C هر  ، آنگاه از آنجایی که براي

|، xمرکزي   عنصر نا |=| : ( ) |= 2G
Gx G C x ،

7تساوي 
=1( ) = G
i iG Z G x  دهد  نتیجه می

3که  | ( ) |= 14Z G.که تناقض است ، 

اگر 
2 4C C  یا

2 2G C C  آنگاه به طور ،

 ، xکه براي هر عنصر نامرکزي  مشابه از آنجایی

|یا  4 |=| : ( ) |= 2G
Gx G C x تساوي ،

7
=1( ) = G
i iG Z G x  دهد که  نتیجه می

3 | ( ) |=14Z G .که تناقض است ،W   

هاي د. با توجه به لمناآبلی باش Gحال فرض کنید 

گروه، یا گروهی -pیا یک  G، 2.2و  1.2

فروبنیوس یا یک گروه ساده - 2فروبنیوس یا 

3باشد. همچنین  می ( ) 8
G
r G  ابتدا گزاره .

 کنیم.  ن میگروه بیا-pزیر را درباره حالت 

  

گروه باشد، آنگاه هیچ - pیک  Gاگر : 2.3گزاره 

متناهی که در شرط  EPPOگروه 

( ( )) = 7Gr G Z G  .صدق کند، وجود ندارد 

گروه است، با - pیک  Gاز آنجایی که اثبات. 

با یکی از گروه هاي زیر  G، 1.2توجه به لم 

 یکریخت است:

8D  , 8Q  , 16D  , 16Q یا   16SD . 
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یکریخت باشد و  8Qیا  8Dبا  Gفرض کنید 

K  در  4یک زیرگروه دوري از مرتبهG  .باشد

) بنابراین ) = ( ) 1= 2
G G
r G K r K  در .

 دهد: هاي زیر رخ می نتیجه یکی از حالت

( ) = 2Gr G K  و( ( )) = 5Gr K Z G  یا

( ) = 3Gr G K  و( ( )) = 4Gr K Z G  یا

( ) = 4Gr G K  و( ( )) = 3Gr K Z G  یا

( ) = 5Gr G K  و( ( )) = 2Gr K Z G .

نیم ک در حالت اول، فرض می

1 2= G GG K x x  بنابراین .

1 2

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 2G GC x C x
 حال از آنجایی .

1که  1| ( ) |= 2GC x a  2و 2| ( ) |= 2GC x a 

ia ،1براي اعداد صحیح مثبت  2i  داریم ،

1 2

1 1
=1

a a
براین . بناG  داراي عضوي مانند

1x  1با| ( ) |= 4GC x باشد. این نتیجه می

|دهد که  می ( ) |= 2Z G  و بنابراین| |=16G .

از مرتبه  EPPO]، هیچ گروه 13اما با استفاده از [

)ر شرط که د 16 ( )) = 7Gr G Z G  صدق

کنیم  کند، وجود ندارد. در حالت دوم، فرض می

1 2 3= G G GG K x x x    و

4 5 6 7. ( ) = G G G GK Z G x x x x    بنابراین

  

1 2 3

1 1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | | ( ) | 2G G GC x C x C x
  و  

4 5 6

1 1 1

| ( ) | | ( ) | | ( ) |G G GC x C x C x
   

7

1 3
=

| ( ) | 8GC x
  

  

|حال از آنجایی که  ( ) |= 2G i iC x a  براي اعداد

ia ،1صحیح مثبت  7i  داریم ،

1 2 3

1 1 1
=1

a a a
   و

4 5 6 7

1 1 1 1 3
=

4a a a a
   .

توان به این نتیجه رسید که  با حل این دو معادله می

|یا  3 ( ) |= 2Z G یا  24  و بنابراین| |=16G .

از مرتبه  EPPO]، هیچ گروه 13اما با استفاده از [

)که در شرط  24و  16 ( )) = 7Gr G Z G 

صدق کند، وجود ندارد. در دو حالت دیگر نیز به 

 روش مشابه به تناقض خواهیم رسید.

 16SDیا  16D ،16Qبا  Gحال فرض کنید 

 8یک زیرگروه دوري از مرتبه  Kیکریخت باشد و 

)باشد. بنابراین  Gدر  ) = 4
G
r K  و یکی از

)دهد:  هاي زیر رخ می حالت ) = 3Gr G K  و

( ( )) = 4Gr K Z G  یا( ) = 4Gr G K  و

( ( )) = 3Gr K Z G در حالت اول، فرض .

1کنیم  می 2 3= G G GG K x x x   .

بنابراین
1 2 3

1 1 1 1
. =
| ( ) | | ( ) | | ( ) | 2G G GC x C x C x

 
  

  

حال از آنجایی که 
1 1| ( ) |= 2GC x a ،

2 2| ( ) |= 2GC x a  و
3 3| ( ) |= 2GC x a  براي

ia ،1اعداد صحیح مثبت  3i  داریم ،

1 2 3

1 1 1
= 1

a a a
  از این معادله نتیجه .

|یا  3 گیریم که می ( ) |= 2Z G  یا  48و

| |= 32Gهیچ گروهی از 13اده از [. اما با استف ،[

متناهی از  EPPOو همچنین هیچ گروه  32مرتبه 

بدیهی، در ویژگی  با مرکز نا 48مرتبه 

( ( )) = 7Gr G Z G در حالت دوم،  کند. صدق نمی

کنیم  فرض می
1 2 3( ) = G G GK Z G x x x   .

 بنابراین

1 2 3

1 1 1 7
=

| ( ) | | ( ) | | ( ) | 16G G GC x C x C x
 

 
1حال از آنجایی که  1| ( ) |= 2GC x a ،

2 2| ( ) |= 2GC x a  3و 3| ( ) |= 2GC x a  براي

ia ،1اعداد صحیح مثبت  3i  داریم ،

1 2 3

1 1 1 7
=

8a a a
  از این معادله نتیجه .
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|گیریم که  می ( ) |= 2Z G  و| |= 32G که ،

     Wتناقض است. 

کنیم که در بررسی حالت  حال دو تذکر بیان می

  شوند.  بعدي استفاده می

 

یک گروه متناهی  Gفرض کنید : 3.3تذکر 

مال داراي زیرگروه ماکسی Gآبلی باشد. اگر  نا

باشد به طوري که  rنرمال از اندیس عدد اول 

( )Z G K آنگاه طبق قسمت ،( )ii  در  9.2از لم

gبراي هر  ]،8[ G K ،( )= ( 1)Gr G K s p  ،

باشد که  می Kهاي تزویج از کلاس تعداد sکه 

 gالقا شده توسط  gتوسط خودریختی تزویج 

|ماند. بوضوح،  ، ثابت میKاز  ( ) |Z G s  و از

)آنجایی که  )Z G  یک زیرگروه ماکسیمال

  باشد، داریم نمی

| ( ) | ( 1) = ( )GZ G s p r G K    

< ( ( ))Gr G Z G  

  

)حال از آنجایی که  ( )) = 7Gr G Z G  و

| ( ) | 2Z G  یا  3، داریم= 2p اگر .= 2p ،

2آنگاه  | ( ) | 6Z G s    و اگر= 3p آنگاه ،

2 | ( ) | 3Z G s    . 

  

یک گروه متناهی  Gفرض کنید : 4.3تذکر 

5آبلی باشد و  نا ( )
G
r G در این حالت با .

)']، 7در [ 2استفاده از تذکر  )Z G G حال .

-pبه ترتیب  Qو  Pکه  PQ =Gاگر 

، هستند Gزیرگروه سیلوي - qزیرگروه سیلو و 

)آنگاه با استفاده از قسمت  )i  7در [ 1از تذکر ،[

p  یاq  باید| ( ) |Z G  را بشمارند. همچنین با

)استفاده از قسمت  )ii  اگر 7در [ 1از تذکر ،[

p ،| ( ) |Z G  را بشمارد، آنگاهP تواند  نمی

)دوري باشد و با استفاده از قسمت  )iii  1از تذکر 

|، q]، اگر 7در [ ( ) |Z G  را بشمارد، آنگاهQ 

 تواند دوري باشد.  نمی

هاي فوق، به بررسی حالتی  اکنون با توجه به تذکر

فروبنیوس باشد، -2یک گروه فروبنیوس یا  Gکه 

  پردازیم.  می

 

-2گروهی فروبنیوس یا  Gاگر : 5.3گزاره 

متناهی  EPPOهیچ گروه فروبنیوس باشد، آنگاه 

) که در شرط ( )) = 7Gr G Z G  ،صدق کند

 وجود ندارد. 

3با توجه به اینکه  اثبات. ( ) 8
G
r G  ،

 گیریم: هاي زیر را در نظر می حالت

( )a ( ) = 8
G
r G در این حالت با توجه به .

با یکی از گروه هاي  G، 2.2و  1.2هاي  لم

 فروبنیوس زیر یکریخت است:
2
5 8fC Q ,

4
2 5fC C  , 13 6fC C  ,

17 4fC C  ,
3
2 7fC C  ,

2
4 3fC C  ,

4
2 3fC C یا   26D . 

  

)از آنجایی که  ) = ( ( )) 1GG
r G r G Z G  ،

داریم  ،[8]از  3.2با استفاده از لم 

| ( ) |=| ( ) |GG
C x C x  براي هر

( )x G Z G توان نتیجه گرفت  . بنابراین می

)که  ) = 1Z G.که یک تناقض است ، 

( )b 5 ( ) 7
G
r G  در این حالت .G  با

 هاي زیر یکریخت است: یکی از گروه

11 5fC C  , 13 4fC C  , 13 3fC C  ,

22D  , 18D  , 7 3fC C  , 5 4fC C  ,

14D  ,
2
3 2fC C  ,

2
3 4fC C  ,

2
3 8fC Q یا   4S . 
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 G، 1.2و لم  4.3طرفی با استفاده از تذکر  از
 هاي فروبنیوس زیر یکریخت باشد: تواند با گروه نمی

11 5fC C  , 13 4fC C  , 13 3fC C  ,

22D  , 18D  , 7 3fC C  , 5 4fC C یا  

14D . 

  

2فرض کنید 
3 2fG C C  در این حالت با .

توان نتیجه گرفت که  ، می4.3استفاده از تذکر 

| ( ) |Z G  شود. حال از آنجایی  شمرده می 3توسط

که 
2
3C  در  2یک زیرگروه نرمال از اندیسG 

یا  6، 3.3کارگیري تذکر  باشد، با به می

| ( ) |= 3Z G  یا  108و در نتیجه| |= 54G 

توان به این  ]، می13وسیله [ است. اما با بررسی به

و  54از مرتبه  EPPOنتیجه رسید که هیچ گروه 

)در شرط  108 ( )) = 7Gr G Z G  صدق

 کند. نمی

2فرض کنید 
3 4fG C C  در این حالت با .

توان نتیجه گرفت که  ، می4.3استفاده از تذکر 

| ( ) |Z G  شود. با توجه به  شمرده می 3توسط

2اینکه 
3=K C  یک زیرگروه نرمال درG 

]، 14از [ 3.4کارگیري لم  باشد، با به می

( ) = 3
G
r K هاي زیر  و در نتیجه یکی از حالت

 دهد: رخ می

( ) = 3Gr G K  و( ( )) = 4Gr K Z G  یا

( ) = 4Gr G K  و( ( )) = 3Gr K Z G  یا

( ) = 5Gr G K  و( ( )) = 2Gr K Z G .

کنیم  در حالت اول، فرض می

1 2 3= G G GG K x x x   بنابراین .

1 2 3

1 1 1 3
. =
| ( ) | | ( ) | | ( ) | 4G G GC x C x C x

    

  

|حال از آنجایی که  ( ) |= 2G i iC x a  براي

1 3i   که در آنia  ها اعداد صحیح مثبت

باشند، داریم  می
1 2 3

1 1 1 3
=

2a a a
  با حل این .

توان به این نتیجه رسید که  معادله می

1 | ( ) | 2Z G .که تناقض است ، 

در حالت دوم، فرض کنید 

1 2 3 4= G G G GG K x x x x     و

5 6 7( ) = G G GK Z G x x x  ن . بنابرای  

1 2 3

1 1 1

| ( ) | | ( ) | | ( ) |G G GC x C x C x
   

4

1 3
=

| ( ) | 4GC x
  

و  

5 6 7

1 1 1 2
. =
| ( ) | | ( ) | | ( ) | 9G G GC x C x C x

 

  

|حال از آنجایی که  ( ) |= 2G i iC x a  براي

1 4i   و| ( ) |= 3G i iC x a  براي

5 7i   که در آنia  ها اعداد صحیح مثبت

باشند، داریم  می
1 2 3 4

1 1 1 1 3
=

2a a a a
   و

5 6 7

1 1 1 2
=

3a a a
   با حل این معادلات به .

)رسیم که  این نتیجه می ) = 1Z G که تناقض ،

توان به این  است. در حالت سوم، به روش مشابه، می

|نتیجه رسید که  ( ) |= 3Z G  و| |=108G ،

 رسیم. که در این حالت نیز به تناقض می

2فرض کنید 
3 8fG C Q  از آنجایی که .

2
3=K C  یک زیرگروه نرمال درG باشد، با  می

)]، 14از [ 3.4کارگیري لم  به ) = 2
G
r K  و در

 دهد: نتیجه یکی از حالت هاي زیر رخ می

( ) = 4Gr G K  و( ( )) = 3Gr K Z G 

)یا  ) = 5Gr G K  و( ( )) = 2Gr K Z G 

)یا  ) = 6Gr G K  و( ( )) =1Gr K Z G .
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در حالت اول، فرض کنید 

1 2 3 4= G G G GG K x x x x     و

5 6 7( ) = G G GK Z G x x x  بنابراین .  

1 2 3

1 1 1

| ( ) | | ( ) | | ( ) |G G GC x C x C x
   

4

1 7
=

| ( ) | 8GC x
  

  و  

5 6 7

1 1 1 1
. =
| ( ) | | ( ) | | ( ) | 9G G GC x C x C x

    

  

|حال از آنجایی که  ( ) |= 2G i iC x a  براي

1 4i   و| ( ) |= 3G i iC x a  براي

5 7i   که در آنia  ها اعداد صحیح مثبت

باشند، داریم  می
1 2 3 4

1 1 1 1 7
=

4a a a a
    و

5 6 7

1 1 1 1
=

3a a a
  با حل این معادلات به این .

|رسیم که  نتیجه می ( ) |= 2Z G  و| |=144G ،

رسیم. در حالت  ]، به تناقض می13ستفاده از [که با ا

توان به این نتیجه رسید که  دوم، به روش مشابه، می

| |=144G ،که امکان پذیر نیست. در حالت آخر ،

|به روش مشابه ( ) |= 3Z G  و| |= 216G که ،

ه هیچ گروهی در توان دید ک ]، می13با استفاده از [

 کند. این حالت صدق نمی

4سرانجام فرض کنید  4 2= fG S A C  .

 سه حالت زیر را داریم:

( )i G بدیهی می  داراي سه کلاس تزویج نا

باشد که هر کدام از آنها تصویر دقیقاً یک کلاس 

است و داراي یک کلاس  Gتزویج نامرکزي از 

بدیهی است که اجتماع تصویر چهار کلاس  تزویج نا

)تزویج باقیمانده از  )G Z G باشد. در این می

1حالت، داریم  2 3( ) = ( ) = ( ) =1G G Gr x r x r x 

)4و  ) = 4Gr x حال از آنجایی که مرتبه نماینده .

 8و  G ،3 ،4 ،4اي تزویج نامرکزي ه کلاس

، 3.2] و لم 7از [ 3.2باشد، با استفاده از لم  می

 هاي زیر را داریم: حالت

، 2| ( ) |= 4GC x  ، 1| ( ) |= 3GC x  

3| ( ) |= 4GC x  

 یا

، 2| ( ) |= 4GC x  ، 1| ( ) |= 3GC x

3| ( ) |= 8GC x  

 یا 

، 2| ( ) |= 4GC x  ، 1| ( ) |= 4GC x  

. 3| ( ) |= 8GC x  

  

)در دو حالت اول،  ) = 1Z G که تناقض است. در ،

|حالت سوم،  ( ) |= 2Z G  و| |= 48Gما با . ا

 EPPOتوان دید که هیچ گروه  می [13]استفاده از 

 وجود ندارد. 2با مرکز از اندازه  48از مرتبه 

( )ii G باشد  بدیهی می داراي دو کلاس تزویج نا

که هر کدام از آنها تصویر دقیقاً یک کلاس تزویج 

است و داراي دو کلاس تزویج  Gنامرکزي از 

نابدیهی دیگر است که یکی از آنها به صورت اجتماع 

تصویر سه کلاس تزویج از پنج کلاس تزویج 

)باقیمانده در  )G Z G  و دیگري به صورت

اجتماع تصویر دو کلاس تزویج باقیمانده از 

( )G Z G در این حالت، داریم  باشد. می

1 2( ) = ( ) =1G Gr x r x ،
3( ) = 3Gr x  و

4( ) = 2Gr x  حال از آنجایی که مرتبه نماینده .

 5و  G ،3 ،4 ،5هاي تزویج نامرکزي  کلاس

، 3.2] و لم 7از [ 3.2باشد، با استفاده از لم  می

 زیر را داریم:هاي  حالت

1| ( ) |= 3GC x ،2| ( ) |= 4GC x  یا

1| ( ) |= 3GC x ،2| ( ) |= 8GC x  یا

1| ( ) |= 4GC x ،2| ( ) |= 4GC x  یا

1| ( ) |= 4GC x ،2| ( ) |= 8GC x در دو حالت .
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)ول، ا ) = 1Z G که تناقض است. در دو حالت ،

|دیگر،  ( ) |= 2Z G  و| |= 48G که تناقض ،

 است.

( )iii G  داراي یک کلاس تزویج نابدیهی

مرکزي باشد که تصویر دقیقاً یک کلاس تزویج نا می

بدیهی است   است و داراي سه کلاس تزویج نا Gاز 

که هر کدام از آنها به صورت اجتماع تصویر دو 

کلاس تزویج از شش کلاس تزویج باقیمانده در 

( )G Z G باشد. در این حالت، داریم  می

1( ) =1Gr x ،2 3 4( ) = ( ) = ( ) = 2G G Gr x r x r x .

هاي تزویج  حال از آنجایی که مرتبه نماینده کلاس

باشد، با استفاده از لم  می 8و  G ،3 ،4 ،4نامرکزي 

 هاي زیر را داریم: ، حالت3.2] و لم 7از [ 3.2

1| ( )|=3GC x  ،
2 3

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 4G GC x C x
  ،

4 5

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 4G GC x C x
 ،

6 7

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 8G GC x C x
  

 یا

1| ( ) |= 4GC x ،

2 3

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 3G GC x C x
 ،

4 5

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 4G GC x C x
 ،

6 7

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 8G GC x C x
  

 یا

1| ( ) |= 8GC x ،

2 3

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 3G GC x C x
 ،

4 5

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 4G GC x C x
 ،

6 7

1 1 1
. =
| ( ) | | ( ) | 4G GC x C x

  

  

)در حالت اول،  ) = 1Z G که تناقض است. در ،

|دو حالت دیگر،  ( ) |= 2Z G  و| |= 48G که ،

 تناقض است.

( )c 3 ( ) 4
G
r G  در این حالت .G  یکی

 باشد.  می 4Aیا  3S ،10Dهاي  هاز گرو

3Gاگر  S 3، آنگاه از آنجایی که=K C  یک

کارگیري  باشد، با به می Gزیرگروه نرمال در 

)قسمت  )ii  8در [ 9.2از لم ،[

( ) 2Gr G K  هاي  و در نتیجه یکی از حالت

 دهد: زیر رخ می

( ) = 2Gr G K  و( ( )) = 5Gr K Z G 

)یا  ) = 3Gr G K و( ( )) = 4Gr K Z G 

)یا  ) = 4Gr G K  و( ( )) = 3Gr K Z G 

)یا  ) = 5Gr G K  و( ( )) = 2Gr K Z G 

)یا  ) = 6Gr G K  و( ( )) =1Gr K Z G .  

  

کنیم  در حالت اول، فرض می

1 2= G GG K x x  بنابراین .

1 2

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 2G GC x C x
 حال از آنجایی .

که 
1 1| ( ) |= 2GC x a  و

2 2| ( ) |= 2GC x a  براي

ia ،1اعداد صحیح مثبت  2i  داریم ،

1 2

1 1
=1

a a
 بنابراین .G  داراي عضوي مانند

1x  با
1| ( ) |= 4GC x باشد. این نتیجه  می

|دهد که  می ( ) |= 2Z G  و بنابراین| |=12G .

از مرتبه  EPPO]، هیچ گروه 13اما با استفاده از [

)که در شرط  12 ( )) = 7Gr G Z G  صدق

کنیم  کند، وجود ندارد. در حالت دوم، فرض می

1 2 3= G G GG K x x x    و

4 5 6 7. ( ) = G G G GK Z G x x x x     بنابراین
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1 2 3

1 1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | | ( ) | 2G G GC x C x C x
  

  و 

4 5 6

1 1 1

| ( ) | | ( ) | | ( ) |G G GC x C x C x
   

7

1 1
= .

| ( ) | 3GC x
  

  

|حال از آنجایی که  ( ) |= 2G i iC x a  براي اعداد

ia ،1صحیح مثبت  3i   و

| ( ) |= 3G i iC x a  براي اعداد صحیح مثبتia ،

4 7i   داریم
1 2 3

1 1 1
= 1

a a a
   و

4 5 6 7

1 1 1 1
=1

a a a a
   .  

|در این حالت نیز  ( ) |= 2Z G  و بنابراین

| |=12Gهاي سوم و ه تناقض است. در حالت، ک

توان به این نتیجه رسید  چهارم، به طریق مشابه می

|یا  3که  ( ) |= 2Z Gیا  18 . بنابراین| |=12G

و  12حال با توجه به اینکه هیچ گروهی از مرتبه 

)در شرط  18 ( )) = 7Gr G Z G  صدق

رسیم. در حالت آخر، از  تناقض میکند، به  نمی

)آنجایی که  ( )) =1Gr K Z Gتوان نتیجه  ، می

)گرفت که براي هر  )x K Z G  ،

| ( ) |= 3GC x5.2کارگیري لم  . بنابراین با به ،K 
)یک گروه فروبنیوس با هسته  )Z G باشد، که  می

 تناقض است.

اگر 
10G D آنگاه از آنجایی که ،

5=K C  یک

کارگیري  باشد، با به می Gزیرگروه نرمال در 

)قسمت  )ii  8در [ 9.2از لم ،[

( ) 2Gr G K  هاي  و در نتیجه یکی از حالت  
  

 دهد: زیر رخ می

( ) = 2Gr G K  و( ( )) = 5Gr K Z G 

)یا  ) = 3Gr G K  و( ( )) = 4Gr K Z G 

)یا  ) = 4Gr G K  و

( ( )) = 3Gr K Z G  یا( ) = 5Gr G K  و

( ( )) = 2Gr K Z Gهاي اول و . در حالت

رسیم که  هاي مشابه، به این نتیجه می دوم، به روش

| ( ) |= 2Z G  و بنابراین| |= 20G اما با .

در  20]، هیچ گروهی از مرتبه 13بررسی بوسیله [

) شرط ( )) = 7Gr G Z G کند. در  صدق نمی

|وم، حالت س ( ) |= 1Z G که تناقض است. در ،

)حالت آخر، از آنجایی که  ( )) = 2Gr K Z G ،

توان نتیجه گرفت که براي هر  می

( )x K Z G  ،| ( ) |= 5GC x بنابراین .

بنیوس با یک گروه فرو K، 5.2کارگیري لم  با به

)هسته  )Z G باشد، که تناقض است. می 

4Gاگر  A آنگاه از آنجایی که ،
2
2=K C 

باشد، با  می Gدر  3یک زیرگروه نرمال از اندیس 

 ،3.3استفاده از تذکر 

|یا  3 ( ) |= 2Z G یا  36. بنابراین| |= 24G اما .

هاي از مرتبه EPPO]، هیچ گروه 13با استفاده از [

)در شرط  36و  24 ( )) = 7Gr G Z G  صدق

    Wکند.  نمی

  

یک گروه ساده باشد، آنگاه  Gاگر : 6.3گزاره 

متناهی که در شرط  EPPOهیچ گروه 

( ( )) = 7Gr G Z G  .صدق کند، وجود ندارد 

یک گروه ساده است، با  Gاز آنجایی که اثبات. 

هاي  با یکی از گروه G، 2.2و  1.2هاي  توجه به لم

(2,7)PSL ,6A  5یاA .اگر  یکریخت استG 
یکریخت باشد، آنگاه  PSL(2,7)با 

( ) = 6
G
r G  وG  حداقل سه کلاس تزویج  
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1نابدیهی مانند 

G
x ،2

G
x  3و

G
x  دارد که هر

یک از آنها تصویر دقیقاً یک کلاس تزویج از 

( )G Z G  از  3.2است. بنابراین با توجه به لم

]7 ،[1 2 3( ) = ( ) = ( ) =1G G Gr x r x r x حال .

هاي  از آنجایی که مرتبه مرکزساز نماینده کلاس

 8و  7، 7، 4، 3، برابر با Gویج نابدیهی از تز

)، داریم 3.2کارگیري لم  باشد، با به می ) = 1Z G ،

 که تناقض است.

)یکریخت باشد، آنگاه  6Aبا  Gاگر  ) = 7
G
r G  و

G ًپنج کلاس تزویج نابدیهی دارد مانند  دقیقا

1

G
x ،2

G
x ،3

G
x ،4

G
x  5و

G
x  دارد که

ز هر یک از آنها تصویر دقیقاً یک کلاس تزویج ا

( )G Z G  از  3.2است. بنابراین با توجه به لم

]7 ،[  

1 2 3( ) = ( ) = ( ) =G G Gr x r x r x  

4 5( ) = ( ) =1.G Gr x r x  

  

حال از آنجایی که مرتبه مرکزساز نماینده 

، 5، 5، 4، برابر با Gهاي تزویج نابدیهی از  کلاس

، داریم 3.2کارگیري لم  به باشد، بامی 9و  9، 8

( ) = 1Z G.که تناقض است ، 

یکریخت باشد. در  5Aبا  Gسرانجام فرض کنید 

)این صورت  ) = 5
G
r G :و سه حالت زیر را داریم 

( )i G باشد  داراي سه کلاس تزویج نابدیهی می

که هر کدام از آنها تصویر دقیقاً یک کلاس تزویج 

است و داراي یک کلاس تزویج  Gنامرکزي از 

نابدیهی است که اجتماع تصویر چهار کلاس تزویج 

)باقیمانده از  )G Z G ر این حالت، باشد. دمی

داریم 
1 2 3( ) = ( ) = ( ) =1G G Gr x r x r x  و

4( ) = 4Gr x حال از آنجایی که مرتبه نماینده .

 5و  G ،3 ،4 ،5هاي تزویج نامرکزي  کلاس

] و لم 7از [ 3.2باشد. بنابراین با استفاده از لم  می

 هاي زیر را داریم: ، حالت3.2

2| ( ) |= 4GC x  ،
1| ( ) |= 3GC x  ،

3| ( ) |= 5GC x  

  یا

2| ( ) |= 5GC x  ، 1| ( ) |= 4GC x  ،

3| ( ) |= 5GC x  

  یا

2| ( ) |= 5GC x  ، 1| ( ) |= 3GC x  ، 

3. | ( ) |= 5GC x  

  

)ها  این حالت در تمامی ) = 1Z G که تناقض ،

 است.

( )ii G باشد  داراي دو کلاس تزویج نابدیهی می

که هر کدام از آنها تصویر دقیقاً یک کلاس تزویج 

است و داراي دو کلاس تزویج  Gنامرکزي از 

ابدیهی دیگر است که یکی از آنها به صورت اجتماع ن

تصویر سه کلاس تزویج از پنج کلاس تزویج 

)باقیمانده در  )G Z G  و دیگري به صورت

اجتماع تصویر دو کلاس تزویج باقیمانده از 

( )G Z G باشد. در این حالت، داریم  می

1 2( ) = ( ) =1G Gr x r x ،3( ) = 3Gr x  و

4( ) = 2Gr x حال از آنجایی که مرتبه نماینده .

 5و  G ،3 ،4 ،5هاي تزویج نامرکزي  کلاس

] و لم 7از [ 3.2باشد. بنابراین با استفاده از لم  می

 هاي زیر را داریم: ، حالت3.2

1| ( ) |= 3GC x  ،
2| ( ) |= 4GC x یا  

1| ( ) |= 3GC x  ،
2| ( ) |= 5GC x یا  

1| ( ) |= 4GC x  ،
2| ( ) |= 5GC x یا  

1| ( ) |= 5GC x  ، 2| ( ) |= 5GC x  . 

  

)در سه حالت اول،  ) = 1Z G،  .که تناقض است

 در حالت آخر، 
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1 2| ( ) |=| ( ) |= 5G GC x C x  ،

3 4

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 3G GC x C x
  ،

5 6 7

1 1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | | ( ) | 4G G GC x C x C x
 

 
 یا

1 2| ( ) |=| ( ) |= 5G GC x C x  ،

3 4

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 4G GC x C x
  ،

5 6 7

1 1 1 1
. =
| ( ) | | ( ) | | ( ) | 3G G GC x C x C x

 

 
  

)در هر دو حالت،  ) = 1Z G.که تناقض است ، 

( )iii G  داراي یک کلاس تزویج نابدیهی  

باشد که تصویر دقیقاً یک کلاس تزویج نامرکزي می

است و داراي سه کلاس تزویج نابدیهی است  Gاز 

که هر کدام از آنها به صورت اجتماع تصویر دو 

لاس تزویج باقیمانده در کلاس تزویج از شش ک

( )G Z G باشد. در این حالت، داریم می

1( ) =1Gr x ،2 3 4( )= ( )= ( ) =2G G Gr x r x r x .

هاي تزویج  حال از آنجایی که مرتبه نماینده کلاس

با استفاده از لم  باشد، می 5و  G ،3 ،4 ،5نامرکزي 

 هاي زیر را داریم: ، حالت3.2] و لم 7از [ 3.2

1| ( ) |= 3GC x  ،

2 3

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 4G GC x C x
  ،

4 5

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 5G GC x C x
  ،

6 7

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 5G GC x C x
  

  یا 

1| ( ) |= 4GC x  ،

2 3

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 3G GC x C x
  ،

4 5

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 5G GC x C x
  ،

6 7

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 5G GC x C x
  

  یا 

1| ( ) |= 5GC x  ،

2 3

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 3G GC x C x
 ، 

4 5

1 1 1
=

| ( ) | | ( ) | 4G GC x C x
  ،

6 7

1 1 1
. =
| ( ) | | ( ) | 5G GC x C x

  

  

)در حالت اول و سوم،  ) = 1Z G .که تناقض است ،

|در حالت دوم،  ( ) |= 2Z G  و| |= 120G اما .

از مرتبه  EPPO]، هیچ گروه 13با استفاده از [

)در شرط  120 ( )) = 7Gr G Z G  صدق

   Wکند.  نمی

، 6.3و  5.3، 2.3اکنون با استفاده از گزاره هاي 

  شود.  کامل می 1.1اثبات قضیه 

  

  گیرينتیجه

هفت متناهی با  EPPOهاي گروهدر این مقاله 

در دو حالتی که مرکز گروه  کلاس تزویج نامرکزي

 اند. بدیهی یا نابدیهی باشد، بررسی و رده بندي شده
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