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  مقدمه -1
 ي معادلات تابعی از یک سوال اولاممساله پایدار

ها ها روي گروه) در مورد پایداري همریختی1960(
  نشات گرفته است. سوال اولام به صورت زیر است:

:ℎنگاشت  퐺 → 퐺  را در نظر بگیرید که(퐺 , . ) 
퐺)یک گروه و  , 푑)  یک گروه متریک باشد. آیا

εبراي  > δتوان  می 0 > اي ي پیدا کرد به گونها 0
,푥که اگر براي هر  푦 ∈ 퐺  داشته باشیم

푑(ℎ(푥푦), ℎ(푥)(푦)) < 훿 گاه همریختی آن
퐻:퐺 → 퐺  موجود باشد که براي هر푥, 푦 ∈ 퐺 
,푑(ℎ(푥)داشته باشیم  퐻(푥)) < 휀؟  

به عبارت دیگر اگر یک نگاشت به شکل تقریبی یک 
همریختی باشد چه موقعی یک همریختی نزدیک به 

هاي جمعی آن وجود دارد. این مساله براي نگاشت
فضاي باناخ هستند توسط  퐺و 퐺 تقریبی وقتی که

ي هایرز توسط ) حل شد و نتیجه1941( هایرز
  ) تعمیم یافت.1978راسیاس (

اکثر مسائل در ریاضیات کاربردي به معادلات 
شوند. ساده ترین مورد، معادله  دیفرانسیل منجر می

  دیفرانسیل
υʹ(ν) = Г ν, υ(ν)                                 )1(  

 
است. معادله انتگرالی معادله دیفرانسیل فوق به 

  صورت زیر است
υ(ν) = υ(m) − ∫ Г τ, υ(τ) dτ.  

  
ي شبه انتگرالی برگرفته از در این مقاله معادله

معادله دیفرانسیل فوق به وسیله تابع فازي تحت 
دهیم وسپس یک تقریب براي معادله  کنترل قرار می

ین نتایج پایداري ا .آوریم شبه انتگرالی به دست می
به دار فازي راسیاس را در فضاي نرم –اولام -هایزر

کند. استفاده از روش  ، اثبات میروش نقطه ثابت
نقطه ثابت براي بررسی پایداري معادلات اولین بار 

 .[2,3]توسط رادو معرفی شده است
پایداري معادلات دیفرانسیل اولین بار توسط السیناو 

  ها توسط گرفت و بعدمطالعه قرار ژر مورد 
  

و  ]21,20,19,18[ میوراوتاکاهاسی و همکاران
) تعمیم داده شده 2002( همچنین توسط جونگ

  .[14,13,12,11,10] است
  
  هاپیش نیاز -2
یا به طور  یک نرم مثلثی پیوسته تعریف.  1-2

نرم) یک نگاشتی مانند  -풄풕نرم پیوسته (–풕خلاصه 
푰از  ∗ = [ퟎ,ퟏ]ퟐ  به푰 ت به طوري که:اس  
1. 휏 ∗ 휗 = 휗 ∗ 휏 و휏 ∗ (푣 ∗ 휗) = (푡 ∗ 푣) ∗ 휗 

,휏براي هر  푣, 휗 ∈ 퐼، 
2. 휏 ∗ 1 = 휏 براي هر 휏 ∈ 퐼، 
3. 휏 ∗ 휗 ≤ 휗 ∗ 푙  که휏 ≤ 휗 و푣 ≤ 푙  براي هر

휏, 푣, 휗, 푙 ∈ 퐼 .[25,7] 
  ها عبارتند از: نرم - 풕هایی از چنین  نمونه

1. 휏 ∗ 푣 = 휏푣 
2. 휏 ∗ 푣 = 푚푖푛	{휏, 푣} 
3. 휏 ∗ 푣 = 푚푎푥	{휏 + 푣 − 1,0} )t-(نرم لوکاسویچ 
 
–،	∗فرض کنید [9,1]تعریف.  2-2 풕	یک	نرم  

 زیر مجموعه فازي از  	훈فضاي خطی و 퐒پیوسته، 
푺풌 × (ퟎ,∞)  به(ퟎ,ퟏ]  باشد در این حالت سه

نرم دار فازي نامیده  -풌 فضاي خطی ∗,푺,휼تایی 
풇 شود (یا به طورخلاصه می − 풌 −푵푳푺	 اگر در (
  یط زیر صدق کند:شرا

1. 휂(푠 , … , 푠 , 휏) = 휏براي همه  1 >  اگر و 0
푠تنها اگر  , … , 푠 ،وابسته خطی باشند 

2. 휂(훼푠 ,… , 푠 , 휏) = 휂 푠 ,… , 푠 , |  اگر |
훼 ≠ 0، 

3. 휂(푠 + 푠 ,… , 푠 , 휏 + 휍) ≥
휂(푠 , 푠 … , 푠 , 휏) ∗ 휂(푠 , 푠 … , 푠 , 휍)، 

4. 휂(푠 , … , 푠 , 휏)	 جایگشت از  تحت هر
푠 , … , 푠 ∈ 푆 ،ثابت است 

5. 휂(푠 , … , 푠 , . ): (0,∞) → پیوسته  [0,1)
 چپ است،

6. lim → 휂(푠 , … , 푠 , 휏) = 1.  



 

 ۵۱                                                        دار فازي به روش نقطه ثابتنرم - kپایداري معادلات دیفرانسیل غیر کراندار در فضاهاي 
 

   

 [24,23,22,15,8,6]براي جزئیات بیشتر به مراجع 
  مراجعه کنید.

 
,푺)فرض کنید مثال.  3-2 ‖. , … , .  -풌فضاي  (‖

را به صورت  휼 نرمدار خطی باشد. مجموعه فازي
  کنیم: زیر تعریف می

휂(푠 , … , 푠 , 휏) = exp − ‖ ,…, ‖   
  

푠 براي , … , 푠 ∈ 푆 و 휏 ∈ . در این (∞,0)
,푆صورت سه تایی  휂,∗ فضاي خطی 푘 -  نرم دار

  فازي است.
  
  جونگ)-وگزامبورگقضیه. (نقطه ثابت ل 4-2

,∑)فرض کنید  훿)   یک فضاي متریک تعمیم یافته
∑:훬 باشد و → یک تابع اکیداً انقباضی، با ثابت   ∑

훽 لیپشیتز < 휎نگاه به ازاي هر باشد آ 1 ∈ یا  	∑
푛 به ازاي هر ∈ 푁،  

훿(훬 휎, 훬 휎) = ∞.  
 
푛یا  ∈ 푁 :وجود دارد به طوري که  
푛به ازاي هر  .1 ≥ 푛 ،훿(훬 휎, 훬 휎) < ∞ 
훬}دنباله  .2 휎} به نقطه ثابت푠∗ از 훬 ،همگراست 
3. 푠∗   یک نقطه ثابت منحصر به فرد از훬  در

푉 مجموعه = {푠 ∈ 훿(훬 휎, 푠) <  است، {∞
4. (1 − 훽)훿(푠, 푠∗) ≤ 훿(푠, 훬푠). 

  ].4[ : مرجعبرهان
  
  نتایج اصلی -3

سیاس در فضاي را -اولام–پایداري هایرز 
  نرم دار فازي - 풌خطی 

,퐩	فرض کنیدقضیه.  1-3 퐪 ∈ ℝ		ن که در آ
ퟎ < 풑 < 풒  و흆 = 퐩 − 퐪 فرض کنید .
푱 = [풑, 풒]  و풎 ∈ 푱 کنیم و ثابت  انتخاب می

طوري که گیریم بهدر نظر می 훃مثبتی مانند 
ퟎ < 흆휷 < ퟏ  باشد. فرض کنید براي هر훎퐣 ∈ 퐉 ،

훖퐣, 훝퐣 ∈ ℝ که(풋 = ퟏ, … , 풌)و	퐭 > ퟎ	 تابع پیوسته
Г: 푱 × ℝ → ℝ :در شرط لیپ شیتز صدق کند  

휂 Г(ν , υ ) − Г(ν , ϑ ), … ,Г(ν , υ ) −
Г(ν , ϑ ), 휌훽t ≥ 휂(υ − 휗 ,… , υ −
휗 , 푡).		                                               )2(  
  

:υاگر معادله شبه انتگرالی  퐽 → ℝ  در شرط زیر
ν براي هر ∈ J  که(푗 = 1,2, … , 푘)  وt > 0 

  صدق کند:
휂 υ(ν ) − υ(m) −
∫ Г τ, υ(τ) dτ ,… , υ(ν ) − υ(m) −
∫ Г τ, υ(τ) dτ , 푡 ≥ 휑(ν ,… , ν , t)  )3(  

  
:φکه درآن  퐽 × (0,∞) → تابع کنترل  [0,1)

ν فازي است و براي هر ∈ J  که(푗 = 1,2, … , 푘) 
tو  >   :داریم 0

inf ∈[ , ] 휑(ϑ ,… , ϑ , t) ≥
휑(ν ,… , ν , t) )4(                                     
  
در این صورت تابع پیوسته منحصر به فردي مانند 

υ : 퐽 → ℝ موجود است به طوري که براي هر 
ν ∈ J  که(푗 = 1,2, … , 푘)  وt >   :داریم 0

υ ν = υ(m) − ∫ Г τ, υ (τ) dτ     )5(  
 

υ است و 1معادله ( یک جواب (  
휂(υ(ν ) − υ (ν ), …υ(ν ) −
υ (ν ), 푡) ≥ 휑(ν ,… , ν , (1 − ρβ)t).   )6(    

  
  کنیم: را به صورت زیر تعریف می∑مجموعه  :برهان

∑ = 휎: J → ℝ: 휎	پیوسته .                     )7(  
  

کنیم. فرض کنیم  متر زیر را تعریف می ∑روي 
σ, 휚 ∈   :باشد در این صورت داریم ∑

δ σ, 휚 = 푖푛푓 푀 > 0: 휂(σ(ν ) −
휚(ν ), … , σ(ν ) − 휚(ν ),Mt) 			 ≥
휑(ν ,… , ν , t), ∀ν ∈ J, t > 0 )8(              
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یک متر تعمیم  δمیهت و رادو ثابت کردند ] 16[در 
  را ببینید).] 17[ نیافته کامل است (همچنی

:Λحال نگاشت  ∑ → υبراي هررا  ∑ ∈ با  ∑
  کنیم: ضابطه زیر تعریف می

(Λυ) ν =
υ(m) − ∫ Г τ, υ (τ) dτ ν ∈ J        )9(  

  
یک نگاشت انقباضی است.  Λدهیم که  نشان می

,σ فرض کنید 휚 ∈ εو  ∑ = 휀σ, > یک عدد  0
δمثبت باشد به طوري که  σ, 휚 ≤ ε نتیجه  در

ν براي هر ∈ J که(푗 = 1,2,… , 푘) وt >   :داریم 0
휂(σ(ν ) − 휚(ν ), … , σ(ν ) − 휚(ν ), εt) ≥
휑(ν ,… , ν , t)   

  
푚فرض کنید  = 휇 < 휇 < ⋯ < 휇 = ν ،

τ ∈ [휇 , 휇 ]،∆푠 = μ − μ =  و 	
푗 = 1,… , 푘.  

 براي هر )10(و  )8(، )3(، )2(با استفاده روابط 
ν ∈ J  که(푗 = 1,2,… , 푘)  وt >   داریم: 0

휂 (Λσ)(ν ) − (Λ휚)(ν ),… , (Λσ)(ν ) −
(Λ휚)(ν ), ερβt = 휂 ∫ Г τ,휎(τ) −
Г τ, 휚(τ) 푑휏 ,… , ∫ Г τ,휎(τ) −
Г τ, 휚(τ) 푑휏 , ερβt   

= 휂(lim ∆ → ∑ Г τ ,휎 τ −

Г τ , 휚 τ ∆s ,… , 

lim ∆ → ∑ Г τ ,휎 τ −

Г τ , 휚 τ ∆s , ερβt)  

= lim ∆ → 휂 ∑ Г τ , 휎 τ −

Г τ , 휚 τ ∆s ,… ,∑ Г τ , 휎 τ −

Г τ , 휚 τ ∆s , ερβt   
	= lim

∆ →
⋀휂	 Г τ , 휎 τ −

Г τ , 휚 τ ,… , Г τ ,휎 τ −

Г τ , 휚 τ ,
∆

≥ ⋀휂(Г τ ,휎 τ −

Г τ , 휚 τ ,… , Г τ ,휎 τ −

Г τ , 휚 τ , ) ≥ inf ∈ , σ τ −

휚 τ ,… , σ τ − 휚 τ , εt ≥
inf ∈ , φ(τ ,… , τ , t) ≥ 휑(ν ,… , ν , t).   

  
,훿(훬휎در این صورت داریم  훬휚) ≤ 휀휌훽  در

,σنتیجه براي هر  휚 ∈ 훿(훬휎,훬휚)داریم  ∑ ≤
휌훽훿(휎, 휚) دهد  و این نشان می훬  نگاشت اکیدا

βρیب لیپشیتز انقباضی با ضر ∈  ∑روي  (0,1)
گیریم  نتیجه می )9(و  )3(است. با استفاده ازروابط 

훿(훬υ, υ) ≤   و در نتیجه   1
훿(훬 υ,훬 υ) ≤ (휌훽) < ∞.  

  
  برقرار است در نتیجه داریم: 4-2 پس شرایط قضیه

1. 훬  داراي نقطه ثابتυ  است به عبارت دیگر 
)11(                                   훬(υ ) = (υ ).  
 
2. 훿(훬 υ, υ ) → 푛وقتی  0 → ∞. 
٣. 	훿(υ, υ ) ≤ 훿(υ,훬υ)	 چون  و

훿(훬υ, υ) ≤ ν در نتیجه براي هر 1 ∈ J  که
(푗 = 1,2, … , 푘)  وt >   داریم: 0

휂(υ(ν ) − υ (ν ), …υ(ν ) − υ (ν ), t) ≥
휑(ν ,… , ν , (1 − ρβ)t). 
 

,∞−)مساوي  퐽فرض کنید . قضیه 2-3 푞]  یاℝ 
,pباشد که  (∞,푝]یا  q ∈ ℝدهیم  . قرار می

푚 = 푝  براي퐽 = [푝,∞)  یا푚 = 푞  براي
퐽 = (−∞, 푞]  یا اگر퐽 = ℝ  باشد푚 ∈ ℝ  را

0دهیم. فرض کنید  ثابت قرار می < 훽 < ثابت  1
νبراي هر مثبت باشد و  ∈ J ،υ , ϑ ∈ ℝ  که

(푗 = 1,2, … , 푘)  وt >  اشت پیوستهنگ 0
Г: 퐽 × ℝ → ℝ  حال اگر صدق کند )2(در رابطه .

νبراي هر  ∈ J معادله انتگرالی υ: 퐽 → ℝ	  در
:휑که در آن صدق کند  )3(شرط  퐽 ×

(0,∞) → و براي  تابع کنترل فازي است [0,1)
ν هر ∈ J	  که(푗 = 1,2, … , 푘)  وt > در  0

در این صورت تابع منحصر  .کندصدق می )4(شرط 
υیوسته به فرد پ : 퐽 → ℝ  موجود است که براي  
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νهر  ∈ J  برقرار است )6(و  )5(روابط.  
  

퐽براي حالت  :برهان = ℝ کنیم. براي هر  ثابت می
푛 ∈ ℕکنیم  ، تعریف میJ = [푚 − 푛,푚 + 푛] .

J(براي = [−∞, 푞] دهیم می قرارJ = [푞 − 푛, 푞] 
퐽 وبراي = [푝,∞) دهیم می قرار J = [푝, 푝 + 푛] (
νگیریم که براي همه  نتیجه می 3-1یهاز قض ∈ 퐽 

υتابع پیوسته منحصر به فرد  : 퐽 → ℝ  موجود
  است به طوري که

υ ν = υ(m) − ∫ Г τ, υ (τ) dτ   )12(  
  و

휂(υ (ν ) − υ (ν ), …υ (ν ) −
υ (ν ), t) ≥ 휑(ν ,… , ν , (1 − ρβ)t)  )13(  

 
  را به صورت زیر  υحال 

υ (ν) = υ (ν) =                            )14(  
υ (ν) = ⋯ , ∀ν ∈ ℝ  

  
푛(ν)و زیر دنباله زیر = ⋀{푛 ∈ ℕ|ν ∈ J را در   {

υگیریم. حال  نظر می :ℝ → ℝ  را به صورت زیر
  کنیم: تعریف می

υ (ν) = υ ( )(ν)                                 )15(  
  

 υگیریم  نتیجه می υبا توجه به پیوستگی 
  پیوسته است. 

ν براي هر υ دهیم تابع حال نشان می ∈ ℝ  در
کنیم  کند. فرض می صدق می )6( و )5( روابط

ν ∈ ℝ  ،باشد푛(ν) ∈ ℕ کنیم آنگاه  انتخاب می
.آوریم  بدست می ν ∈ J (  روابط با استفاده از (

  داریم )14(و  )13( ،)12(
υ (ν) = υ ( )(ν) = υ(m) −
∫ Г τ, υ ( )(τ) dτ   
= υ(m) − ∫ Г τ, υ (τ) dτ  

  و
υ ( )(ν) = υ ( )(τ) = 	υ (τ). 

  
νبراي هر  ∈ ℝ  داریمν ∈ J (   است، پس با  (

  

  داریم )15(و  )13(استفاده از روابط 
휂(υ(ν ) − υ (ν ), …υ(ν ) − υ (ν ), t) =
휂 υ(ν ) − υ ( )(ν ), …υ(ν ) −
υ ( )(ν ), 푡 ≥ 휑(ν ,… , ν , (1 − ρβ)t).    

  
منحصر به فرد است.  υدهیم  در نهایت نشان می

휗تابع پیوسته دیگري مانند  :ℝ → ℝ  در نظر
صدق کند. فرض  )6) و (5(گیریم که در روابط  می

νکنید  ∈ ℝ چون ،υ | ( ) = υ (  و (
ϑ |

( νو هر دو براي همه  ( ∈ J ( در روابط  (
کنند، منحصر به فردي  صدق می )6(و  )5(

υ ( ) = υ | (    .کند بیان می (
υ (ν) = υ | ( )(ν) = ϑ | ( )(ν) = 휗 (ν). 
 

-نرم – 풌خطی  اولام در فضاي–پایداري هایرز
  دار فازي

풎 فرض کنیدقضیه.  3-3 ∈ ℝ.،	흆 > ퟎ و 
푱 = 훎 ∈ ℝ|풎− 흆 ≤ 훎 ≤ 퐦+ 훒  فرض

훎퐣 کنید براي هر ∈ 퐉 ،훖퐣, 훝퐣 ∈ ℝ  که
(풋 = ퟏ,ퟐ,… , 풌)  و퐭 > ퟎ نگاشت پیوسته 

Г: 푱 × ℝ → ℝ ) صدق کند و2در رابطه ( 훃  ثابت
. مثبتی باشد که ퟎ < 흆훃 < ퟏ  فرض کنید براي

훎퐣 هر ∈ 퐉 که (풋 = ퟏ,ퟐ,… , 풌)،퐭 > ퟎ و 훆 > ퟎ  
휂 υ(ν ) − υ(m) −
∫ Г τ, υ(τ) dτ ,… , υ(ν ) − υ(m) −
∫ Г τ, υ(τ) dτ, t ≥ 1 − ε              )16(  

  
:υکه  퐽 → ℝ  است.معادله شبه انتگرالی  

ν براي هر در این صورت ∈ J  که(푗 =
1,2, … , 푘) و t > تابع پیوسته منحصر به فردي  0

υانند م : 퐽 → ℝ  موجود است به طوري که در
  صدق کند و )5(رابطه 

휂 υ(ν ) − υ (ν ), …υ(ν ) −

υ (ν ), ≥ 1 − ε.  
 

  تعریف  را به صورت زیر ∑مجموعه  برهان:
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  :کنیممی
∑ = 휎: J → ℝ: 휎	پیوسته . 

  
کنیم. فرض کنیم  تابع زیر را تعریف می ∑روي 

σ, 휚 ∈   :ن صورت داریمباشد در ای ∑
δ σ, 휚 = 
푖푛푓 푀 > 0: 휂(σ(ν ) − 휚(ν ), … , σ(ν ) −
휚(ν ),Mt) ≥ 1 − 휀, ∀ν ∈ J, t > 0  . 

  
یک متر تعمیم  δمیهت و رادو ثابت کردند  ]16[در 

  را ببینید). ]17[یافته کامل است (همچنین 
:Λحال نگاشت  ∑ → υ براي هررا  ∑ ∈ با  ∑

  کنیم: ضابطه زیر تعریف می
(Λυ) ν =
υ(m) − ∫ Г τ, υ (τ) dτ ν ∈ J      (17) 

  
یک نگاشت انقباضی است.  Λدهیم که  نشان می

,σفرض کنید  휚 ∈ 휉و  ∑ = 휉σ, > یک عدد  0
δمثبت باشد به طوري که  σ, 휚 ≤ 휉  در نتیجه

ν براي هر ∈ J  که(푗 = 1,2, … , 푘)  وt > 0 
   :داریم

휂 σ(ν ) − 휚(ν ), … , σ(ν ) −
휚(ν ), 휉t ≥ 1− 휀.                          (18)  

 
  فرض کنید

푚 = 휇 < 휇 < ⋯ < 휇 = ν ،τ ∈ 휇 , 휇  
∆푠 = μ − μ = , 푗 = 1,2, … , 푘 با .

ν ) براي هر10) و (8)، (3)، (2استفاده ( ∈ J  که
(푗 = 1,2, … , 푘)  وt >   داریم: 0

휂 (Λσ)(ν ) − (Λ휚)(ν ),… , (Λσ)(ν ) −

(Λ휚)(ν ), 휉ρβt = 휂 ∫ Г τ, 휎(τ) −
Г τ, 휚(τ) 푑휏 ,… , ∫ Г τ,휎(τ) −
Г τ, 휚(τ) 푑휏 , 휉ρβt   
= 휂 lim ∆ → ∑ Г τ , 휎 τ −

Г τ , 휚 τ ∆s ,… , lim ∆ → ∑ Г τ ,휎 τ −

Г τ , 휚 τ ∆s , 휉ρβt   

= lim ∆ → 휂 ∑ Г τ , 휎 τ −

Г τ , 휚 τ ∆s ,… ,∑ Г τ , 휎 τ −

Г τ , 휚 τ ∆s , 휉ρβt =

lim
∆ →

⋀휂	 Г τ ,휎 τ −

Г τ , 휚 τ ,… , Г τ ,휎 τ −

Г τ , 휚 τ ,
∆

   

≥ ⋀휂(Г τ ,휎 τ − Г τ , 휚 τ   
, … , Г τ , 휎 τ − Г τ , 휚 τ , 휉βt)  
≥ inf ∈ , 휂 σ τ − 휚 τ ,… , σ τ −
휚 τ , 휉t ≥ 1 − 휀   

  
,훿(훬휎در این صورت داریم  훬휚) ≤ 휉휌훽  در

,σنتیجه براي هر  휚 ∈ ,훿(훬휎داریم  ∑ 훬휚) ≤
휌훽훿(휎, 휚) دهد  و این نشان می훬  نگاشت اکیدا

ρβانقباضی با ضریب لیپشیتز  ∈  ∑روي  (0,1)
گیریم  ) نتیجه می9) و (3است. با استفاده ازروابط (

훿(훬υ, υ) ≤ 1.  
훿(훬در نتیجه  υ,훬 υ) ≤ (ρβ) < ∞.  

  برقرار است در نتیجه داریم: 4-2رایط قضیه پس ش
1. 훬  داراي نقطه ثابتυ  است به عبارت دیگر 

훬(υ ) = (υ ).			                               (19) 
 

2. 훿(훬 υ, υ ) → 푛وقتی  0 → ∞. 
3. 훿(υ, υ ) ≤ 훿(υ, 훬υ) 
,훿(훬υچون  و υ) ≤ ν در نتیجه براي هر 1 ∈ J 

푗)که  = 1,2, … , 푘)  وt >   داریم: 0
휂 υ(ν ) − υ (ν ), …υ(ν ) −

υ (ν ), ≥ 1 − ε. 
 
  هامثال – 4
0. فرض کنید مثال 1-4 < 훽 < براي  1

ퟎ < 휺 < ퟐ휷 ،دهیم قرار می 훒 = ퟐ훃− 훆 . فرض
푱 کنید = [ퟎ, ퟐ휷− 휺] .فرض کنید 	풑(흂)  تابع
:흊 اي وجملهچند 퐉 → ℝ	  تابع دیفرانسیل  
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훎퐣 براي هر اي باشد به طوري کهیوستهپ ∈ 퐉 که 
(풋 = ퟏ,ퟐ,… , 풌) و 퐭 > ퟎ داریم:  

휂 υ(ν ) − υ(m) − ∫ {βυ(τ) −
p(τ)}dτ , … , υ(ν ) − υ(m) −
∫ {βυ(τ) − p(τ)}dτ , t ≥
exp − | ,…, | .    

  
,Г(νاگر قرار دهیم  υ) = 훽휐 − 푝(휈) و  

휑(ν ,… , ν , t) = exp − | ,…, |   
  

ν بنابراین براي هر ∈ J  که(푗 = 1,2, … , 푘)  و
t > 0  

inf ∈[ , ] 휑(ϑ ,… , ϑ , t) ≥
휑(ν ,… , ν , t).  

  
تابع پیوسته منحصر به  3- 3 در نتیجه طبق قضیه

휐فردي مانند  : J → ℝ  موجود است به طوري که
ν براي همه ∈ J  وt >    :داریم 	0

υ ν = υ(0) − ∫ {훽휐 (휏) − 푝(휏)}dτ  
  و

휂(υ(ν ) − υ (ν ), …υ(ν ) − υ (ν ), t) ≥
exp − | ,…, |

( )  .   
 
0. فرض کنید مثال 2-4 < 훽 < ln a ،푝 > و  1

퐽 = [푝,∞]  باشد. فرض کنید푝(휈)  تابع چند
:휐 اي وجمله J → ℝ اي ستهتابع دیفرانسیل پیو  

  

ν براي هر طوري کهباشد به ∈ J  وt >   داریم: 0
휂 υ(ν ) − υ(m) − ∫ {βυ(τ) −
p(τ)}dτ , … , υ(ν ) − υ(m) −
∫ {βυ(τ) − p(τ)}dτ , t ≥

exp −
,…,

 .  
  

,Г(νاگر قرار دهیم  υ) = 훽휐 − 푝(휈) و  
휑(ν ,… , ν , t) = exp −

,…,
  

  

ν ابراین براي هربن ∈ J  که(푗 = 1,2, … , 푘)  و
t >   داریم: 0

 
inf
∈[ , ]

휑(ϑ ,… , ϑ , t) ≥ 휑(ν ,… , ν , t) 
  

ν براي هر 3-2 در نتیجه طبق قضیه ∈ J  وt > 0 
휐تابع پیوسته منحصر به فردي مانند  : J → ℝ 

  موجود است به طوري که
υ ν = υ(0) − ∫ {훽휐 (휏) − 푝(휏)}dτ  

  و
휂(υ(ν ) − υ (ν ), …υ(ν ) − υ (ν ), t) ≥
	exp −

,…,

( )  .  
 

,ρفرض کنید  مثال. 3-4 훽 هاي مثبتی ثابت
.باشند به طوري که  0 < 휌β < 푚براي  1 ∈ ℝ ،

퐽	کنیم تعریف می = ν ∈ ℝ|푚 − 휌 ≤ ν ≤
m+ ρ  فرض کنید푝(휈)  واي چند جملهتابع 

휐: J → ℝ	 اي باشد به تابع دیفرانسیل پیوسته
ν براي هر طوري که ∈ J  وt > ε	 که 0 ≥ 0 

  داریم:
휂 υ(ν ) − υ(m) − ∫ {βυ(τ) −
p(τ)}dτ , … , υ(ν ) − υ(m) −
∫ {βυ(τ) − p(τ)}dτ , t ≥ 1 − ε .  

  
ν براي هرکند که  بیان می 3-3 قضیه ∈ Jوt > 0 

υفردي مانند  تابع پیوسته منحصر به : 퐽 → ℝ 
  :است به طوري کهموجود 

υ ν = υ(m) − ∫ {훽휐 (휏) − 푝(휏)}dτ  
  و

휂 υ(ν ) − υ (ν ), …υ(ν ) −

υ (ν ), ≥ 1 − ε.  
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