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  مقدمه .1

تبدیلات گروه لی توسط ریاضی  19  در اوایل قرن

مطرح شد.  براي اولین بار  3دان نروژي سوفوس لی

از قدرتمندترین ابزارهاي جهانی این تبدیلات یکی 

مطالعه معادلات دیفرانسیل هستند و نقش براي 

اساسی در تجزیه و تحلیل انواع مختلف معادلات 

. محاسبات کسري، که ]1- 4[  دیفرانسیل دارند

هاي اخیر  گردد، در دههباز می  1695  قدمت آن به

پیشرفت چشمگیري داشته است. نظریه محاسبات 

هاي برجسته و چشمگیر، کسري به دلیل ویژگی

شمندان را به خود جلب کرده است تا از توجه دان

هاي مختلف و گاهاً غیر  طریق آن بتوانند پدیده

عادي فیزیکی و فرآیندهاي پیچیده در علوم 

مهندسی را دقیقتر توصیف کنند، زیرا محاسبات 

ها  کلاسیک از توانایی کافی براي توصیف این پدیده

در واقع با استفاده از  .]5-9[برخوردار نبوده است 

هاي غیر  هاي مختلف محاسبات کسري، پدیده نظریه

عادي در دنیاي واقعی را از طریق معادلات 

  .اند سازي کردهدیفرانسیل انتگرالی یا کسري مدل

در حقیقت، اپراتورهاي کسري به ابزاري قدرتمند 

تر از انواع کلاسیک هاي دقیقبراي توسعه مدل

ید در مورد اند. اخیراً برخی از تعاریف جد تبدیل شده

اپراتورهاي کسري پیشنهاد شده است و براي مدل 

. ]10-15[شود   سازي رویدادهاي پیچیده استفاده می

هاي دقیق از معادلات طور کلی، دستیابی به جواببه

دیفرانسیل کسري کار دشوار یا گاهی غیرممکن 

است. بسیاري از دانشمندان در مورد ساخت و 

عددي یا نیمه هاي قابل اعتماد  گسترش روش

تحلیلی که با معادلات کسري سر و کار دارند 

 ]16-18[ اند تحقیق کرده

  کسري زیر را در نظر   mZK در این کار، معادله

 :گیریممی
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نشان دهنده  

  است که t اپراتور مشتق جزئی وابسته به متغیر

  4لیوویل- تواند از نوع ریمانمی
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) باشد که درآن )   .نشان دهنده تابع گاما است

1براي این مدل به معادله کلاسیک ،mZK 

 .]8[شود   تبدیل می

با توجه به ارتباط بین این دو مشتق، مشتق کسري 

 توان بر حسب مشتق کسري ریمانکاپوتو را می

  لیوویل به صورت زیر نوشت

  1 ;0
C

nu u T u
t t



 
 

 
 

  

که در آن  1 ;0nT u
نشان دهنده بسط چند  

1nاي تیلور از درجه جمله .حول نقطه صفر است  

 

هاي هاي لی و جواب . تجزیه و تحلیل تقارنی2

  mZK دقیق معادله کسري

استفاده از آنالیز گروه لی، خاصیت در این بخش با 

شود.  بررسی می  mZK ناوردایی معادله کسري

همچنین از تجزیه و تحلیل گروه لی براي کاهش 

شود. براي این  مدل کسري معادله اصلی استفاده می

منظور، در مرحله اول جزئیات اصلی تجزیه و تحلیل 

                                                 
4 Riemann–Liouville 
5 Caputo 
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تقارن لی براي معادلات دیفرانسیل کسري با 

طور وابسته به زمان به (FPDE) 6ئیمشتقات جز

  .خلاصه شرح داده شده است

 

هاي لی براي شرح تجزیه و تحلیل تقارنی .2- 1

معادلات دیفرانسیل کسري با مشتقات جزئی 

)FPDEs( 

دستگاه معادلات دیفرانسیل کسري با مشتقات 

 .جزئی ذیل با دو متغیر مستقل را در نظر بگیرید
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نشان دهنده اپراتور مشتق  

0) از مرتبه لیوویل- کسري ریمان 1)  

است.  ( , , )u x t y  و , ,x t y  به ترتیب متغیرهاي

ها مشتقات جزئی  وابسته و مستقل هستند و اندیس

  . دهندصحیح را نشان می

کنیم  با توجه به تجزیه و تحلیل تقارن لی، فرض می

) تحت تبدیلات یک پارامتري زیر ناوردا 2(  معادله

  .باشد
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 که در آن پارامتر گروه لی است و جبر لی مرتبط  

  .شود با آن توسط میدان برداري زیر تولید می
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6 Fractional partial differential equations 

 , , ,    ها و به  نهایت کوچک اي از بی مجموعه

,ترتیب t و, j x براي 1,2,...  j  هاي  بسط

j  و نهایت کوچک از مرتبه بی هستند. میدان  

کند اگر و  را تولید می )2( تقارن معادله) 4(  برداري

نهایت کوچک  تنها اگر شرط ناوردایی تبدیلات بی

  :برقرار باشدزیر 

)5(                           ( , )
0( ) | 0,

 mPr V  

  

m که در آن نمایانگر مرتبه صحیح معادله   

) است و اپراتور پرولانگیشن 2(  دیفرانسیل کسري

3, کسري تعمیم یافته ( ) Pr V به شرح زیر تعریف   

 ]4[  .شده است
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j, هاي کوچک نهایت بیبسط مرتبه صحیح  x  

  :شوند صریحاً به شرح زیر بیان می
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xD  که در آن اپراتور مشتق کامل وابسته به متغیر 

x است.  

)8(             ...
  

   
  

x x xx

x

D u u
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t, بنابراین ام  -نشان دهنده بسط مرتبه 

 نهایت کوچک است که به شکل زیر اپراتور بی

  :شود تعریف می

,

1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ).

( )

t
x x

y y t

u u
t t t

u u D u
t t t

u u
t t

  


  

 

   

  

 
 

  
  
  

  
  

  

 
 

 

  



  178                         1401هاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و ششم، خرداد و تیر و همکاران/ پژوهش میرسجاد هاشمی
 

 

 

tD
 نشان دهنده مشتق کسري کامل نسبت به t

 از مرتبه است. با استفاده از قانون لایب نیتز و   

 -قاعده زنجیري بسط مرتبه  نهایت کوچک ام بی  
,t  شودداده میبه روشنی به شرح زیر نشان  
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u نسبت به متغیر وابسته با توجه به اینکه 

.شود  نتیجه می  )9( خطی است از رابطه 0  

چون رابطه فوق شامل مشتقات 
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نهایت کوچک ام بی-باشد و توسیع مرتبه می

,C t 19[به شرح زیر است[. 
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محاسبات ذکر شده شرط با توجه به روابط فوق در 

مرزي معادلات کسري تاثیر علمی ندارد و تنها در 

باشد. ما در ادامه تعبیر فیزیکی معادلات دخیل می

هاي لی با استفاده از مشتق به بررسی روش تقارنی

  پردازیم.کسري لیوویل می

  

   هاي کلاسیکتقارنی .2- 1- 1

کوچک در تجزیه و تحلیل  نهایت شرط ناوردایی بی

به صورت زیر  )2ارن لی براي معادله داده شده (تق

  باشد می
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نهایت کوچک را به صورت زیر  بنابراین مولدهاي بی

:داریم
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و تبدیلات تشابه مربوط  به عنوان مثال، متغیر تشابه

  نهایت کوچک به مولد بی
1 ( )





V f t

x
توان  را می 

  با حل معادله مشخصه مرتبط با آن یعنی

( ) 0 0 0
  

dx dt dy du

f t
 

  

به صورت     , , ,u x t y F t y ست آورد که بد

 جواب ناوردا معادله کسري با مشتقات جزئیاین 

mZK  را به معادله دیفرانسیل کسري زیر تبدیل

 :کنند می

( , ,F ) 0 t t y   

  

و جواب دقیق معادله فوق به صورت
1hF( , ) (y)  t y t باشد، که در آنمی h (y) تابع  

  )2و1(شکل است. دلخواه

 نهایت کوچک تشابه مربوط به مولد بیتبدیلات 

2 ( )





V g t
y

توان با حل معادله مشخصه  را می

  مرتبط با آن یعنی

0 0 ( ) 0
  

dx dt dy du
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صورت به    , , ,u x t y G x t ست آورد که بد

 این جواب ناوردا معادله کسري با مشتقات جزئی

mZK  کسري زیر تبدیل را به معادله دیفرانسیل

 :کنند می
2 0,    t x x xxxaGG bG G cGG   

  

صورت زیر هاي دقیق معادله فوق بهو یکی از جواب

  .باشدمی
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) مربوط به میدان برداري 1. جواب دقیق معادله (1شکل

1V به ازاي[ 2,2], t [0,1]  y و( ) sin( )h y y .  
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) مربوط به میدان برداري 1. جواب دقیق معادله (2شکل

2V به ازاي[ 3,3], t [0,1]  x .  

  

  

نهایت کوچک  همچنین براي مولد بی

1 2         V V V توان با حل  تبدیلات تشابه را می

  :معادله مشخصه مرتبط با آن بدست آورد
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  .شود زیر تبدیل می
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 در نتیجه جواب دقیق معادله دیفرانسیل کسري

mZK را به صورت زیر داریم:  
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) مربوط به میدان برداري 1. جواب دقیق معادله (3شکل

1 2V V به ازاي[ 2,1], [ 1,1]   y x 2و در زمانt  رسم شده

  است.
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  گیري. نتیجه3

هاي کلاسیک تجزیه و تحلیل تقارنیدر مقاله حاضر، 

 را mZK  ) بعدي 2+1گروه لی معادله کسري (

بررسی کردیم و معادله کسري وابسته به زمان حاکم 

هاي ناورداي بدست آمده به یک از طریق جواب

کاهش پیدا کرد و برخی از  معادله کسري دو بعدي

  .هایی دقیق آن محاسبه گردیدجواب
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