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  06/1400/ 26تاریخ پذیرش مقاله:    03/07/1398تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده 

شود براي  خاص از روش تفاضل متناهی که روش تفاضل متناهی غیراستاندارد نامیده میک حالت  در این مقاله، ی
بیماري از  ریاضی  مدل  یک  عددي  غیر  حل  متناهی  تفاضل  طرح  است.  گرفته  قرار  مطالعه  مورد  اپیدمیک  هاي 

ویژگی داراي  شده  ساخته  و  استاندارد  کرانداري  بودن،  مثبت  قبیل  از  پیوسته  مدل  مهم  باشد.  می  پایداري هاي 
پایداري نقاط تعادل سیستم بررسی شده است. طرح تفاضل متناهی غیر استاندارد ارائه شده همگرا به نقاط تعادل 

سازي جملات غیرخطی با استفاده از باشد. در حل مسائل غیرخطی، یکی از مزایاي مهم این روش گسستهمدل می
هاي تفاضل متناهی غیراستاندارد حتی وقتی اندازه طول گام  فرمول  باشد. در اغلب مواردهاي غیر محلی میتقریب

هاي زمانی بزرگ مورد  هاي دینامیکی که در بازهشود پایدار هستند. لذا در سیستمشبکه بزرگ در نظر گرفته می
قرار می مقرون بهمطالعه  از روش غیراستاندارد  بود. مثال  گیرند استفاده  کارایی  هاي عددي دقت و  صرفه خواهد 

  کنند.  روش تفاضل متناهی غیر استاندارد را تائید می
  

  هاي اپیدمیک. روش تفاضل متناهی غیر استاندارد، پایداري، نقاط تعادل، بیماري هاي کلیدي:واژه 
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  مقدمه -1
پد  ياریبس فرادهیاز  و  مهندسیها  علوم  در  ،  یندها 
شیزیف بس  یم یک،  د  ي اریو  علوم  با  یاز  معادلات  گر 
معمولیفرانسید جزئ ی  یل  ساز  یرخطیغ  یا    ي مدل 
کلیم حالت  در  تحلی،  یشود.  جواب  ن یا  یلیافتن 

بدست آوردن جواب دقیچیمعادلات پ ق  یده است و 
برخ در  و  غ  یمشکل  بنابرایموارد  است.  ن  یرممکن 

روش از  ایتقر  ي برا  يعدد  يهااستفاده  ن  یب 
ار است.  برخورد  ییت بالایل از اهمیفرانسیمعادلات د
تفاض ج  یرا  ي عدد  ي هااز روش  ی ک ی   یل متناهروش 

از    ياریل است. در بسیفرانسیب معادلات دیتقر  يبرا
غ متناه  یرخطیمسائل  تفاضل    ي دارا   یروش 

کل]1-3[است    يعدد  يداریناپا حالت  در     ی. 
متناه  يهاطرح و  یتفاضل    ي هایژگیاستاندارد 

د و  یفرانسیمعادلات  بودن  مثبت  مانند  متناظر  ل 
گر خواص مهم را در  یو د  يداریپا،  هاجواب  يکراندار

اندازه طول گام شبکه به یحفظ م  یصورت کنند که 
کاف بنابرا  یاندازه  باشد.  مطالعه  یکوچک  در  ن 

بازه  یک ی نامید   يهاستمیس بزرگ،   یزمان  يهادر 
بس را  محاسبات  حجم  کوچک  گام  طول  ار  یانتخاب 

  ي هاستمیاز س   ین در برخیدهد. علاوه برایش میافزا
استاندارد با هر طول    یروش تفاضل متناه  ی ک ینامید

پ  يهایژگیو  یگام حفظ  یمدل  را  متناظر  وسته 
متناهینم تفاضل  روش  در  یغ   یکند.  که  راستاندارد 

م  1980دهه   رونالد  شد    ]4-9[  کنزی توسط  ارائه 
د  یاصل  يهایژگیو را  یفرانسیمعادلات  متناظر  ل 

م ایحفظ  خاصیکند.  حالت  که  روش  روش    ین  از 
میکلاس  یمتناهتفاضل   قویباشد،  یک  ابزار    ي ک 

عدد  يبرا د  يحل  معمولیفرانسیمعادلات  و    یل 
طرحیم  یجزئ متناه  يهاباشد.    ی تفاضل 

پایغ از  بالاتر  يداریراستاندارد  دقت  به    يو  نسبت 
متناه تفاضل  هستند   یروش  برخوردار    استاندارد 

ر استاندارد  یغ  یک فرمول تفاضل متناهی .  ]13-10[
  :]6[ باشد داشته  را ریز طیاز شرا یک ی  لحداق اگر است
 مثال ياستفاده شود. برا یرمحلیغ يهابیتقر:   

ݕ = ݕ 2 − ݕ → ௞ݕ2 −         ௞ାଵݕ
ଶݕ = ݕݕ →        ௞ାଵݕ௞ݕ 
 

 بصورت    يسازگسسته دوم  و  اول  مرتبه  مشتقات 
 شود: ر انجام یز

ௗ௬
ௗ௧
→ ௬ೖశభ ିట(௛)௬ೖ

థ(௛)
  

ௗమ௬
ௗ௧మ

→ ௬ೖశభ ିଶ௬ೖା௬ೖషభ
ఝ(௛)

  
 

را توابع    (ℎ)߮و    (ℎ)߶را تابع صورت و    (ℎ)߰که  
م کلیمخرج  حالت  در  مخرج  توابع  د  یبا  ینامند. 
پ فرم  يتردهیچیتوابع  به  نسبت  گام  طول   يهااز 

باشند.   پارامترهایامتداول  به  توابع ممکن است    ي ن 
مع  یمختلف در  دکه  میفرانسیادلات  ظاهر  شود  یل 

  باشند: یم ریز يهایژگیو ي وابسته باشند و دارا
0 < ߰(ℎ) < 1‚   ߰(ℎ) = 1 + ܱ(ℎ)   )1(      
0 < ߶(ℎ) < 1‚   ߶(ℎ) = ℎ + ܱ(ℎଶ) )2(       
0 < ߮(ℎ) < 1‚  ߮(ℎ) = ℎଶ + ܱ(ℎସ) )3(      
 

متناه تفاضل  روش  گذشته  دهه  دو   یدر 
محققیغ توجه  مورد  بسیراستاندارد  قرار    ياریق 

نتا -26[  حاصل شده است  یج مهمیگرفته است و 
تعادل معادلات د  يداریپا.  ]14   ی ک یل  یفرانسینقاط 
در مطالعه رفتار   یرا نقش اساسیج است زین نتایاز ا

 يهافرمول  ساختن  سل دارد.یفرانیمعادلات د  یمجانب
و  یتفاضل حفظ    يداریپا  یژگیکه  را  تعادل  نقاط 

شب در  سازیکنند  د  يعدد  يه  ل  یفراسیمعادلات 
زیاهم   يدارا ا  يادیت  در  مدل یاست.  مقاله  ن 

ک  ی مورد مطالعه قرار گرفته است و    SIRک  ی دمیاپ
متناه تفاضل  بگونهیغ  ی طرح    ی طراح  ي اراستاندارد 

ویگرد که  است  اصل  يهایژگیده  مدل  را   یمهم 
نما بخشیحفظ  ایباق  ي هاد.  بصورت یمانده  مقاله  ن 

سازماندهیز د  یر  است.  دوم،  شده  بخش  مدل  ر 
گرد  یاضیر طرح  یارائه  سوم،  بخش  در  است.  ده 

متناه طراحیغ  یتفاضل  در    یراستاندارد  است.  شده 
تجز چهارم  تحلیبخش  و  پایه  طرح   يداریل 

پنجم   ي شنهادیپ بخش  در  است.  شده  ج  ینتا  ارائه 
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نتیارائه گرد  يعدد بخش ششم  - جهیده است و در 
  آورده شده است.   يریگ
  
    یاضیمدل ر -2
قب  يمسر  يهايماریب ایاز  وبا،  یل  سرخک،  دز، 

بزرگتر از   ... و  باشند.  یبشر م  يهان چالشیآنفلوانزا 
ا مدلیاز  الگوها  یاضیر  يهانرو  گسترش   ياز 

ارز  يمسر  يهايماریب کنترل    يهاياستراتژ  یابیو 
ک ی  يریگدر مبارزه با همه  يموثر  ي، ابزارهايماریب
م یواگ  يماریب مورد  مدل  هستند.  ا طالعهردار  ن یدر 

بس مطالعه  مورد  که  قرار  از    ياریمقاله  پژوهشگران 
است همهی  ،]27-30[  گرفته  مدل  که  یگک  است  ر 

ک  ی در    ي مسر  يماریک ب ی تعداد افراد مبتلا شده به  
در  یجمع بسته  زمانی ت  محدوده  محاسبه    یک    را 

ایم معادلاتیکند.  جفت  شامل  مدل  که   ین  است 
، تعداد افراد  يماری به بن تعداد افراد مستعد مبتلا  یب

افرا تعداد  و  شده  ب  ي دمبتلا  از  بهبود    يماری که 
بنابراافتهی است.  برقرار  ایاند  در  به ین  افراد  مدل  ن 

  شوند. یم میر تقسیسه کلاس ز
 ሚܵ(ݐ)  ݐدر زمان   يماریافراد مستعد مبتلا به ب . 
 ܫሚ(ݐ) ݐدر زمان    يماریمبتلا به ب افراد. 
 ෨ܴ(ݐ)  بهبو بید  افراد  از  زمان    ي ماریافته  . ݐدر 

م ایفرض  که  داران  یشود    ت یمصون  يکلاس 
  باشد.یم
س یا بصورت  مدل  دین  معادلات  ل  یفرانسیستم 

  .]15[ باشدیر میز یرخط یغ یمعمول

ቐ
ሚܵᇱ(ݐ) = ܰߤ − ߤ ሚܵ(ݐ) − ߚ ሚܵ(ݐ)ܫሚ(ݐ) 
(ݐ)ሚᇱܫ = ߚ ሚܵ(ݐ)ܫሚ(ݐ) − ߤ) +   (ݐ)ሚܫ(߬
෨ܴᇱ(ݐ) = (ݐ)ሚܫ߬ − ߤ ෨ܴ(ݐ)                    

)4(        

  
انتقال میضر  ߚکه در آن   نرخ مرگ و   μباشد.  یب 

ن است که با سرعت زاد و ولد یفرض بر ار است و  یم
است.   ب   ߬برابر  از  بهبود   Νاست.    يماریسرعت 

فرض  یجمع چون  است.  مطالعه  مورد  افراد  کل  ت 
  ستم  یم سیتوانیاست م  شود تعداد کل افراد ثابتیم

  ش

با حل دو معادله اول حل کن4( تنها  را   (ݐ)෨ܴم.  ی) 
  د. یآیر بدست میله معادله زیبوس

ሚܵ(ݐ) + (ݐ)ሚܫ + ෨ܴ(ݐ) = ܰ                      )5 (  
 

س  )5(  معادله با  متناظر  بقاء  قانون      ) 4( ستم  یرا 
براینامیم ا  ی سادگ  ي م.  کلیبدون  از  مسئله ینکه  ت 

  م: یدهیم ته شود قرارکاس
ܵ = ௌሚ

ே 
ܫ   ‚ = ூሚ

ே
‚   ܴ = ோ෨

ே
   

  
  م داشت: ین خواهیبنابرا

ቐ
Sᇱ(ݐ) = ߤ − (ݐ)Sߤ −   (ݐ)I(ݐ)Sߚܰ
ᇱ(௧)ܫ = −(ݐ)I(ݐ)Sߚܰ ߤ) + ߬)I(ݐ)   
ܴᇱ(ݐ) = ߬I(ݐ) −                       (ݐ)Rߤ

)6(      

  
  :دیبا قانون بقاء جد

(ݐ)ܵ + I(ݐ) + R(ݐ) = 1 )7    (                    
 

مساو (  يبا  دستگاه  راست  سمت  قراردادن  ) 6صفر 
  د.  یآینقاط تعادل مدل بدست م

 يمارینقطه تعادل فاقد ب   
଴ܧ = (ܵ଴ ଴ܫ ‚ ‚ ܴ଴) = (1 ‚ 0 ‚ 0)   
 

 ر یگنقطه تعادل همه 
௘ܧ = (S௘ ‚ I௘ ‚ R௘)  
      = ቀଵ

ோ
‚ ఓ
ఓାఛ

ቀ1− ଵ
ோ
ቁ ‚ ఛ

ఓାఛ
(1 − ଵ

ோ
)ቁ   

  
ܴکه  = ேఉ

ఓାఛ
>  باشد.یه مدل میعدد پا 1

  
  ر استاندارد  یغ یطرح تفاضل متناه -3

ا بخش  یدر  متناهین  تفاضل  طرح  ر  یغ  یک 
حاصل    یکه فرمول تفاضليم بطوریسازیاستاندارد م

گام   طول  اندازه  از  مقدار  هر  hبا  >     ي دارا  0
باشد. ما طرح تفاضل   یوسته اصلیمدل پ  يهایژگیو

زیغ   یمتناه برایراستاندارد  را  (  ي ر  ارائه  6مدل   (  
  م:  یکنیم
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ௌ೙శభିௌ೙
థ(௛)

= ߤ − ௡ାଵܵߤ − ௡ܫ௡ାଵܵߚܰ
ூ೙శభିூ೙
థ(௛)

= ௡ܫ௡ାଵܵߚܰ − ߤ) + ௡ାଵܫ(߬
ோ೙శభିோ೙
థ(௛)

= ௡ାଵܫ߬ −                 ௡ାଵܴߤ

)8(     

  
مخرج   تابع  آن  در  و  (ℎ)߶که  صدق  2(  یژگیدر   (

ا یم از  برایکند.  پس  تابع    یسادگ  ي ن  ، (ℎ)߶در 
 م. یکنیرا حذف م ℎپارامتر  

  
و1  -3 متناه  يهایژگی.  تفاضل   ریغ  یطرح 

  )8استاندارد (
م نشان  س یدهی ابتدا  (یم  گسسته  ن8ستم  در  ی)  ز 

) بدست  8ن ( یکند. با جمع طرفیصدق م  قانون بقاء 
  م:  یآوریم

ܵ௡ାଵ + ௡ାଵܫ + ܴ௡ାଵ = థఓା(ௌ೙ାூ೙ାோ೙)
ଵାథఓ

)9(    
  

݊هر  ي ن اگر برایبنابرا ≥ 0 
ܵ௡ + ௡ܫ + ܴ௡ = 1   

 آنگاه
ܵ௡ାଵ + ௡ାଵܫ + ܴ௡ାଵ = 1  

  
 ست.رار از برقی) در حالت گسسته ن7ذا قانون بقاء (ل

  د. یآی بدست مر یستم زی) س8پس از مرتب کردن (
ܵ௡ାଵ = ௌ೙ାథఓ

ଵାథఓାథேఉூ೙
                          آ)   -10(

௡ାଵܫ = ூ೙(ଵାథேఉௌ೙శభ)
ଵାథ(ఓାఛ)

                ب)      -10(
ܴ௡ାଵ = 1− ܵ௡ାଵ − ௡ାଵܫ    ب)               -11(

  
݊  هر يکه برایدر صورت ≥   : می داشته باش 0

0 < ܵ௡ < 1 ‚  0 < ௡ܫ < 1 ‚  0 < ܴ௡ < 1    
  
بودن    یژگیو ن یتضم  ௡ାଵ،ܵ௡ାଵܫ و ௡ାଵܴمثبت 
) در قانون بقاء  8ستم گسسته (ین س یشود. بنابرایم

م وکراندار یصدق  بودن  مثبت  شرط  در  ز  ین  يکند. 
م عبارت  یصدق  به  برا یدکند  اگر  ݊  هر  يگر  ≥ 0 

  م: یداشته باش 
0 < ܵ௡ < 1 ‚   0 < ௡ܫ < 1 ‚   0 < ܴ௡ < 1  

  : م داشتیآنگاه خواه
0 < ܵ௡ାଵ < 1‚   0 < ௡ାଵܫ  < 1  
0 < ܴ௡ାଵ < 1  

  
ثابت س ی دهیاکنون نشان م نقاط    قاً ی) دق8ستم ( یم 

س تعادل  نقاط  (یهمان  م6ستم  فرض  ی )  باشند. 
  :دیکن

lim
௡→ାஶ

ܵ௡ = ܵ‚   lim
௡→ାஶ

௡ܫ =    ܫ
 lim
௡→ାஶ

ܴ௡ = ܴ  
  

  : می) دار10ستم ( یبا توجه به س
ܵ = ௌାథఓ

ଵାథఓାథேఉூ
                     

ܫ = ூ(ଵାథேఉௌ)
ଵାథ(ఓାఛ)

                       
ܴ = 1 − ܵ −   ܫ

  
  : میآوریستم بدست مین سیبا حل ا

(ܴ ‚ܫ ‚ܵ) = (1 ‚ 0 ‚  0)  
(ܴ ‚ܫ ‚ܵ) = ቀଵ

ோ
‚ ఓ
ఓାఛ

ቀ1− ଵ
ோ
ቁ ‚ ఛ

ఓାఛ
(1 − ଵ

ோ
)ቁ   

  
سیا تعادل  نقاط  همان  نقاط  (ین  هستند. 6ستم   (

طرح  یبنابرا متناهن  (یغ  یتفاضل  به  8راستاندارد   (
  ) همگرا است. 6وسته (یستم پینقاط تعادل س

 
    ي داریل پایه و تحلیتجز -4

ا پایدر  را مورد  8(سسته  ستم گیس  يدارین بخش   (
ب)  -10آ) و ( -10م. با توجه به (یدهیمطالعه قرار م

  : میکنیف میر تعریرا بصورت ز Gو  ܨتوابع 
(ܫ ‚ܵ)ܨ = థఓାௌ

ଵାథఓାథேఉூ
                آ)      -11(  

G(ܵ‚ ܫ) = ூାథேఉூ ி(ௌ ‚ ூ)
ଵାథ(ఓାఛ)

                ب)   -11( 
  

  : برابر است با Gو  ܨن یس ژاکوبیماتر

(ܫ ‚ܵ)ܬ = ቎
డி
డௌ

డி
డூ

డீ
డௌ

డீ
డூ

቏  

  
مقاد ویرفتار  ماتریر  ژاکوبیژه  خطیس  فرمول   ین 

ب فاقد  تعادل  تعادل    يماریشده در نقطه  و در نقطه 
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بررسیفراگ را  تعادل  ی کنیم  یر  نقطه   (ܫ ‚ܵ)م. 
متن ستمیس ( یغ  یاهتفاضل  بطور  8راستاندارد   (

محلیپا  یمجانب شعاع   یدار  اگر  تنها  و  اگر  است 
تعادل،  (ܫ ‚ܵ)ܬن  یژاکوب  یفیط  نقطه  شرط  در  در 

ρ(J) <   د.یدق نماص 1
  

 شه معادله درجه دوم یهر دو ر .1-4لم 
(ߣ)݂  = ଶߣ − ߣܣ + ܤ = 0   

  
شرط  |௜ߣ|  در  < 1 ‚   ݅ = م    2 ‚ 1 کند  یصدق 

  ر برقرار باشد. یط زیرافقط اگر ش اگر و
 ݂(−1) = 1 + ܣ + ܤ > 0  
 ݂(0) = ܤ < 1  
 ݂(1) = 1− ܣ + ܤ > 0 

  
  مراجعه شود.  ]31[ برهان. به

  
ܴاگر    .1-4ه  یقض < تعادل   1 نقطه  آنگاه  باشد 

(ܵ଴‚ ܫ଴) = ر  یغ  یتفاضل متناهستم  یاز س  (0 ‚ 1)
) مجانب8استاندارد  بطور  محلیپا  ی)  است.    یدار 

ܴن اگر یهمچن >   نقطه تعادل باشد آنگاه 1

(ܵ௘ (௘ܫ ‚ = ቆଵ
ோ

‚ ఓ
ఓାఛ

ቀ1− ଵ
ோ
ቁቇ   

  
  است.  یدار محلیپا  یبطور مجانب

نشان  (∗ܫ ‚∗ܵ)) را با  8ستم ( یبرهان. نقطه تعادل س
محاسبه  یدهیم با  نقطه    (ܫ ‚ܵ)ܬم.    (∗ܫ ‚∗ܵ)در 

 .دیآیر بدست میس زیماتر

(∗ܫ‚ ∗ܵ)ܬ = ቎

ଵ
ଵାథఓାథேఉூ∗

థேఉூ∗
ଵାథ(ఓାఛ)(ଵାథఓାథேఉூ∗)

  

− (థఓାௌ∗)థேఉ
(ଵାథఓାథேఉூ∗)మ

ଵାథேఉ ி(ௌ∗ ‚ ூ∗)ିூ∗
(ഝಿഁ)మ(ഝഋశೄ∗)
(భశഝഋశഝಿഁ಺∗)మ

ଵାథ(ఓାఛ)

൪  

  
(଴ܫ ‚଴ܵ)در نقطه  =  م: یدار (0 ‚ 1)

(0 ‚ 1)ܬ = ቎

ଵ
ଵାథఓ

− థேఉ
ଵା߶ߤ

0 ଵାథேఉ
ଵାథ(ఓାఛ)

቏              )12(    

  
ܴاگر   < ߚܰ  یعنیباشد   1 < ߤ +  آنگاه صرف  ߬

گام   طول  اندازه  از  ط ℎنظر  شعاع   (0 ‚ 1)ܬ  ی فی، 
بنابرایاز    دیاکبطور   است.  کمتر  اگر  یک  ܴن  < 1 

 نیباشد با هر مقدار آغاز
ܴ଴ > ଴ܫ و 0 ≥ 0 ،ܵ଴ ≥ 0  

 
଴ܵ،  که + ଴ܫ + ܴ଴ = ب  1 فاقد  تعادل   يمارینقطه 

(ܵ଴‚ ܫ଴) = مجانب  (0 ‚ 1) محلیپا  ی بطور    ی دار 
ܴاگر   است. > ک نقطه  ی ي ) دارا8ستم ( یباشد س 1

ن در  ین با محاسبه ژاکوبیر است. بنابرایگتعادل همه
௘ܵ)  نقطه تعادل (௘ܫ ‚ = ቆଵ

ோ
‚ ఓ
ఓାఛ

ቀ1− ଵ
ோ
ቁቇ م: یدار  

௘ܵ)ܬ (௘ܫ ‚ = ൦

ଵ
ଵାథఓோ
థఓ(ோିଵ)

(ଵାథఓோ)ቀଵାഝಿഁೃ ቁ

  

−
ቀథఓାభೃቁథேఉ

(ଵାథఓோ)మ

ଵ

ଵାഝಿഁೃ
ቆ1 +

ቀథఓାభೃቁథேఉ

ଵାథఓோ
−

൫థఓ(ோିଵ)൯൬ቀథఓାభೃቁథேఉ൰

(ଵାథఓோ)మ ቇ
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  
  : میکنیف میعرت

ܣ = ௘ܵ)ܬ൫ݎݐ ௘)൯ܫ ‚ =   
(ଵାథఓோ)ቀଵାഝಿഁೃ ቁା(ଵାథఓோ)మା(ଵାథఓ)ቀథఓାభೃቁథேఉ

(ଵାథఓோ)మቀଵାഝಿഁೃ ቁ
  

> 0  
ܤ = det൫ܬ(ܵ௘    ௘)൯ܫ ‚

    =
ଵାథఓோାቀథఓାభ

ೃቁథேఉ

(ଵାథఓோ)మቀଵାഝಿഁೃ ቁ
> 0  

 
  :میکنیف میر تعریرا به صورت ز (ߣ)݂تابع 

(ߣ)݂ = ଶߣ − ߣܣ + ܤ    
  

کن که  یتوجه  مشخصه    (ߣ)݂د  معادله  همان 
௘ܵ)ܬ  کافیم  (௘ܫ ‚ اکنون  ده  یباشد.  نشان  م  یاست 
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لم  یشرا چون    1- 4ط  است.  مثبت    ܤو    ܣبرقرار 
 م: یهستند دار

݂(−1) = 1 + ܣ + ܤ > 0  
  

ଵچون  
ଵାథఓோ

<   م:یردا 1
݂(0) = ܤ = ଵ

(ଵାథఓோ)ቀଵାഝಿഁೃ ቁ
  

+
ቀథఓାభೃቁథேఉ

(ଵାథఓோ)మቀଵାഝಿഁೃ ቁ
< ଵ

(ଵାథఓோ)ቀଵାഝಿഁೃ ቁ
  

+
ቀథఓାభೃቁథேఉ

(ଵାథఓோ)ቀଵାഝಿഁೃ ቁ
                                 )14 (  

=
ଵାథమఓேఉାഝಿഁೃ

ଵାథమఓேఉାഝಿഁೃ ାథఓோ
< 1                           

  
  با فرض

ܽ = 1 +   ܴߤ߶
ܾ = 1 + థேఉ

ோ
  

ܿ = ܴ)ߤ߶ − 1)  
݀ = ቀ߶ߤ + ଵ

ோ
ቁ߶ܰߚ   

  م: یدار
ܽଶܾ + ܽ + ݀ = 1 + ଶ థேఉ

ோ
+   ܴߤ߶ 3

+3߶ଶߚܰߤ + ߶ଶߤଶܴଶ + ߶ଷߤଶܴܰߚ  
 = ܽଶ + ܾܽ + ܽ݀  

  
  م: ین داریبنابرا

1 + ܤ = 1 + ଵ
௔௕

+ ௗ
௔మ௕

  
= ଵ

௔
+ ଵ

௕
+ ௗ

௔௕
> ଵ

௔
+ ଵ

௕
+ ௗ

௔௕
− ௖ௗ

௔మ௕
  

= ௔௕ା௔మା(௔ି௖)ௗ
௔మ௕

=   ܣ
  

  م: یآوریجه بدست میدرنت
݂(1) = 1− ܣ + ܤ > 0 )15                      (  

  
( 13(  از  ،(14 ) و  م   ) 15)  تمام  یملاحظه  که  شود 

لم  یشرا بنابرا  1-4ط  است.  صرفیبرقرار  از  ن  نظر 
گام   طول  ܴکه    یوقت  ℎاندازه  > مطلق  ق   1 در 

ویمقاد ௘ܵ)ܬژه  یر  کوچکتر یاز    دیاکبطور    (௘ܫ ‚ ک 
  ن یمقدار آغازباشد. لذا با هر یم

ܴ଴ > ଴ܫ  و 0 > 0  ،ܵ଴ > 0  
  

଴ܵکه   + ଴ܫ + ܴ଴ = ℎهر    يبرا  1 > نقطه   0
  است.   یدار محلیپا یر بطور مجانبیگتعادل همه

 
  ي ج عددینتا -5

ا برایدر  بخش  نتاییتا  ين  تئورید  آمده   يج  بدست 
بخش کارا  يهادر  اثبات  و  تفاضل   ییقبل  روش 

شود.  ی ارائه م  ي عدد  يهاراستاندارد، مثالیغ   یمتناه
کنز  ی م. میی دا نمایک تابع مخرج مناسب پید  یابتدا با

  . ]6[ ر را درنظر گرفته استیز توابع ߶  يبرا
sinh(ℎ) ‚ sin(ℎ) ‚1 − ݁ି௛ ‚ ݁௛ − 1‚ ℎ  

  
  م:  ی) دار8ستم (ین سیفبا جمع طر

Sᇱ(ݐ) + (ݐ)ᇱܫ + ܴᇱ(ݐ) = ߤ −
(ݐ)൫Sߤ + I(ݐ) + R(ݐ)൯  

  
فرض   ݕبا  = S(ݐ) + I(ݐ) + R(ݐ)   معادله

  م:  یر را داریل زیفرانسید
ᇱݕ = ߤ − ݕߤ )16     (                                     

  
تفاضل (یدق  یمعادله  با  متناظر  با 16ق  است  برابر   (

]6[ :  
௬೙శభି௬೙
భష೐షഋ೓

ഋ

= ߤ − ௡ݕߤ )17                  (           

  
  : مین سازنده خواهد بود اگر قرار دهیبنابرا

߶ = ଵି௘షഋ೓

ఓ
  

  
که   است  و  ߶واضح  م2(  یژگیدر  صدق  کند. ی) 

متناهیبنابرا تفاضل  طرح  اول  معادله  دو    ی ن 
  شود: یم یسیر بازنوی) بصورت ز8راستاندارد (یغ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ௌ೙శభିௌ೙
భష೐షഋ೓

ഋ

= ߤ − ௡ାଵܵߤ ௡ܫ௡ାଵܵߚܰ−

ூ೙శభିூ೙
భష೐షഋ೓

ഋ

= ௡ܫ௡ାଵܵߚܰ − ߤ) + ௡ାଵܫ(߬
                    

)18(   
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) پارامترها  ):1مثال  ( یس  ياگر  بصورت 18ستم  را   (
 ]32[ م یر انتخاب کنیز

ߤ = 0/04‚ ߬ = ߚܰ  ‚24 = 15     
ܵ଴ = ଴ܫ = 0/5                                  (19) 

  
  : م داشتیخواه

ܴ = ேఉ
ఓାఛ

< 1  

  
قض به  بنا  متناه  1-4ه  یلذا  تفاضل  ر  یغ  یطرح 

(଴ܫ ‚଴ܵ)دل  ) به نقطه تعا18استاندارد (  = (1 ‚ 0) 
طرح    یی همگرا  5تا    1  ي هاشود. در شکلی همگرا م

متناه (یغ  یتفاضل  مقاد18راستاندارد  با  طول  ی)  ر 
ℎگام   = پارامترها  100 ‚10 ‚1‚0/1 به  19(   يو   (

تعادل   (଴ܫ ‚଴ܵ)نقطه  = شده    (0 ‚ 1) داده  نشان 
ل  یفرانسیجواب دستگاه معادلات د  6  است. در شکل

دستور  6(  یرخطیغ از  استفاده  با   (ode45   نرم در 
  4تا    1  يهاافزار متلب نشان داده شده است. شکل

م وقتینشان  ܴ  یدهند  < تفاضل   1 طرح  است 
راستاندارد ارائه شده بدون توجه به مقدار  یغ  یمتناه

گام   نقطه  ℎطول  به  ب،  فاقد    همگرا    يماریتعادل 
  شود. یم

  
  

 
ࢎ ) با  19( يپارامترها  با ) 18راستاندارد (یغ  یاهطرح تفاضل متن ییهمگرا .1شکل  = ૙/૚   به نقطه تعادل  

(૙ࡾ ‚૙ࡵ ‚૙ࡿ) = (૚ ‚ ૙‚ ૙). 

  

 
ࢎ ) با  19( يپارامترها با  ) 18راستاندارد (یغ  یطرح تفاضل متناه ییهمگرا .2شکل = ૚  به نقطه تعادل  

(૙ࡾ ‚૙ࡵ ‚૙ࡿ)  = (૚ ‚ ૙‚ ૙).  
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ࢎ ) با  19( يپارامترها با ) 18راستاندارد (یغ  یطرح تفاضل متناه ییهمگرا .3شکل = ૚૙   به نقطه تعادل  

(૙ࡾ ‚૙ࡵ ‚૙ࡿ)  = (૚ ‚ ૙‚ ૙). 

 
ࢎ ) با  19( يپارامترها با ) 18راستاندارد (یغ  یطرح تفاضل متناه  ییهمگرا .4شکل = ૚૙૙   به نقطه تعادل  

(૙ࡾ ‚૙ࡵ ‚૙ࡿ) = (૚ ‚ ૙‚ ૙).  

 
(૙ࡵ ‚૙ࡿ)چرخه همگرا به نقطه تعادل  . 5شکل = (૚ ‚ ૙) ࢎ) و  19( يپارامترها با = ૙/૚. 

 
) پارامترها):  2مثال  (یس  ياگر  بصورت 18ستم  را   (

    ]32[ م یر انتخاب کنیز
ߤ = 0/04‚ ߬ = ߚܰ ‚ 24 = 123            )20(  

  
ا Rن حالت  یدر  = ேఉ

ఓାఛ
> قض  1 به  بنا  ،  1-4ه  یو 

(یس همه)  18ستم  تعادل  نقطه  ௘ܵ)ر  یگبه    (௘ܫ ‚
طرح   یی همگرا 11تا  7 يهاشود. در شکلی همگرا م
(یغ  یمتناه  تفاضل مقاد18راستاندارد  با  طول  ی)  ر 

ℎ  گام = پارامترها  100 ‚10 ‚1‚0/1 به  20(  يو   (
تعادل ௘ܵ)  نقطه  (௘ܫ ‚ = (0/1954 ‚ 0/0013)  

در شکل است.  شده  داده  دستگاه    12  نشان  جواب 
د غیفرانسیمعادلات  از  6(  یرخطیل  استفاده  با   (

شده    ode45دستور   داده  نشان  متلب  افزار  نرم  در 
شکل م  10تا    7  يهااست.  وقتینشان      ی دهند 

ܴ > متناه  1 تفاضل  طرح  راستاندارد  یغ  یاست 
، به نقطه  ℎول گام  ارائه شده بدون توجه به مقدار ط 

௘ܵ)ر  یگتعادل همه   شود. یهمگرا م (௘ܫ ‚
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 در نرم افزار متلب. ode45با استفاده از دستور  ) و19( يپارامترها ) با6جواب مدل غیرخطی ( . 6شکل

 
ࢎ  ) با20(  يپارامترها با) 18راستاندارد (یغ  یطرح تفاضل متناه ییهمگرا. 7شکل  = ૙/૚ ‚ ࡿ૙ = ૙ࡵ = ૙/૞   به نقطه

(ࢋࡾ ꓹ ࢋࡵ ꓹ ࢋࡿ)  تعادل = (૙/૚ૢ૞૝ ‚ ૙/૙૙૚૜ ‚ ૙/ૡ૙૜૜)  

 
ࢎ  ) با20(  يپارامترها با) 18راستاندارد (یغ  یطرح تفاضل متناه ییهمگرا. 8شکل  = ૚ ‚ ࡿ૙ = ૙ࡵ = ૙/૞ به نقطه تعادل  

(ࢋࡾ ꓹ ࢋࡵ ꓹ ࢋࡿ) = (૙/૚ૢ૞૝ ‚ ૙/૙૙૚૜ ‚ ૙/ૡ૙૜૜) 

 
ࢎ  ) با20(  يپارامترها با)  18راستاندارد (یغ  یطرح تفاضل متناه  ییهمگرا. 9شکل  = ૚૙ ‚ ࡿ૙ = ૙ࡵ = ૙/૞   به نقطه

(ࢋࡾ ꓹ ࢋࡵ ꓹ ࢋࡿ)  تعادل = (૙/૚ૢ૞૝ ‚ ૙/૙૙૚૜ ‚ ૙/ૡ૙૜૜)  
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ࢎ  ) با20( يپارامترها با)  18راستاندارد (یغ  یطرح تفاضل متناه ییهمگرا. 10شکل  = ૚૙૙ ‚ ࡿ૙ = ૙ࡵ = ૙/૞   به نقطه

(ࢋࡾ ꓹ ࢋࡵ ꓹ ࢋࡿ)  تعادل = (૙/૚ૢ૞૝ ‚ ૙/૙૙૚૜ ‚ ૙/ૡ૙૜૜)  

 
(ࢋࡵ ‚ࢋࡿ)  چرخه همگرا به نقطه تعادل .11شکل  = (૙/૚ૢ૞૝‚ ૙/૙૙૚૜) با20( ي با پارامترها (    

ࢎ  = ૙/૚ ‚ ࡿ૙ = ૙ࡵ = ૙/૞ 

 
૙ࡿ  ) با20( ي پارامترها ) با6جواب مدل غیرخطی ( . 12شکل = ૙ࡵ = ૙/૞ ستور با استفاده از دode45  .در نرم افزار متلب 

  
مثال   متناه1در  تفاضل  طرح  راستاندارد  یغ  ی، 

روش  ي شنهادیپ تعادل   ode45  و  نقطه  به  دو  هر 
(ܵ଴‚ ܫ଴ ‚ ܴ଴) = م  (0 ‚0 ‚ 1) در  یهمگرا  اما  شوند 

طرح  2مثال   متناه،  هر  یغ   یتفاضل  با  راستاندارد 
همه تعادل  نقطه  به  دلخواه  گام  ر  یگطول 

(ܵ௘ ௘ܫ ‚ ‚ ܴ௘)  ی همگرا است ول  ode45    واگرا است و
 کند.ید میتول یر نامعقول منفیمقاد

  
  يریگجهینت -6

ا کارایدر  مقاله  متناه  یین  تفاضل      ی روش 
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 ۱۶۳                                                              به کمک روش تفاضل متناهی غیراستاندارد SIRحل عددي مدل اپیدمیک 
 

   

برایغ د  يراستاندارد  معادلات  دستگاه  ل یفرانسیحل 
فرمول    ی رخطیغ  یمعمول است.  شده  داده  نشان 

و شده  پ  يهایژگیساخته  قبوسیمدل  از  ل یته 
جواب  يکراندار،  يداریپا بودن  مثبت  حفظ  و  را  ها 
ا کند.یم به  توجه  تحلیبا    SIRمدل    یلینکه جواب 

راستاندارد ارائه  یغ یست، طرح تفاضل متناهیمعلوم ن
نتا با  دستوریشده  از  افزار     ode45ج حاصل  نرم  در 

مبتن  که  رانگ  یمتلب  روش  چهار -بر  مرتبه  کوتا 
مقایم شدهیباشد  نتا  سه  عددیاست.  از  حاص  يج  ل 

ایغ   یطرح تفاضل متناه ن  یراستاندارد ارائه شده در 
، به نقاط تعادل ℎنظر از اندازه طول گام  مقاله صرف

لذا در س  که    یک ی نامید  يهاستمیمدل همگرا است. 
باشند جهت کاهش حجم  یبزرگ م  یبازه زمان  يدارا

م کافیمحاسبات  قدر  به  را  گام  طول  اندازه   یتوان 
اب کرد.  انتخاب  مزین  یزرگ  بسیک  خوب  یت    ار 
برتریم اید  يباشد  روشیگر  به  نسبت  روش    ي هان 

متناهید  يعدد تفاضل  روش  مانند  ک  ی کلاس  یگر 
گسسته نحوه  به  غ  يسازمربوط  در    یرخطیجملات 

د غیفرانسیمعادلات  روش  یم  یرخطیل  در  باشد. 
متناه غیغ  یتفاضل  جملات    ی رخطیراستاندارد 

غ همچنیم  يسازگسسته  یرمحلیبصورت  ن  یشود. 
فرمول متناه  يهادر  در  یغ  یتفاضل  راستاندارد 

انتخاب شوند    یصورت مناسب  بطور  مخرج  توابع  که 
پا فرمول  يبهتر  يداریرفتار  به  تفاضل    يهانسبت 

خوب  یمتناه دقت  از  و  دارند  برخوردار    یاستاندارد 
و اید  یژگیهستند.  فرمولیگر  سادگن  کاربرد   یها 

حلآن در  ا  ی رخطیغ   يهامدل  ها  روش  یاست.  ن 
 یل معمولیفرانسیحل معادلات د  يبرا  يک ابزار قوی

جزئ متناهیم  ی و  تفاضل  روش  ضعف    ی باشد. 
ایغ مواردیراستاندارد  در  که  است  افتن یکه    ين 

تفاضل نیدق  یفرمول  ممکن  روش  یق  تاکنون  ست 
بهتری  يبرا  یمشخص ارائه نشدیافتن  تابع مخرج  ه ن 
  است. 
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