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 مقدمه -1
 یک p و متناهی هایی گروه S و G، مقاله این در

 مجموعه G ،휋(퐺) گروه مرتبه |퐺|. است اول عدد
 مرتبه مجموعه ω(퐺) و |퐺| اول هاي شمارنده

푚. باشد می G گروه عنصرهاي (퐺) از عناصر تعداد 
푛푠푒(퐺)و Gدر i مرتبه ≔ {푚 (퐺): 푖 ∈ 휔(퐺)} 

  :دهیم می قرار. شود می عریفت
푀 (퐺) ≔ {푔 ∈ 퐺:푔 = 1}.  

  
 شوند می نامیده مشابه مرتبه نوع از S و G هاي گروه

푡 اگر اگروتنها = 1,2, … , |푀 (퐺)| = |푀 (푆)|.  
، باشند مشابه مرتبه نوع از هایی گروه S و G اگر

휔(퐺) آنگاه = 휔(푆)	, |퐺| = 	 |푆| و 
푛푠푒(퐺) = 푛푠푒(푆). رابطه در که مهمی ي مسئله 

، شود می مطرح مشابه مرتبه نوع از هایی گروه با
  ، گیریم:است] 12,37 مسئله، 8[ تامپسون ي مسئله

푇(퐺) = {(푛,푚 ): 푛 ∈ 휔(퐺),푚 ∈
푛푠푒(퐺)}  

  
 و G گروه در n مرتبه از عناصر تعداد 푚 که

푇(퐺) = 푇(푆) .اگر S آنگاه، باشد پذیر حل گروهی 
  ؟است پذیر حل گروهی G لزوماً

푇(퐺) اگر که است بدیهی = 푇(푆) ،آنگاه 
휔(퐺) = 휔(푆) .جهات از تامپسون ي مسئله 

 تاکنون اما، است گرفته قرار بررسی مورد مختلف
 به. است نشده کلی حالت در آن حل به موفق کسی
퐿 گروه]، 7[ در مثال طور (푞) خاص مقادیر براي 

q مجموعه توسط nse در. گرفت قرار بررسی مورد 
 مشابه مرتبه نوع از G و S اگر که شد ثابت] 10[

. است توان پوچ نیز G آنگاه، باشد توان پوچ S و باشند
 توانی پوچ بررسی براي جدیدي محک، مقاله این در

 خواهیم آن به ادامه در که شود می اثبات ها گروه
  .پرداخت

  
 تنها و اگر است توان پوچ G متناهی گروه .1 قضیه

 اعداد و |퐺| از t و u اول ي شمارنده دو هر براي اگر
  ،باشیم داشته j و i طبیعی

푚 . (퐺) = 푚 (퐺).푚 (퐺).  
  

 مجموعه با است گرافی G گروه از Γ(퐺) اول گراف
 G هرگاه مجاورند s و r رأس دو که 휋(퐺) رئوس
 گرافی Γ(퐺) اگر. باشد rs مرتبه از عنصري شامل

 همبندي هاي مؤلفه تعداد t(G)آنگاه  باشد ناهمبند
 نامیده G گروه همبندي هاي مؤلفه مرتبه OC(G)و 

 همبندي هاي مؤلفه مرتبه مجموعه. شوند می
] 13[ و] 9[ در ناهمبند اول گراف با ساده هاي گروه
  .باشند می مشاهده قابل

 nse ي عهمجمو یافتن، تامپسون  مسئله به توجه با
 اهمیت حائز، جهات بسیاري از متناهی هاي گروه
 4-  - 3 و 3-  - 3 هاي گزاره در، مقاله این در. است

 هاي گروه nse مجموعه توان می که دید خواهیم
 را فروبنیوس-2 و فروبنیوس هاي گروه مانند مهمی

  :کرد خواهیم ثابت، خاص حالت در. نمود محاسبه
  

 که باشد وبنیوسفر گروهی G کنیم فرض .2 قضیه
 مرتبه از مقدماتی آبلی گروه-11 یک آن ي هسته
푆퐿 گروه با آن مکمل و 112 . است یکریخت (5)
푛푠푒(퐺) که باشد دلخواه گروهی L اگر =

푛푠푒(퐿) ، آنگاه퐺 ≅ 퐿.  
G ،C از H زیرگروه براي (퐻) زیرگروه مرکزساز H 

푝 براي. است G در ∈ 휋(퐺) ،S (퐺) ادنم -p 
G، 푆푦푙 سیلوي زیرگروه (퐺) ي مجموعه -p 
 هاي زیرگروه p- تعداد n و سیلو هاي زیرگروه
  .دهد می نشان را G سیلوي

훼 نماد از 푛 وقتی 훼 شمارنده n و |푛| = 훼 
훼 وقتی) 훼 اول عدد براي( 푛 یعنی 훼 푛 اما 

훼 ∤ 푛 نماد از. نیمک می استفاده 휑 تابع براي 
  .شود می استفاده عدد یک اویلر
 گروه و متقارن گروه، ℤ با را n مرتبه از دوري گروه

  و 푆푦푚(푛) با ترتیب به را n درجه از متناوب
 

퐴푙푡(푛) دهیم می نشان.  
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 مقدمات و نیازها پیش -2
 با فروبنیوس گروهی G کنیم فرض] 6[ .1 -2 لم

  :داریم صورت این در. باشد K هسته و H مکمل
  ؛است توان پوچ گروهی K) الف(
|퐾|) ب( ≡ 1	(푚표푑|퐻|)؛  
، اولند q و p که pq مرتبه از H زیرگروه هر) ج(

 H سیلوي زیرگروه هر، خاص حالت در. است دوري
، H سیلوي زیرگروه - 2 و است دوري فرد مرتبه از

  ؛است کواترنیون گروه تعمیم یا دوري
푡(퐺)) د( = 푂퐶(퐺)و  2 = {|퐻|, |퐾|}؛  
퐾) ه( = 퐺 −∪ ∈ 퐻 ∪   ؛{1}
퐻 هر براي) و( ∩퐻 = {1}, 푔 ∈ 퐺 − 퐻؛  
 داراي H آنگاه، باشد پذیر حل غیر گروه H اگر) ي(

 با یکریخت و 2 حداکثر اندیس از زیرگروه
푍 × 푆퐿  هاي زیرگروه p- داراي Z که باشد می (5)

π(푍)علاوه  به. است دوري سیلوي ∩ {2,3,5} = ∅ 
15 و ∉ 휔(퐻).  
  

 فروبنیوس-2 گروهی G کنیم فرض] 3[ .2 - 2 لم
1 نرمال سري داراي یعنی باشد ⊴ 퐻 ⊴ 퐾 ⊴ 퐺 
 به فروبنیوس هاي گروه G/H و K که طوري به است

 این در. باشند می K/H و H هاي هسته با ترتیب
   و هستند دوري هاي گروه K/H و G/K، صورت

|퐺/퐾| |퐾/퐻| − 1, 퐺/퐾 ≤ 퐴푢푡 .  

  
 دو از بیش با گروهی G کنیم فرض] 11[ .3 - 2 لم

  :اگر. باشد عضو
푠 = 푆푢푝{푚 :푘 ∈ 휔(퐺)},  

  
|퐺| که است متناهی گروه یک G آنگاه ≤

푠(푠 − 1).  
  

  :G  متناهی گروه براي] 1[ .4 -2 لم
∑|푛 آنگاه، |푛||퐺 اگر )1( 푚|؛ 

푛 اگر )2( ∈ 휔(퐺) ،آنگاه 푚 = 휙(푛)푘 ،که k 
. باشد می G در n مرتبه از دوري هاي زیرگروه تعداد

 .휙(푛)|푚، خاص حالت در
푃 کنیم فرض )3( ∈ 푆푦푙 (퐺) باشد دوري گروه .

|푚 صورت این در | = 푛 (퐺)휙(|푃|). 
 این در، باشد 훼 فرد عضو شامل nse(G) اگر )4(

2 صورت ∈ 휋(퐺) و 푚 (퐺) = 훼.  
] 1[ به 3 تا 1 هاي قسمت اثبات براي .اثبات

  .شود مراجعه
푠 اگر)، 4( قسمت براي ∈ 휋(퐺) −  آنگاه، {2}
푚، است زوج عددي 휑(푠) چون (퐺) عددي نیز 
طبق قسمت  و است فرد عددي 훼. بود خواهد زوج

)1 (2|1 + 푚 (퐺) .بنابراین 푚 (퐺) = 훼 و 
  .تاس کامل اثبات

  
 نامیم می گروه-  푘 را G گروه .5-  -2 تعریف
휋(퐺) هرگاه = 푛 .اگر G و ساده گروه یک 

휋(퐺) = 푛 ،گروه آنگاه G یک را 푘 -ساده گروه 
  .نامیم می
  

، باشد ساده گروه- 푘 یک G اگر] 5[ .6 - 2 لم
A ،A ،L هاي گروه از یکی با G آنگاه (7) ،

L (8) ،L (17) ،L (3) ،푈 (3) ،푈 (2) 
  .باشد می یکریخت

  
، باشد ساده گروه- 푘 یک G اگر] 2[ .7 -2 لم

  :باشد می یکریخت زیر هاي گروه از یکی با G آنگاه
)1( A ،A ،A ،A ،M ،M ،J ،L (16) ،

L (25) ،L (49) ،L (81) ،L (4) ،L (5) ،
L (7) ،L (8) ،L (17) ،L (3) ،S (4) ،
S (5) ،S (7) ،S (9) ،S (2) ،푂 (2) ،G (3) ،
U (4) ،U (5) ،U (7) ،U (8) ،U (9) ،
U (3) ،U (2) ،푆푧(8) ،푆푧(32) ،D (2)3 ،
퐹  .؛′(2)



 ۱۴۴                                     1400 ديو  آذر، سی و سوم، شماره هفتمهاي نوین در ریاضی/ سال / پژوهشو همکاران بهاره اسدیان

)2( L (푟) ،که r که است اول عددي 
푟 − 1 = 2 3 . 휐 و 푎, 푏, 푐 ≥  همچنین. 1

휐 >  ؛است اول عددي 3
)3( L (2 푚 که، ( ≥  که  طوري  به 5

2 − 1 = 푢 2 و + 1 = 3푡 ،که u و t 
푡 که هستند اول اعدادي > 푏 و 3 ≥  ؛1

)4( L (3 푚 که، ( ≥  که  طوري  به 3
3 + 1 = 4푡 ،3 − 1 = 2푢 یا 
3 + 1 = 4푡 ،3 − 1 = 2푢 که باشد می u 

,푏 که هستند اولی اعداد t و 푐 ≥ 1. 
  

 휋(퐺) متمایز اعضاي u و t ،s اگر] 12[ .8 -2 لم
,푡푢 و باشند 푡푠, 푢푠 ∉ 휔(퐺)، آنگاه G پذیر حل 
  .نیست

  
  نتایج اثبات -3

 و لم چند اثبات و ارائه به نیاز 2 و 1 قضایاي اثبات
  .شد خواهند آورده ادامه در که دارد گزاره

  
 و باشد توان پوچ گروهی G اگر .1 -3 لم

푡, 푠 ∈ 휔(퐺) که 푔푐푑(푡, 푠) =   :آنگاه، 1
푚 (퐺) = ∑ 푚 퐶 (훼) .∈ : ( )   

  
퓍 کنیم فرض. اثبات ,… , 퓍 (  مجموعه (
 عنصر هر براي. باشند G در t مرتبه از عناصر
퓍 ∈ 퐺 مرتبه از st ،1 ≤ 푖 ≤ 푚 (퐺) دارد وجود 

퓎 که ∈ 퐶 퓍 مرتبه از s و باشد 퓍 = 퓍 퓎 .
퓍 اگر 퓎 = 퓍 퓎 1 که ≤ 푖, 푗 ≤ 푚 (퐺) ،

o(퓍i چون آنگاه
-1	퓍j)=표 퓎 퓎 مقدار 

푔푐푑(푡, 푠) = 퓍 پس، کند می عاد را 1 = 퓍 و 
퓎 = 퓎 .داریم بنابراین:  

푚 (퐺) = |{(푥, 푦): 표(푥) = 푡, 푦 ∈
퐶 (푥), 표(푦) = 푠}|  
= ∑ 푚 퐶 (훼) .∈ 		 . .			 ( )   
 

  .گردد می کامل اثبات، ترتیب بدین

 اثبات را 1 قضیه، 1- -3 لم از استفاده با حال
  .کنیم یم
  

 u و توان پوچ گروهی G کنیم فرض .1 قضیه اثبات
  :صورت این در. باشند |퐺| از اولی هاي شمارنده t و
)1(                                        푚 . (퐺) =  

∑ 푚 퐶 (훼) =∈ 		 . .			 ( )   
∑ 푚 퐶 (훼)∈ ( )		 . .			 ( ) .  

  
,푔푐푑(푡 و است توان پوچ G چون 푢) =  داریم 1

푛 (퐺) = 푆 و 1 (퐺) ≤ 퐶 푆 (퐺) .بنابراین 
  :که کند می ایجاب) 1(

푚 . (퐺) =  
∑ 푚 (퐺) =∈ ( )		 . .			 ( )
푚 (퐺) .푚 (퐺).  

  
 شمارنده دو هر براي که کنیم فرض، عکس طور به

  :باشیم داشته |퐺| از t و u اول
)2 (             .푚 . (퐺) = 푚 (퐺).푚 (퐺)  
  

 که کرد فرض توان می، کلیت از شدن کاسته بدون
푡 , 푢 ∈ 휔(퐺) .هر براي که است واضح 훼 ∈ 퐺 

푚 داریم 퐶 (훼) ≤ 푚 (퐺) .2( بنابراین (
훼 هر براي که کند می ایجاب ∈ 퐺 که 표(훼) = 푡 ،

푚 (퐺) = 푚 퐶 (훼) .نشان نتیجه این 
퐶 در 푢 مرتبه از عنصر هر که دهد می (훼) قرار 
 푡 ازمرتبه G از دلخواهی عنصر 훼 که گیردمی
 푢 و 푡 هايمرتبه از عنصر دو هر بنابراین. باشد می

 زیرگروه سیلو - t مرکزساز لذا. شوند می جابجا هم با
T  ازG همه شامل -t' عنصرهاي G بنابراین و باشد 
T نرمال زیرگروه G سیلوي زیرگروه هر پس. است 

 با است معادل این و است نرمال Gدر  G گروه
  .باشد می توان پوچ گروهی G که این

  
 زیرگروه با متناهی گروهی G کنیم فرض .2 -3 لم

푡 براي اگر. باشد N نرمال ∈ 휔(퐺) ، 
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푔푐푑(푡, |퐺/푁|) = 푚 آنگاه 1 (퐺) = 푚 (푁).  
 که کنیم می فرض خلف برهان از استفاده با .اثبات

푚 (퐺) ≠ 푚 (푁) .بنابراین G عنصر یک شامل 
퓍 مرتبه از t که باشد می 퓍 ∉ 푁 .بنابراین 

푁 ≠ 퓍푁 ∈ 퐺/푁 و 표 퓍푁  عدد
푔푐푑 표 퓍 , |퐺/푁| = 푔푐푑(푡, |퐺/푁|) = 1 

 فرض پس. است تناقض یک اینکه  شمارد می را
  .شود می ثابت حکم و باطل خلف

  
 با فروبنیوس گروهی G کنیم فرض .3 -3 گزاره
푡 اگر. باشد H متمم و K هسته ∈ 휔(퐺) ،آنگاه 
  :داد خواهد رخ زیر حالات از یکی

푚و  |푡||퐻) الف( (퐺) = |퐾|.푚 (퐻)؛  
푚و  |푡||퐾) ب( (퐺) = 푚 (퐾) .علاوه به 

|퐻||푚 (퐺).  
 داریم) د( 1- -2 لم بر بنا، فرض به توجه با. اثبات

푂퐶(퐺) = {|퐻|, |퐾|} .بنابراین 푡||퐻|  یا푡||퐾| .
 فروبنیوس گروه تعریف طبق .|푡||퐻 کنیم فرض
  :داریم

퐺 − 퐾 = ∪ ∈ 퐻 − {1}. 
  

 عنصر هر براي که نمود استنباط توان می پس
푥 ∈ 퐺 مرتبه از t ،푔 ∈ 퐺 که دارد وجود 푥 ∈ 퐻 .

 هر براي، داریم تعریف طبق، دیگر سویی از
푦 ∈ 퐺 −퐻 ،퐻 ∩ 퐻 =  بنابراین. {1}

푚 (퐻 ∩퐻 ) ≠ 퐻 اگر تنها و اگر 0 = 퐻 
푦푔 اگر تنها و اگر ∈ 퐻 .اگر بنابراین 

{푔 ,… , 푔 ، باشد G در H از مورب مجموعه یک {
 داشت خواهیم، شد گفته آنچه طبق آنگاه

푚 (퐺) = ∑ 푚 (퐻 )∈{ ,…,  که است واضح. {
푚 (퐻 ) = 푚 (퐻)  و푙 = |퐾| .بنابراین 

푚 (퐺) = |퐾|.푚 (퐻) الف( قسمت اثبات و (
  .است تمام
 G نرمال زیرگروه K چون. |푡||퐾 کنیم فرض حال
,|푔푐푑(|퐾 و است |퐺/퐾|) =  ایجاب 2 -3 لم، 1

푚 که کند می (퐾) = 푚 (퐺) .1 -2 لم همچنین 
푂퐶(퐺) که دهد می نشان) د( = {|퐻|, |퐾|} و 

 روي ثابت نقطه بدون صورت به H بنابراین
{푥 ∈ 퐺: 표(푥) = 푡} بنابراین. کند می عمل 

|퐻|	|푚 (퐺) شود می کامل) ب( قسمت اثبات و.  
  

 فروبنیوس-2 گروه یک G کنیم فرض .4 - 3 گزاره
1 نرمال سري با ⊴ 퐻 ⊴ 퐾 ⊴ 퐺 باشد.  
푟 اگر) الف( ∈ 휋(퐺) − 휋(퐺/퐻 푒و  ( = |퐺| ،

푀| آنگاه (퐺)| = 푒؛  
푡||퐾 اگر) ب( /퐻 푡 و | ∈ 휔(퐺) ،آنگاه:  

푚 (퐺) = 휙(푡). |퐻 |.  
  

푟 چون .اثبات ∈ 휋(퐺) − 휋(퐺/퐻  پس، (
푟 ∈ 휋(퐻 푆 و ( (퐺) ≤ 퐻 ،اما 퐻 توان پوچ 

푆 پس. است (퐺) مشخصه زیرگروه 퐻 باشد می .
 ایجاب این، است G نرمال زیرگروه 퐻 همچنین

푆 که کند می (퐺) گروه در G بنابراین. باشد نرمال 
푆 (퐺) همه شامل r -عنصرهاي G از و باشد می 

푆 داریم اینجا (퐺) = {푥 ∈ 퐺: 푥 =  که، {1
푒 = |푆 (퐺)| .پس |푀 (퐺)| = |푆 (퐺)| = 푒 

 براي. نماید می تکمیل را) الف( قسمت اثبات که
푔푐푑 چون، دوم قسمت اثبات , = 1 ،

푚 که کند می ایجاب 2 -3 لم (퐺) = 푚 (퐾 ) ،
 متمم و 퐻 هسته با فروبنیوس گروهی خود 퐾 اما

퐾 /퐻 و باشد می t مقدار |퐾 /퐻  عاد را |
 کند می ایجاب) الف( 3 -3 گزاره بنابراین. کند می

푚 (퐾 ) = |퐻 |.푚 (퐾 /퐻  طبق، علاوه به. (
퐾)، ب( 2 -2 لم /퐻 نتیجه این. است دوري 

푚 که کند می ایجاب (퐾 /퐻 ) = 휙(푡) اثبات و 
  .گردد می کامل دوم قسمت

  
푁 کنیم فرض .5 - 3 لم ⊴ 퐺 ،|푁|, = 1 
푡 همچنین و ∈ 휋 ،آنگاه:  
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∑ ∑ 푚 (퐺) = |푁|푚 + |푁|.|∈ ( )   
  

휔 گیریم .اثبات 푁,… , 휔 푁 از متمایز عناصر 
 مرتبه عنصر هر ورتص این در. باشند  در t مرتبه

xy که 푥|푡 و y ( N ) در 푁 ∪
∪ 휔 푁 هر براي دیگر سوي از. گیرد می قرار 

푧 ∈ 푁 ∪ ∪ 휔 푁 ،푧 ∈ 푁 یا 푧 ∈ 휔 푁 
1 که ≤ 푗 ≤ 푠 .لذا |푧| = 푡 푢 که 푖 ∈  و {0,1}

푢 ∈ 휔(푁) گردد می کامل تاثبا ترتیب بدین.  
  

 توان می] 4[ مرجع از استفاده با .2 قضیه اثبات
휔 دید 푆퐿 (5) = {1,2,3,4,5,6,10} ،

푚 푆퐿 (5) = 1 ،푚 푆퐿 (5) =
푚 푆퐿 (5) = 20 ،푚 푆퐿 (5) = و  30

푚 푆퐿 (5) = 푚 푆퐿 (5) = . اگر 24
푃 ∈ 푆푦푙 (퐺) ،آنگاه 푃 ⊴ 퐺 و P گروه-11 یک 

11 لذا. است مقدماتی آبلی ∈ 휔(퐺) و 
m ( G )  2

11 11   :داریم 3- -3 گزاره طبق. 1
푛푠푒(퐺) = 푛푠푒(퐿) =                             (I) 
{1, 11 , 11 −
1,20. 11 , 24. 11 , 30. 11 }  

  
. است متناهی گروهی L، 3- - 2 لم طبق اینجا از

푡 اگر ∈ 휋(퐿) − ، باشد داشته وجود {2,3,5,11}
훼)، 1( 4- - 2 لم موجب به آنگاه ∈ 푛푠푒(퐿) وجود 
푡 که دارد − 1|훼 و 푡|훼 +  توان می) I( طبق لذا. 1
푚 و = t 3631 که دید = 30. 11 = 푡 − 1 .

  :بنابراین
휋(퐿) ⊆ {2,3,5,11,3631}.					(퐼퐼)  

  
  :نماییم می دنبال زیر هاي گام در را اثبات حال

  

2 .1 گام ∈ 휋(퐿)  و푚 (퐿) = 11.  
 در فرد عدد تنها چون)، 4( 4-  - 2 لم طبق .اثبات

 پس، باشد می 11 برابر nse(L) مجموعه
2 ∈ 휋(퐿) و 푚 = 11.  

푢 اگر .2 گام ∈ 휋(퐿) − 푚 آنگاه، {2} (퐿) طبق 
  .آید می دست ) به1جدول (

푢|푚 داریم)، 1( 4 - 2 لم طبق .اثبات (퐿) +  و 1
푢 علاوه به − 1|푚 (퐿) .مجموعه عناصر به توجه با 

nse(L) در )I (گردد می کامل اثبات.  
  

5 اگر .3 گام ∈ 휋(퐿) ،11 آنگاه ∈ 휋(퐿).  
훽 که دید توان می) I( طبق .اثبات ∈ 푛푠푒(퐿) 
휑(5 که ندارد وجود )|훽 .5 بنابراین ∉ 휔(퐺) .  
5 کنیم فرض ∈ 휔(퐿) .صورت این در 

휑(5 )|푚  1و +푚 +푚 = 1 +
11 . 24 +푚 لذا و 푚 = 20. 11.  

|퐿|، دیگر سوي از 	|1 +푚 +푚 لذا و 
|퐿| = .20 پس. 25 11 = 20. 푛 .نتیجه، در 

푛 = 11|	|퐿| .5 گیریم حال ∉ 휔(퐿) .بنابراین 
|퐿| 	|1 +푚 از اینجا و |퐿| =  و 5

24. 11 = 푚 = 4. 푛 استنباط توان می که 
푛 نمود = 6.  کامل اثبات و |퐿|	|11 لذا .11
  .گردد می
  

푢 اگر .4 گام ∈ ,푢} و {3,5} 11} ⊆ 휋(퐿) ،آنگاه:  
.|퐿| = 푢  11و. 푢 ∉ 휔(퐿)  

  
푢 اگر .اثبات = .휑(11 چون آنگاه، 5 푢) = 40 

 لذا. شمارد نمی را nse(L) مجموعه از عضوي هیچ
5.11 گرفت نتیجه توان می ∉ 휔(퐿) .  

  

  )1(جدول 
3631  11  5  3  u 

112  .30  1  - 112 112  .24  112  .20  푚 (퐿) 
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푢 کنیم فرض حال = 3.11 اگر. 3 ∈ 휔(퐿) ،آنگاه 
20 = 휑(3.11)|푚 푚 پس. . . = 20. 11 

  :دیگر سوي از و
3.11 ∤ 1 +푚 +푚 +푚 . =  
1 + 11 − 1 + 20. 11 + 20. 11 =
11 . 41  

  
 نتیجه و است تناقض در) 1( 4 - 2 لم با که
3.11 گیریم می ∉ 휔(퐿) .لذا u-سیلوي زیرگروه L 

 نقطه بدون L از 11 مرتبه عناصر مجموعه روي
|퐿|ابراینبن. کند می عمل ثابت 	|푚 = 11 − 1 

|퐿| داریم اینجا از و = 푢 است تمام اثبات و.  
  

3 اگر .5 گام ∈ 휋(퐿) ،9 آنگاه ∉ 휔(퐿)  و
|퐿| ≤ 9.  

 داریم قبل هاي گام اثبات طبق .اثبات
푚 = 20. 9 اگر. 11 ∈ 휔(퐿) ،6 آنگاه	|푚 و 

  شود: می نتیجه)، I( بنابر
푚 ∈ {11 − 1,30. 11 , 24. 11 }  

  
  :شمارد نمی را زیر مجموعه اعضاي از یک هیچ 9 اما

{1 + 20. 11 + 24. 11 , 1 + 20. 11 +
30. 11 , 1 + 20. 11 + 11 − 1}.  

  
. رسید خواهیم) 1( 4-  -2 لم با تناقض به لذا

9 بنابراین ∉ 휔(퐿) .پس |퐿| 	|1 +푚 = 1 +
20. |퐿| یمدار اینجا از و 11 ≤  اثبات ادعا و 9

  .گردد می
  

11 اگر .6 گام ∈ 휋(퐿) ،داریم آنگاه 
11 ∉ 휔(퐿) و |퐿| ≤ 11.  

푚 دانیم می .اثبات = 11 −  اگر. 1
11 ∈ 휔(퐿) ،داریم آنگاه 휑(11 )	|푚 از و 

)I (نمود استنباط توان می 푚 ∈
{11 . 20, 11 . 30}.  

11حال اگر  ∈ 휔(퐿) آنگاه ،푚 ∈
{20.11 , 30. 11 11، اما { ∤ 1 + 푚 +

푚 +푚  که یک تناقض است. نتیجه
11گیریم  می ∉ 휔(퐿) لذا .|퐿| 	|1 +푚 +

푚 دهد  که نشان می|퐿| = . از اینجا 11
푚نمود توان استنباط  می = 11.10. 푛  و

푛 ∈   که غیر ممکن است. {2.11,3.11}
  

Wاگر  .7گام  = {4,6,8,12,24} ⊂ 휔(퐿) آنگاه ،
푚  که푖 ∈ 푊 ) آید. ) به دست می2مطابق جدول  

4اگر  اثبات. ∈ 휔(퐿) 4، آنگاه	1| +푚 +푚 .
푚بنابراین  = 30. . همچنین اگر 11
8 ∈ 휔(퐿)نگاه ، آ( ) | m علاوه  و به 88

8	|1 +푚 +푚 +푚 پس .푚 = 24. 11 .
6گیریم  ∈ 휔(퐿) 6. لذا	1| +푚 +푚 +푚 .

푚پس  = 20. 12. حال اگر 11 ∈ 휔(퐿) آنگاه ،
و لذا  휑(12)|푚کند  ایجاب می 4 -2لم 

푚 ∈ {20. 11 , 30. 11 , 11 − . حال {1
1|	12چون  +푚 +푚 +푚 +푚 +

푚آمده از  دست ، طبق استدلال و مقادیر به
توان استنباط نمود که  هاي قبل می گام

푚 = 11 − . در آخرین حالت اگر 1
24 ∈ 휔(퐿) آنگاه ،휑(24)|푚 بنابراین .

푚 = 24.   .گردد و اثبات کامل می 11
  

16 .8گام  ∉ 휔(퐿).  
16فرض کنیم  اثبات. ∈ 휔(퐿) ،در این صورت .
푚، پس 휑(16)|푚چون  = 24. 11.  

  
  )2جدول (

24  12  8  6  4  i  
112  .24  1 - 112  112  .24 112  .20  112  .30  푚  
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  از سوي دیگر داریم:
16 ∤ 1 +푚 +푚 +푚 +푚   
1 + 11 + 11 . 30 + 11 . 24 + 11 . 24  

  
  ) است.1( 4 -2که تناقض با لم 

  
휋(퐿) .9گام  ⊆ {2,3,5,11}.  

3631اگر  اثبات. ∈ 휋(퐿) ًآنگاه بنا بر آنچه قبلا ،
푚دیدیم  = 30. 11 = 3631 − 1 .

هیچ یک از اعضاي مجموعه  3631همچنین چون 
nse(L) توان نتیجه گرفت  شمارد، می را نمی

3631 ∉ 휔(퐿) . زیرگروه سیلوي -3631بنابراین
L  2، 2دوري و نرمال است. طبق گام ∈ 휋(퐿) .

휋(퐿)پس  − {3631} ≠ 푡. اگر ∅ ∈ 휋(퐿)  و
푡. 3631 ∈ 휔(퐿) که 푡 ≠  آنگاه، 3631

3631	|1 +푚 +푚 +푚  با که .
. است ممکن غیر nse(L) مجموعه اعضاي با توجه

.3631 بنابراین 푡 ∉ 휔(퐿) توان می اینجا از و 
 از اي هسته با فروبنیوس گروه یک L گرفت نتیجه
 هر براي، 3-3 گزاره طبق. باشد می 3631 مرتبه

푡 ∈ 휋(퐿) که 푡 ≠ 푚، داریم 3631 (퐿) =
3631. 푘 که k پس. است مثبت صحیح عدد یک 

 که بشمارد را nse(L) مجموعه از عضوي باید 3631
3631 بنابراین. نیست پذیر امکان ∉ 휋(퐿) لذا و 
휋(퐿) داریم )II( طبق ⊆ {2,3,5,11}.  

  
) .10 گام ) { , }L  2 3. 

휋(퐿) کنیم فرض .اثبات ⊆  بر بنا پس. {2,3}
휔(퐿) دید توان می قبلی هاي گام استدلال ⊆

11 تکرار ضریب لذا. {1,2,3,4,6,8,12,24} − 1 
  :بنابراین، باشد می یک با برابر nse(L) مجموعه در

|퐿| = 1 + 11 + (11 − 1) +
30. 11 . 푘 + 24. 11 . 푘 + 20. 11 . 푘   

  
.30 تکرار ضریب 푘 که 112 ،푘 تکرار ضریب 

24. .20 تکرار ضریب 푘 و 11  nse(L) در 11

 ادعا و است ممکن غیر که |퐿|	|11 لذا. باشند می
  .گردد می اثبات

  
휋(퐿) .11 گام ⊈ {2,11}.  

 ثابت را ادعا خلف برهان از استفاده با .اثبات
휋(퐿) کنیم فرض. کنیم می ⊆  مطابق پس. {2,11}

 که دید توان می قبل هاي استدلال با
휔(퐿) ⊆  اگر همچنین. {1,2,4,8,11,22}

22 ∈ 휔(퐿) ،آنگاه 푚 ∈ {20. 11 , 30. 11 } ،
푚22 داریم پس .nse(G)=nse(L) اما = 20. 11 
휔(퐿) علاوه به و =  اینجا از لذا. {1,2,4,8,11,22}

  گیریم: می نتیجه
|퐿| = 1 +푚 +푚 +푚 +푚 =
11 . 76  

  
 ممکن غیر که |퐿|	|19 نمود استنباط توان می پس
 اثبات حکم و باطل خلف فرض بنابراین. است
  .گردد می

  
휋(퐿) .12 گام = {2,3,5,11}.  

2، 10 و 1 هاي گام طبق .اثبات ∈ 휋(퐿) ⊆
 11و  10، 3 هاي گام و به موجب {2,3,5,11}

|휋(퐿)| داریم ≥ 3.  
푡اگر  حال ∈ 휋(퐿) و {3,5} = {2, 푡,  آنگاه، {11
|퐿| داریم 4 گام طبق = 푡 لذا و ( )t tm t n 1 .با 

푛 داریم 2 گام از استفاده = 6.  یا 11
푛 = 10.  تناقض که 	|퐿|	|	3.5 بنابراین. 11

 که دهد می نشان 3 گام همچنین. است
휋(퐿) ≠ 휋(퐿) پس، {2,3,5} = {2,3,5,11}.  

  
3.5,3.11,5.11 .13 گام ∉ 휔(퐿) و L پذیر حل 

  .نیست
3.5 اگر .اثبات ∈ 휔(퐿) ،آنگاه 휑(15)|푚 و 

푚 بنابراین = 24.   :اما. 11
15 ∤ 1 +푚 +푚 +푚 =  
1 + 20. 11 + 24. 11 + 24. 11   
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 مشابه طور به. است) 1( 4 - 2 لم با تناقض که
3.11,5.11 که کرد استنباط توان می ∉ 휔(퐿) .

3,5,11 چون ∈ 휋(퐿) 3.5,3.11,5.11 و ∉
휔(퐿) ،8 -2 لم طبق ،L نیست پذیر حل.  

  
|퐿| .14 گام = 2 . 11 . |휔(퐿)|و  3.5 = 8.  

 داریم لقب هاي گام استدلال طبق .اثبات
|퐿| = 3 ،|퐿| = 5 ،|퐿| ≤ و  11

휋(퐿) =   دیدیم همچنین. {2,3,5,11}
휔(퐿) = {1,2,3,4,5,6,8,10,11,12,22,24}.  

  
|휔(퐿)| پس ≤   :لذا و 12

|퐿| = 1 + 11 + (11 − 1). 푘  
+20. 11 . 푘  
+30. 11 . 푘  
+24. 11 . 푘  
= 2 . 3.5. 11  

  
1که  ≤ 푖 ≤ 2، 1 ≤ 훼, 푘 , 푘 , 푘 , 푘 .سوي از 

푘، دیگر + 푘 + 푘 + 푘 ≤  چون. 10
11|	|퐿| .پس 푘 =  توان می 2 گام طبق لذا. 1

푘) که دید , 푘 , 푘 ) =  و (2,1,2)
|퐿| = 2 . |휔(퐿)| پس. 3.5.11 =  اثبات و 8

  .است کامل
  

퐺 .15 گام ≅ 퐿.  
 و نرمال زیرگروه ترین بزرگ M نیمک فرض .اثبات

 گرفت نتیجه توان می بنابراین. است L از پذیر حل
푀 ≠ 퐿 .مینیمال نرمال زیرگروه یک  گیریم  

 از و نیست پذیر حل ،  M روي فرض طبق. است
3 اینجا ≤ |휋(푁/푀)| .پس =  یا 3
= ، است ساده گروهی  دهد می نتیجه که 5

≥ اما |휋(퐿)| ≤  گروه- 퐾 یک  لذا. 4
 با استفاده. باشد می ساده گروه - 퐾 یک یا ساده

≅ داریم 7- 2 و 6-2 هايلم 퐴푙푡(5) یا 

≅ 퐿  زیر هاي حالت در را اثبات بنابراین. (11)
  :دهیم می ادامه

≅ کنیم فرض ):1( حالت 퐴푙푡(5) .این در 
π، صورت ⊆  گروهی  از اینجا و {2,11}

،  انتخاب به توجه با بنابراین. است پذیر حل
퐶 =  که نمود استنباط توان می پس. {1}

≅ 푆푦푚(5)  یا≅ 퐴푙푡(5) .اگر 
≅ 푆푦푚(5) ،آنگاه |푀| =  و 11

푚 = 22 اگر، دیگر سوي از. 25 ∈ 휔(퐿) ،
 علاوه به و 푚22|10 کند می ایجاب 4 -2 لم آنگاه

22|1 +푚 +푚 +푚 .نتیجه در 
푚 ∈ {0,20. 11 , 30. 11   :داریم و {

|푀| + |푀|푚 ≠ 1 + 푚 (퐿) +
푚 (퐿) + 푚 (퐿)  

  
 نتیجه این. باشد می 5 - 3 لم با تناقض در که
≇ دهد می 푆푦푚(5) .گیریم حال ≅ 퐴푙푡(5) 

푃 و ∈ 푆푦푙 (푀) .چون |푀| =  توان می 2.11
푃 گرفت نتیجه ⊴ 푀 .بنابراین 푃 ⊴ 퐿 و 

≅ 푆퐿 ≅ یا (5) ℤ × 퐴푙푡(5).  
3.11 کنیم می یادآوري ∉ 휔(퐿) .لذا 

퐶 (푃) ≤ 푀 نتیجه در و |퐶 (푃)| ≤  پس .2
퐿 از x هر براي − 퐶 (푃) داریم 표(푥) = که  2

푚 퐶 (푥) ≤ 11 − |푀| چون. 1 =  و 2
푃 ⊴ 퐺 کهنمود  استنباط توان می 

푚 퐶 (푃) ≤ 22 اگر همچنین .1 ∈ 휔(퐿)، 
푚 آنگاه ∈ {20. 11 , 30. 11 ، دیگر سوي از. {

푚 = 11 −    و 1
푚 (퐿) = ∑ 푚∈ : ( ) 퐶 (푥)   
≤ (11 − 1) + (푚 (퐿) − 1). 10 =
(11 − 1). 11  

  
22 پس. است ممکن غیر که ∉ 휔(퐿) اینجا از و 

휔(퐿) داریم ⊆ {1,2,3,4,5,6,8,10,11}.  
				چون 

	
≅ 푆퐿 ≅ یا(5) ℤ × 퐴푙푡(5)، پس   
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8دید  توان می ∉ 휔(퐿) .14 گام استدلال طبق ،
|휔(퐿)| = 휔(퐿) اینجا از و 8 =

4 پس. {1,2,3,4,5,6,10,11} ∈ 휔 لذا و 
≇ ℤ × 퐴푙푡(5). بنابراین ≅ 푆퐿 (5).  

≅ کنیم فرض ):2( حالت 퐿  این در. (11)
=، صورت . = 2 .  پس. 3.5.11

휋 =  گروهی  گفت توان می اینجا از و {2,3}
퐶 و است پذیر حل =  لذا. {1}

≲ 퐴푢푡 .داریم بنابراین ∈
{2 . 3.5.11, 2 .  دهد می نتیجه این که {3.5.11

|푀| ∈ 푃 اگر پس. {2.11,11} ∈ 푆푦푙 (푀) ،
푃 آنگاه ⊴ 퐿 داریم اینجا از و ( )  این از. ⊵

)رو  ) = ≥یا  {1} (  اگر. (
퐶 (푃) ≤ 푀، چون آنگاه ( ) ≲ 퐴푢푡(푃) ≅

푍 ،پس 	 ≅ ( )

( )
 تناقض یک که است آبلی 

≥ کنیم فرض حال. است (  بنابراین. (
5	 	| ( )|| |

| ( )| 퐶|	|	5 اینجا از و 	 (푃)| نتیجه که 
55 دهد می ∈ 휔(퐿) اینجا از. است تناقض این و 

퐺 نمود استنباط توان می) 1( لتحا طبق ≅ 퐿 و 
  .گردد می کامل اثبات

  
  تشکر و قدردانی

نویسندگان بر خود لازم می دانند مراتب قدردانی و 
تشکر  صمیمانه خود را از داور محترم به جهت 

ارزنده و ارتقاي کیفی  هاي ییهمراهی و راهنما
  مقاله، اعلام دارند.
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