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  *پوريمراد یمجتب

  

  

  رانیا اد،آب خرم لرستان، دانشگاه ،اتیاضیر گروه

  

  

  

  18/09/1400تاریخ پذیرش مقاله:    12/10/1399تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

شود. ابتدا با استفاده از روش تفاضل  ارائه می ژنیاین مقاله یک روش نیمه تحلیلی براي حل مساله پخش اکسدر 

کنیم و به یک دنباله  سازي می  را در بعد زمان گسسته ژنیمتناهی پسرو اویلر، معادله دیفرانسیل جزئی پخش اکس

. سپس معادلات دیفرانسیل میابی یاز معادلات دیفرانسیل معمولی با شرایط مرزي آزاد در بعد مکان دست م

که جواب معادله  میکن یارائه م یرابطه بازگشت کیمعمولی به دست آمده را به صورت تحلیلی حل کرده و 

. در ادامه، مساله یافتن مرز آزاد معادله دیفرانسیل را به دهد یت مبه دس یرا در هر سطر زمان یجزئ لیفرانسید

هاي عددي  را با روش ینموده و در نهایت مسائل جبري غیر خطی تحت بررس لیتبد خطییک مساله جبري غیر 

ی کنیم. روش ارائه شده، از حل دستگاه هاي معادلات خطی بی نیاز است و به آسان جائی حل می از قبیل روش نابه

 ییکه روش ارائه شده کارا دهد ینشان م يعدد يهاروش ریبا سا يا سهیشود. مقا سازي می افزار پیاده توسط نرم

  .کند یم دیبسیار دقیقی را تول جیدارد و نتا ییبالا

  

 .آزاد- مرز لیمسا ،ییجز لیفرانسیمعادلات د ژن،یمساله پخش اکس هاي کلیدي: واژه

                                                 
   Email: moradipour.mo@lu.ac.ir                                                                         دار مکاتبات:                 عهده .*

                                          

هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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   قدمهم  - 1

 پخش معادله به که ریز ییجز لیفرانسید معادله

 میریگ یم نظر در را است معروف ژنیکسا

 
 

)1(  

 
 

جذب و پخش  ندیفرا يساز مساله بالا با مدل

، 3[ مرتبط است و در یستیبافت ز کیدر  ژنیاکس

قرار گرفته  یمورد بررس لیتفص به] 10-3-1بخش 

مساله داده شده  در شده است. s t هول مج مرز

به همراه جواب مجهول  دیمساله است که با

 ,y x t همراه با مرز  مساله فوق دامنه شود. افتهی

 تاداده شده است.  نشان 1مجهول مساله در شکل 

 ارائه) 1مساله ( يجواب به فرم بسته برا چیکنون ه

 يها روش يرینشده است و حل آن مستلزم به کارگ

 است.  يعدد

ورد استفاده ) م1براي حل معادله ( 1روش تاو ]1در [

] 16روش تاو که ابتدا توسط [ قرار گرفته شده است.

معرفی شد بر اساس یک بسط متناهی از تعدادي 

] یک روش 10کند. در [تابع پایه اي عمل می

در ) توسعه داده شده است. 1انتگرالی براي حل (

 ي حل مساله مذکور] روش عناصر متناهی برا11[

 5، 2[به کار برده شده است. همچنین در مراجع 

هاي هاي عددي مبتنی بر نامساويروش ]13و

] 14اند. در [) توسعه داده شده1تغییراتی براي حل (

 يها ينامساو قیمشابه، از طر لیفرانسیمعادله د کی

هاي  تواند روشمی خوانندهحل شده است.  یراتییتغ

 ]12و 9، 8، 7، 6، 4[ در مراجع متنوع دیگري را

  .بیابد

در این مقاله یک روش نیمه تحلیلی براي حل 

گیریم. ابتدا معادله را بر  معادله مذکور به کار می

اي از  ازي کرده و به دنبالهس محور زمان گسسته

 معادلات دیفرانسیل معمولی در بعد مکان دست 

 ل معادلات مذکور را به روش تحلیلی ح م.یبیامی

کنیم و یک رابطه بازگشتی براي حل آنها ارائه می

کنیم. در نهایت نتایج عددي به دست آمده را با می

کنیم. قابل توجه است که  ] مقایسه می1نتایج [

 روش نیمه تحلیلی ارائه شده نیازي به حل 

معادلات خطی ندارد، اجراي آن در  هايدستگاه

 دیی را تولکامپیوتر آسان بوده و نتایج بسیار دقیق

 .کند یم

  

  

  
) به همراه مرز مجهول 2امنه مساله (د: 1شکل s tلیفرانسی. در درون دامنه، معادله د         1 0t xxy y بر  است. برقرار

مرز مجهول  s t تابع  ,y x tبر صفحه مماس x t .تاس 
 1

�  

                                                 
1. The tau method 
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تقریب نیم گسسته براي مساله پخش  -2

  اکسیژن

) را نسبت به زمان 1معادله دیفرانسیل (

کنیم. براي این منظور، بر بازه  سازي می گسسته

زمانی    0,T 
  فاصله نقاط هم

 1 20 , , , Nt t t T    

  

  با طول گام tاز روش تفاضل میریگ یدر نظر م را .

سازي  متناهی پسرو اویلر استفاده کرده گسسته

) قرار 1دهیم. در اولین معادله از ( زمانی را انجام می

 دهیم  می

   
   1

1

, ,
  ,

   
k k

t k

y x t y x t
y x t

t





  

  

نماد گذاري  با  ,k
ky y x t: ) 1اولین معادله در (

 آید به صورت زیر در می
( 1) 1'' , k k ky t y y t      

  

  دهیم قرار می حال

1
,
 

p
t

›  

  

به دنباله زیر از معادلات دیفرانسیل معمولی خطی  و

 کنیم پیدا می ناهمگن با ضرایب ثابت دست 
1'' 2 1 21 ,k k ky p y p y     

  

 فوق از جمله آغازین  دنباله

   0 21
1 ,

2
y x x   

  

دنباله جملات بعدي شود.شروع می 


0

k

k
y هب 

 يمرز طیشراشوند.  می حاصل) 2( ترتیب از حل

   است ریز صورت به) 2( معادلات

)3(   1' 0 0,ky    

)4(   1 0, ky s   

)5(   1' 0,ky s   

  

 در آن که  1ks s t ول مساله مکان مرز مجه

به همراه جواب  دیاست که با 1ky x شود.  افتهی

 به) 2( ناهمگن معادله یعموم جواب میکن فرض

 باشد شده داده ریز صورت

)6(  1 1
1 1

k px px k
k k py e e y   
     

 

در آن  که 
 1 1

px px
k ke e یجواب عموم 

1kبخش همگن معادله و 
py معادله  یجواب خصوص

  میآور ی) به دست م3ناهمگن باشد. با اعمال شرط (

 1'
1 1

1
0  ,k

k k py
p

  
    

  

  میآور یم دست به) 4( شرط اعمال با

   1 1'

1

1
    0

   .
2cosh ps

k ps k
p p

k

y s e y
p



 



 

  

  

با جایگذاري  1k
و    1k

) به معادله 5در شرط ( 

دست پیدا  �بر حسب تنها متغیر  طی زیرغیر خ

 .کنیم می

  0.F s   

  

جایی  معادله جبري غیر خطی فوق را با روش نابه

حل کرده و از حل آن، مکان مرز مجهول مساله 

یعنی  1ks t آوریم. روند فوق،  را به دست می

ام به 1k ) را در سطر زمانی 1( پاسخ معادله

 همراه مرز مجهول مساله در نقطه محاسبه  ����

 1 کند. جواب خصوصی می k
py 

را از روش عمومی 

(روش تغییر پارامترها) و با استفاده از جواب عمومی 

 معادله در سطر زمانی قبلی یعنی  px px
k ke e 

  وریم. آ به دست می

1k در ادامه یک روش بازگشتی براي محاسبه
py  در

کنیم. جواب تحلیلی  ام ارائه می 1kسطر زمانی 
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شود که  ) نوشته می6) به صورت (2معادله ناهمگن (

 و pxeدر آن  pxe هاي مستقل خطی بخش  وابج

1k همگن معادله و
py ک جواب خصوصی براي ی

  معادله ناهمگن است. جواب خصوصی 1k
py را با

استفاده از روش تغییر پارامترها (روش عمومی) به 

  .میابی یم ریصورت ز

 

 

)7(  

1 2
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2
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 :مثال يبرا

1 0 0

2

1

2
px px px px

p

p
y e e y e e y

p
     

     )8(  

  

  دهد یم جهینت که

)9(  1 2
1 1 1 1 1,

px py e e x A x B x C       

  آن در که

 

 

)10(  

3 2

1 3

1 2 6 4
,

4

p p p
A

p

   
   

2

1 3

1 2 4

4

p p
B

p

 
   

3 2

1 3

1 2
.

4

p p
C

p


   

  

به دست  يمرز طیااز شر 1 و 1مجهول  بیضرا

جواب   1و  1. بعد از محاسبه ندیآ یم

 1 1    ,y y x t ندیفرا نیادامه ا ا. بشود یم نییتع 
2y،3y  ... و  nyدر هر سطر ندیآ یت مبه دس زین .

  یعنیمساله  یجواب عموم ،یزمان    kyاز  یبیترک

  خواهد بود. يا و چندجمله ییتوابع نما

  

) در هر سطر زمانی 2جواب معادله (: 1- 2 هیقض

  .تواند به صورت زیر نوشته شودمی

)11(  ,k px px k
k k py e e y     

 که به طوري

 

)12(  

1 1

0 0

2 ,

k kk px k i px k i
p i ii i

k k k

y e M x e N x

A x B x C

 

 
 

  

   

  

kکه در آن ضرایب 
iM  و  k

iN به صورت بازگشتی از

  . دآین روابط زیر به دست می
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   و
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  در آن  که

 
 

)15(  

11
( ) ,  
2

i j
ij

i
a

jp
   
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11
( 1) ( ) .

2
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ij

i
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jp
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 و  kA بیضرا نیهمچن kB و   kC از روابط

  .شوند یحاصل م ریز یبازگشت
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  ، kA ،kBخواهیم براي ضرایب مجهول  می .اثبات
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kC ،k
iM  وk

iN ) یک رابطه 12موجود در (

منظور با  نیا يبرابازگشتی به دست آوریم، 

دست  به) 7در () 12کردن معادله ( نیگزیجا

 میآور یم

 

 

1 11 2

2 0 0

2

1 12

0 0
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.
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جز ها را به روش جزبه در معادله فوق انتگرال

موجود  يسپس با کمک نمادگذار م،یکن یمحاسبه م

 یسیبازنو ری) معادله فوق را به صورت ز15در (

  میکن یم

 
 

11 1

0

12

0 0

12
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0

2 1
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2 1
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k
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k
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k
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

 

  

ها را به صورت دوگانه در  در معادله فوق، مجموع

جهت خلاصه  يدیجد يبه علاوه نمادها م،یآور یم

 .میکن یم فیتعر یسینو
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 نمادهاياز  iks  و  ikz تعریف شده در معادله بالا  
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 را) 16( و) 14( ،)13هاي ( فوق فرمول سهیمقا

) 2معادله ناهمگن ( یخصوص جواب. کند یم قیتصد

فوق حاصل  یز رابطه بازگشتا یهر سطر زمان در

  .شود یم

  

 یبه مقدارده ازین امkیسطر زماندر :1- 2 ملاحظه

  يها يا جمله چندبه 
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. با استفاده از باشند یم 1k که هر دو از درجه

با تعداد را  یمقدارده نیا میتوان یهورنر م روش

1k میضرب انجام ده عمل.    

  

 يعدد جینتا - 3

بخش با استفاده از روش نیمه تحلیلی ارائه  نیدر ا

 بر. میپرداز یم) 1معادله ( يشده، به گسسته ساز

  ها تعدادtمحور 2 0 0N در نظر  نقطه

 یرا در دامنه محاسبات مسالهو  میریگ یم

   0,.2  ی. بر هر سطر زمانمیکن یم حل 0,1

توابع  1 2 200, , ,y y y میآور یبه دست م را.  

 از) 12( هاي موجود در ايمحاسبه چندجمله براي

ست آمده را به د جینتاکنیم.  روش هورنر استفاده می

 سهیمقا] 1با مقادیر مرجع به دست آمده در [

مرز مجهول مساله را در هر سطر  مکان. میکن یم

. میکن یمحاسبه م ییجابهبا استفاده از روش نا یزمان

  .دهد یم شیمکان مرز مجهول مساله را نما 3شکل 

نمودار توابع  2شکل  در 1y x، 2y x و 

 200y x یکل يشما 4شکل  در. میاداده شینما را 

معادله را  جواب 1جدول  در. میاجواب را رسم کرده

مختلف نشان داده و آن را با  يها�ها و  � يبه ازا

. میاکرده سهیمقا] 1روش به دست آمده در مرجع [

ست آمده از به د يها بیتقر 2در جدول  نیهمچن

] 1مرز مجهول مساله را با روش به دست آمده در [

 روش ییکارا آمده دست به جینتا. میاکرده سهیمقا

  .دهد ینشان م یخوب به را یلیتحل مهین

 

 

 
)نمودار تقریبی  .2شکل , )y x t 100به ازاي سه سطر زمانی  )1( جواب معادلهt، 0t 200t.  
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: سطر اول در هر ردیف: مقادیر مرجع براي جواب1جدول ,y x t سطر دوم در هر ردیف: ]1[ محاسبه شده توسط مرجع .

هاي محاسبه شده با روش نیمه تحلیلی با تعداد  جواب 200N.سطر زمانی  

      �     
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یبیمودار تقرن.  3شکل s t 1مجهول مساله ( مرز.(  

 

 
    . نمودار4شکل ,y x t

 
 ی) در دامنه محاسبات1( جواب معادله   0,.2 0,1  
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مرز مجهول مساله  : مکان2جدول s t  به ازايt .هاي مختلف 

t  s t یلیتحل مهین روش از آمده دست به  s t1[ درارائه شده   روش از آمده دست به[ 
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