
دسترسی در سایت http://jnrm.srbiau.ac.ir  
 1400 تیرو  خرداد، یس، شماره هفتمسال 

 X588-2588شماره شاپا: 
  
 
 
  

تاثیر تعداد عناصر از مرتبۀ بزرگترین شمارندة اول 
  مرتبۀ گروه روي ساختار گروه

  
  
  

 *2صالحی امیري ، سید صادق1علیرضا خلیلی اسبویی
  

  گروه آموزش ریاضی، دانشگاه فرهنگیان، تهران، ایران   )1(

  گروه ریاضی، واحد بابل، دانشگاه آزاد اسلامی، بابل، ایران   )2(
  
  
  

  27/04/1400تاریخ پذیرش مقاله:    21/06/1397تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده

퐿یک گروه سادة غیرآبلی است که با گروه  푆فرض کنید  (푟)  جایی که)푟 یکریخت ) عدد اول مرسن است
بزرگترین  푝، که در آن 푝توسط عناصر از مرتبۀ  퐺] مورتو حدس زد که اگر گروه متناهی 1باشد. در [ نمی

گاه  برابر باشند، آن 	푆و 퐺هاي  درگروه 푝است تولید شود و تعداد عناصر از مرتبۀ  푆شمارندة اول مرتبۀ 
( )

≅ 푆. 
  هاي سادة پراکنده ثابت شده است. در این مقاله درستی این حدس براي گروه
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  مقدمه -1
 푝_یک گروه متناهی باشد. تعداد  퐺کنید فرض 

푛را با علامت  퐺هاي سیلوي  زیرگروه (퐺)  و تعداد
را با علامت نشان  퐺روه را در گ 푖عناصر از مرتبۀ 

푚 (퐺) دهیم.  می  
یک عدد اول  푟دو عدد طبیعی و  푘و  푛فرض کنید 

푟باشد به طوري که  |푛  اما푟 ∤ 푛به عدد ،푟، 
−푟  قسمت از푛  نامیده و با علامت푛  نشان
푛دهیم. در واقع داریم  می = 푛 .푚  که در آن푚 

푟یعی است که یک عدد طب ∤ 푚.  
را  푛گیریم، عدد طبیعی  را در نظر می 푝عدد اول 

نامیم هرگاه به  می 푝یک عدد سیلوي قوي براي 
푛داشته باشیم  푟 ازاي هر عدد اول ≡

1(푚표푑	푝) توجه داریم که اگر .푛  یک عدد سیلوي
푛گاه  باشد آن 푝قوي براي  ≡ 1(푚표푑	푝) بنابراین .

푝 ∤ 푛 .هاي ین توجه داریم که مجموعۀ عددهمچن
  تحت عمل ضرب بسته است. 푝سیلوي قوي براي 

نشان داده و  휔(퐺)را با علامت  퐺طیف گروه 
. 퐺هاي عناصر گروه  عبارت است از مجموعۀ مرتبه

هاي متناهی، طیف گروه به  در بسیاري از گروه
وه را تا حد یکریختی اش ساختار آن گرهمراه مرتبه
]. اما این مطلب در مورد 3] و [2[کند مشخص می

عنوان باشد. به هاي متناهی برقرار نمی همه گروه
 푄و گروه کواترنیون  퐷مثال گروه دو وجهی 

داراي طیف و مرتبۀ یکسان هستند در حالی که 
باشند. با این وجود، نشان داده شده  یکریخت نمی

و  هاي سادة متناهی توسط طیف است که همه گروه
  ].4[شوند خود تا حد یکریختی مشخص می مرتبۀ

هاي سادة متناهی  هاي اخیر شناسایی گروهدر سال
توسط مجموعۀ تعداد عناصر هم مرتبه در گروه و 

محققین را به خود  مرتبۀ آن گروه، توجه زیادي از
  ]. 5[جلب نموده است

هاي سادة  فرض اضافه مرتبه، در شناسایی گروه
  ابل حذف است. از این از موارد قمتناهی در بسیاري 

  

  ] حدس زیر را مطرح نمود:1[ رو مورتو در

یک  푆یک عدد اول مرسن،  푟: فرض کنید حدس
퐿گروه سادة غیرآبلی غیر یکریخت با  (푟)  و푝 

باشد. اگر گروه  푆بزرگترین شمارندة اول مرتبۀ 
تولید شده و تعداد  푝عناصر مرتبۀ  توسط 퐺 متناهی
برابر باشد،  푆 و 퐺 هاي درگروه 푝از مرتبۀ عناصر 

گاه  آن
( )

≅ 푆 .  
در این مقاله به عنوان نتیجه اصلی به حدس فوق در 

  دهیم. هاي سادة پراکنده جواب مثبت می مورد گروه
یک گروه سادة پراکنده  푆فرض کنید  :قضیه اصلی

باشد. اگر  푆بزرگترین شمارندة اول مرتبۀ  푝 و
푚 (퐺) = 	푚 (푆)  و گروه متناهی퐺  توسط

گاه  تولید شود، آن 푝عناصر مرتبۀ 
( )

≅ 푆.  
  
  نتایج اولیه -2

کنیم که  در این بخش چند لم مقدماتی را بیان می
 در اثبات قضیۀ اصلی از آنها استفاده خواهیم نمود.

  
یک گروه متناهی بدون  퐺فرض کنید  ]6[ .1. 2لم 
_푝 سیلو دوري باشد. در این صورت تعداد  زیرگروه

 푝به پیمانه  1− با 퐺در گروه  푝عناصر از مرتبۀ 
  همنهشت است.

  
 푝_یک گروه متناهی با  퐺] فرض کنید 1[ .2 .2لم 

باشد که در آن  푝 سیلو زیرگروه دوري از مرتبۀ
푛 ≥ هايِ از مرتبۀ  . در این صورت تعداد زیرگروه1

푝  در گروه퐺  به پیمانه  1با푝     .همنهشت است  
  

یک گروه متناهی از مرتبۀ  퐺فرض کنید  .3. 2لم 
푝 푛  باشد که در آن푝  یک عدد اول و

(푝 , 푛) =  퐺زیرگروه سیلوي  푝_یک  푃. اگر 1
کند و  عمل می 푁زیرگروه  푝_ باشد که روي
퐶 = 풞 (푃)گاه  ، آن|푁: 퐶| لوي قوي یک عدد سی

  است. 푝براي 
   푝یک عدد اول متمایز از  푞فرض کنید  :اثبات
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:푁|کنیم که  باشد. ادعا می 퐶| ≡ 1(푚표푑	푝) .
کند و  با تزویج عمل می 푁روي  푃چون 

(|푁|, |푃|) = 푄پس  1 ∈ 푆푦푙 (푁)  وجود دارد
پایا است. فرض کنید  푃−به طوري که 

퐾 = 퐶 ∩ 푄 در این صورت ،퐾  یک_푞  زیرگروه
:퐶|است. بنابراین  퐶سیلو  퐾|  و|푁: 푄|  نسبت به

푞 اول هستند. از تساوي  
|푁: 푄||푄:퐾| = |푁: 퐾| = |푁:퐶||퐶: 퐾|   

  
  شود که نتیجه می

|푁: 푄| = (|푁:푄||푄: 퐾|) =
(|푁: 퐶||퐶:퐾|) = |푁: 퐶| .  

  
:푄|کافی است نشان دهیم  퐾| ≡ 1(푚표푑	푝).  از

زیرمجموعه  퐾کند و  عمل می 푄روي  푃نجا که آ
شود  بدون نقطه ثابت این عمل است، نتیجه می

در مدارهاي  푃وجود دارند که با 푄\퐾	 عناصري در
شوند. به علاوه مرتبۀ هر یک از  نابدیهی جابجا می
  شود. بنابراین شمرده می 푝این عناصر توسط 

|퐾|(|푄: 퐾| − 1) = |푄| − |퐾| ≡
0	(푚표푑	푝).  

  
,|퐾|)دانیم  از طرف دیگر می 푝) = ، پس 1

(|푄: 퐾| − 1) ≡ 0(푚표푑	푝) این مطلب اثبات .
  کند.        لم را کامل می

  
پوچتوان  푝_یک گروه  퐺فرض کنید . 1. 2نتیجه 
푛باشد.  (퐺)  یک عدد سیلوي قوي براي푝 .است  

پوچتوان است، پس  푝_یک گروه  퐺چون  اثبات.
퐺 = 푁푃  در آن که푁 ⊲ 퐺  یک_푝  گروه و

푃 ∈ 푆푦푙 (퐺).  فرض کنید푈 = 풩 (푃) چون .
푃 ⊆ 푈  پس퐺 = 푁푈بنابراین .  

|퐺: 푈| = |푁푈:푈| = |푁:푁 ∩ 푈|.  
 

. کافی است نشان دهیم 3. 2اکنون با استفاده از لم 
푁 ∩ 푈 = 퐶  که در آن퐶 = 풞 (푃).  

퐶واضح است که  ⊆ 풩 (푃) بنابراین ، 
 

퐶 ⊆ 푁 ∩ 푈 براي اثبات عکس شمولیت کافی .
푁است نشان دهیم که  ∩ 푈 ⊆ 풞 (푃)چون .  

[(푁 ∩ 푈), 푃] ⊆ 푁 ∩ [푈, 푃] ⊆ 푁 ∩ 푃 = 1   
  

푁پس  ∩ 푈 ⊆ 풞 (푃)از طرفی .  
푁 ∩ 푈 = (푁 ∩ 푈) ∩ 푁 ⊆ 풞 (푃) ∩ 푁 =
풞 (푃) = 퐶.  

  
푁بنابراین  ∩ 푈 = 퐶  .و حکم برقرار است 

  
حلپذیر باشد.  푝_یک گروه  퐺فرض کنید  .4. 2لم 
푛گاه  آن (퐺)  یک عدد سیلوي قوي براي푝 .است  

|퐺|توان فرض کرد که  می اثبات. > . استقراء را 1
  بریم. چون  به کار می |퐺|روي 

푛 ( ) = ( ) :풩 ( )

	 ( )
( ) =

( ) :
풩 ( ) ( )

( ) = ( ) :
풩 ( )

( ) =

|퐺:풩 (푃)| = 푛 (퐺)  
  

توان فرض نمود  بدون از دست دادن کلیت حکم می
푂که  (퐺) = گروه  푝−یک  퐺. حال چون 1

푂شود  حلپذیر است نتیجه می (퐺) = 푁 ≠ 1. 
است داریم  퐺زیرگروه نرمال  푝_یک  푁از آنجا که 

[풩 (푃), 푃] ≤ 푁 ∩ 푃 =   . بنابراین1
 .풩 (푃) ≤ 풞 (푃) ≤ 풩 (푃)  

  
풩در نتیجه  (푃) = 풩 (푃).  

퐻فرض کنید  = 푃푁از تساوي گروهی . 
풩 (푃) = 푃풩 (푃):داریم ،  

|퐻:풩 (푃)| = | || |
| ||풩 ( )| = |푁:풩 (푃)|  

  
  شود: با استفاده از تساوي بالا نتیجه می

푛 	× 		푛 (퐻) =

:풩 |퐻:풩 (푃)| =

:풩 ( ) |푁:풩 (푃)| =
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| :풩 ( )|
| :풩 ( )| 	 |푁:풩 (푃)| = |퐺:풩 (푃)| =
	푛 (퐺).  

  
گروه پوچتوان است از نتیجه  푝_یک  퐻حال چون 

푛. داریم 1. 2 (퐻)  یک عدد سیلوي قوي براي푝 
یک عدد  푛است. با استفاده از فرض استقراء 

است. چون مجموعۀ اعداد  푝سیلوي قوي براي 
تحت عمل ضرب بسته هستند،  푝سیلوي قوي براي 

푛این بنابر (퐺) = 푛 × 푛 (퐻)  یک عدد
  است.  푝سیلوي قوي براي 

  
 푝یک گروه متناهی،  퐺فرض کنید  .2. 2نتیجه 

|퐺|باشد که  |퐺|یک مقسوم علیه اول  = 푝  و
푛هیچ یک از مقسوم علیه هاي بزرگتر از یک  (퐺) 

ط توس 퐺	نباشد. اگر  푝عدد سیلوي قوي براي 
	_푝گاه  هاي سیلو خود تولید شود آن زیرگروه퐺  یک

است یا  푝گروه از مرتبۀ 
( )

گروه سادة غیرآبلی  
 است.

یک گروه ساده  퐺توان فرض نمود که  می اثبات.
|퐺|نیست، خصوصاً  ≠ 푝 بنابراین .	퐺یک _푝  گروه

هاي سیلوي خود  زیرگروه푝_	 توسط 퐺نیست. چون 
 퐺پس  گروه نیست، 푝_یک  퐺 شود و تولید می

푍(퐺)رو  گروهی غیرآبلی است. از این < 퐺.  
باشد به  퐺زیرگروه نرمال ماکسیمال  푁فرض کنید 
푍(퐺)طوري که  ⊆ 푁 چون .퐺  ساده نیست پس
1 < 푁 فرض کنید .= 푍( 푍، بنابراین ( = 푁 

푍یا  = 퐺 از طرفی چون .퐺  توسط_푝 
||푝شود پس  یزیرگروهایش تولید م  푁. بنابراین |

گروه است. اکنون با توجه به اینکه  푝_یک 
푛 ( )|푛 (퐺)در فرض  شود که  ، نتیجه می
 |퐺|کند. با استفاده از استقراء روي  قضیه صدق می

گیریم  نتیجه می و به کار بردن فرض استقراء براي 
  ه است.ساد که 

푍ابتدا فرض کنید  = 퐺 آبلی و از  . در این صورت  
  

:퐺|مرتبۀ عدد اول است. بنابراین  푁| = 푝  و퐺 
푛. 1. 2پوچتوان است. با استفاده از نتیجه  (퐺) 

است. در نتیجه  푝یک عدد سیلوي قوي براي 
푛 (퐺) = زیرگروه  푝_داراي یک  퐺. پس 1

گروه است  푝_یک  퐺نتیجه  سیلوي نرمال است. در
  که تناقض است.

푍اکنون فرض کنید  = 푁 ساده  . در این صورت
푃است. فرض کنید  ∈ 푆푦푙 (퐺)گاه  ، آن푁푃  یک

. داریم 1. 2پوچتوان است. از نتیجه  푝_گروه 
푛 (푁푃)  یک عدد سیلوي قوي براي푝  است. در
푛نتیجه  (푁푃) = 푃رو  . از این1 ⊲ 푁푃  و

푃 ⊆ 풞 (푁) این رابطه براي هر ._푝  زیرگروه
 푝_توسط  퐺برقرار است. چون  퐺سیلوي 

شود، پس  زیرگروهاي سیلوي خود تولید می
푁 ⊆ 푍(퐺) ⊆ 푁 بنابراین .푁 = 푍(퐺)  و حکم

  برقرار است.   
  
 اثبات قضیۀ اصلی -3

در این بخش با کمک لم هاي بیان شده در قسمت 
 پردازیم. اثبات قضیۀ اصلی میقبل به 

دهیم که  ابتدا نشان می .اثبات قضیۀ اصلی
|푃| = 푝  که در آن푃 ∈ 푆푦푙 (퐺) با استفاده از .

푛توان مقدار  ] می7در [ 2و  1هاي جدول (푆)  را
محاسبه نمود. چون  푆براي هر گروه سادة پراکنده 

푝  بزرگترین شمارندة اول|푆|  است، پس
푚 (푆) = (푝 − 1)푛 (푆) با استفاده از تساوي .

푚توان  اخیر می (푆)  را محاسبه نمود. همچنین به
  شود که آسانی ملاحظه می

푚 (퐺) = 푚 (푆) ≢ −1(푚표푑	푝 )  
 

 푝_داراي یک  퐺گروه  .1. 2با استفاده از لم 
 است. تعداد زیر 푃زیرگروه سیلوي دوري مانند 

푛برابر  퐺 گروه در 푝مرتبۀ  هاي از گروه (푆)  .است
푛شود که  به آسانی دیده می (푆) ≢ 1(푚표푑	푝 ) .

|푃|گیریم  . نتیجه می2,2توجه به لم اکنون با = 푝.  
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حلپذیر  푝_یک گروه  퐺دهیم که  در ادامه نشان می
پذیر باشد. با استفاده حل نیست. فرض کنید گروهی

푛، 4. 2لماز (퐺) = 푛 (푆) = 푞 푞 … 푞 
است. اما براي هر  푝یک عدد سیلوي قوي براي 

توان بررسی نمود  به آسانی می 푆گروه سادة پراکنده 
1که  ≤ 푖 ≤ ℎ  وجود دارد که푞 ≢

1(푚표푑	푝) این مطلب یک تناقض است. پس .퐺 
  حلپذیر نیست. 푝_ یک گروه

گروه متناهی است پس داراي یک  یک 퐺	 چون
  سري اصلی است. فرض کنید

퐺 ≤ 퐺 ≤ 퐺 ≤ ⋯ ≤ 퐺 = 퐺  
  

1باشد، در این صورت  퐺یک سري اصلیِ  ≤ 푡 ≤r 
푝وجود دارد که ∈ 휋(퐺 )\휋(퐺 . فرض کنید (

퐾 = 퐺  و푁 = 퐺 پس ،푁 ⊴ 퐾 ⊴ 퐺  یک
است.  퐺یک عامل اصلی  و  퐺مال سري نر
است.  یک زیرگروه نرمال مینیمال  بنابراین 

دانیم که عامل هاي اصلی در یک گروه، مشخصاً  می
ساده هستند و هرگروه مشخصاً ساده یک گروه 
ساده یا یکریخت با حاصلضرب مستقیمی از 

 هاي ساده یکریخت با هم است. بنابراین  گروه
گروهی ساده یا یکریخت با حاصلضرب مستقیمی از 

هاي ساده یکریخت با هم است. چون  گروه
푝 ∈ 휋( 푝و  ( ∤ |  شود که  نتیجه می |

||푝گروهی ساده است. از آنجا که  | ،|퐺| = 푝 ،
퐺  گروهی_푝  حلپذیر نیست و퐺  توسط توسط

گیریم که  شود نتیجه می تولید می 푝عناصر از مرتبۀ 
퐾 = 퐺 چون .퐾 = 퐺  ساده است پس  و 

  گروهی ساده خواهد بود.
 26 هاي سادة پراکنده با توجه به اینکه تعداد گروه

ي اصلی  ها را در فرض قضیه ]، هر یک از آن7است [
دهیم. براي تکمیل  قرار می 푆صورت مجزا برابر با  به

مورد  26دهیم در هر یک از این  ن میبرهان، نشا

( )
≅ 푆دهیم  . براي این منظور ابتدا نشان می 

 

≅ 푆 کنیم  و سپس ثابت می푁 = 푍(퐺) .  
  

푆 .1مورد  = 푀  
푝 در این حالت = 푛و  11 (푆) = 2 .   است. 3

هاي  ] همه حالت8از مرجع [ 1با استفاده از جدول 
퐿عبارت اند از:  ممکن براي  (11) ،푀 ،푀، 

푈 (2) ،푀 ،퐴 ،푀푐푙 ،퐻푆 .퐴 ،푈 (2).  
≅ اگر 퐿   گاه ، آن	(11)

푛11 = | :풩 ( )|
| :풩 ( )| =

( )
| :풩 ( )| =

( )
| :풩 ( )| = 24.  

  
  شود که  از رابطه بالا نتیجه می

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3  
  

  . داریم:3. 2با استفاده از لم 
3 ≡ 1(푚표푑	11)  

  
≅ اگر که یک تناقض است. 푀   گاه  آن، 	

2 . 3 = 푛 (푀 )|푛 (퐺) = 2 . 3   
  

≅اگر که یک تناقض است. 푈   گاه  آن ،	(2)
2 . 3 = 푛 (푈 (2))|푛 (퐺) = 2 . 3   

  
≅اگر که یک تناقض است. 푀   گاه  ، آن	

2 . 3 . 7 = 푛 (푀 )|푛 (퐺) = 2 . 3   
  

≅اگر که یک تناقض است. 퐴   گاه  آن ،	
2 . 3 . 5.7 = 푛 (퐴 )|푛 (퐺) = 2 . 3   

  
≅ اگر که یک تناقض است. 푀푐푙	 ،گاه  آن  

2 . 3 . 5 . 7 = 푛 (푀푐푙)|푛 (퐺) = 2 . 3   
  

≅اگر که یک تناقض است. 퐻푆	، گاه  آن  
2 . 3 . 5 . 7 = 푛 (퐻푆)|푛 (퐺) = 2 . 3   

  
≅اگر قض است.که یک تنا 퐴   گاه  آن ،	
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2 . 3 . 5.7 = 푛 (퐴 )|푛 (퐺) = 2 . 3   
  

≅اگر که یک تناقض است. 푈   گاه  آن ،	(2)
2 . 3 . 7 = 푛 (푈 (2))|푛 (퐺) = 2 . 3   

  
≅که یک تناقض است؛ بنابراین  푀. 

  
푆 .2مورد  = 푀  

푝در این حالت  = 푛و  11 (푆) = 2 .   است. 3
퐿عبارت اند از:  هاي ممکن براي  حالت (11) ،
푀 ،푀 ،푈 (2) ،푀 ،퐴 ،푀푐푙 ،퐻푆 .퐴 ،

푈 ≅اگر .(2) 퐿   گاه ، آن	(11)
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 	. 3   

  
3. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	11)  که یک

≅اگر تناقض است. 푀   گاه  ، آن	
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 	.3  

  
3 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	11) که یک ،

≅اگر تناقض است. 푈   گاه  آن، 	(2)
2 . 3 = 푛 (푈 (2))|푛 (퐺) = 2 . 3   

  
≅اگر که یک تناقض است. 푀  گاه  آن ،	

2 . 3 . 7 = 푛 (푀 )|푛 (퐺) = 2 . 3   
 

≅اگر که یک تناقض است. 퐴  گاه  آن ،	
2 . 3 . 5.7 = 푛 (퐴 )|푛 (퐺) = 2 . 3   

  
≅اگر است.که یک تناقض  푀푐푙	، گاه  آن  

2 . 3 . 5 . 7 = 푛 (푀푐푙)|푛 (퐺) = 2 . 3   
  

≅اگر که یک تناقض است. 퐻푆	، گاه  آن  
2 . 3 . 5 . 7 = 푛 (퐻푆)|푛 (퐺) = 2 . 3   
 

≅اگر که یک تناقض است. 퐴  گاه  آن ،	
2 . 3 . 5.7 = 푛 (퐴 )|푛 (퐺) = 2 . 3   

≅اگر که یک تناقض است. 푈   گاه  آن، 	(2)

2 . 3 . 7 = 푛 (푈 (2))|푛 (퐺) = 2 . 3   
  

≅که یک تناقض است.؛ بنابراین  푀.  
  

푆 .3مورد  = 푀  
푝این حالت  رد = 푛و  11 (푆) = 2 . 3 . 7 

عبارت اند از:  هاي ممکن براي  حالت است.
퐿 (11) ،푀 ،푀 ،푈 (2) ،푀 ،퐴 ،푀푐푙 ،

퐻푆 .퐴 ،푈 ≅اگر .(2) 퐿   گاه ، آن	(11)
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 	.3.7  

  
3 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	11) که یک ،

≅اگر تناقض است. 푀   گاه  آن ،	
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 	.7  

  
7 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	11) که یک ،

≅اگر تناقض است. 푀   گاه  ،  آن	
2 . 3 = 푛 (푀 )|푛 (퐺) = 2 . 3 . 7  

  
≅اگر ت.که یک تناقض اس 푈   گاه  آن ،	(2)

2 . 3 = 푛 (푈 (2))|푛 (퐺) = 2 . 3   
  

≅اگر که یک تناقض است. 퐴  گاه  آن، 	
2 . 3 . 5.7 = 푛 (퐴 )|푛 (퐺) = 2 . 3 . 7  

  
≅اگر که یک تناقض است. 푀푐푙	، گاه  آن  

2 . 3 . 5 . 7 = 푛 (푀푐푙)|푛 (퐺) = 2 . 3 . 7  
  

≅ اگر که یک تناقض است. 퐻	푆	، گاه  آن  
2 . 3 . 5 . 7 = 푛 (퐻푆)|푛 (퐺) = 2 . 3 . 7  

  
≅اگر که یک تناقض است. 퐴  گاه  آن، 	

2 . 3 . 5.7 = 푛 (퐴 )|푛 (퐺) = 2 . 3 . 7   
  

≅اگر که یک تناقض است. 푈   گاه  آن، 	(2)
2 . 3 . 7 = 푛 (푈 (2))|푛 (퐺) = 2 . 3 . 7  
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≅که یک تناقض است.؛ بنابراین  푀.  
  

푆 .4مورد  = 푀푐퐿 
푝در این حالت  = 푛و  11 (푆) =

2 . 3 . 5 .  براي هاي ممکن  حالت است. 7
퐿اند از: عبارت (11) ،푀 ،푀 ،푈 (2) ،푀 ،
퐴 ،푀푐푙 ،퐻푆 .퐴 ،푈 (2).   
≅اگر 퐿   گاه ، آن	(11)

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 	. 3 . 5 . 7  
  

7 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	11) که یک ،
≅اگر قض است.تنا 푀   گاه  آن، 	

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3 . 5 . 7  
 

7 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	11) که یک ،
≅اگر تناقض است. 푀   گاه  آن ،	

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3 . 5 . 7  
  

7 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	11) که یک ،
≅اگر تناقض است. 푈   گاه  آن، 	(2)

2 . 3 = 푛 (푈 (2))|푛 (퐺) = 2 . 3 . 5 . 7  
  

≅اگر که یک تناقض است. 푀   گاه  ، آن	
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 3 . 5   

  
5. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	11) که یک ،

≅ اگر تناقض است. 퐴   گاه  آن ،	
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 	3 . 5  

  
5 که یک تناقض است. ≡ 1(푚표푑	11)  بنابراین

≅اگر 퐻푆	، گاه  نآ  
2 . 3 . 5 . 7 = 푛 (퐻푆)|푛 (퐺) = 2 . 3 . 5 . 7  

  
≅ اگر ت.که یک تناقض اس 퐴  گاه  ، آن	

2 . 3 . 5.7 = 푛 (퐴 )|푛 (퐺) =
2 . 3 . 5 . 7   

  

≅ اگر که یک تناقض است. 푈   گاه  آن، 	(2)
2 . 3 . 7 = 푛 (푈 (2))|푛 (퐺) =
2 . 3 . 5 . 7  
 

≅که یک تناقض است.؛ بنابراین  푀푐푙. 
  

푆 .5مورد  = 퐻푆 
푝 در این حالت = 푛و  11 (푆) =

2 . 3 . 5 .  هاي ممکن براي  حالت است. 7
퐿اند از: عبارت (11) ،푀 ،푀 ،푈 (2) ،푀 ،
퐴 ،푀푐푙 ،퐻푆 .퐴 ،푈 (2).  
≅اگر 퐿   گاه ، آن	(11)

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 	.3. 5 . 7  
 

7. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	11) که یک ،
≅اگر تناقض است. 푀   گاه  ، آن	

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 5 . 7  
  

7.، 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	11) که یک ،
≅اگر تناقض است. 푀   گاه  ، آن	

2 . 3 = 푛 (푀 )|푛 (퐺) = 2 . 3 . 5 . 7  
  

≅اگر که یک تناقض است. 푈   گاه  آن، 	(2)
2 . 3 = 푛 (푈 (2))|푛 (퐺) =
2 . 3 . 5 . 7  

  
≅اگر که یک تناقض است. 푀   گاه  آن ،	

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 5   
  

5 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	11) که یک ،
≅اگر تناقض است. 퐴   گاه  ، آن	

2 . 3 . 5.7 = 푛 (퐴 )|푛 (퐺) =
2 . 3 . 5 . 7  

  
≅اگر که یک تناقض است. 퐴   گاه  آن ،	

2 . 3 . 5.7 = 푛 (퐴 )|푛 (퐺) =
2 . 3 . 5 . 7  
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≅اگر که یک تناقض است. 푈   گاه  آن ،	(2)
2 . 3 . 7 = 푛 (푈 (2))|푛 (퐺) =
2 . 3 . 5 . 7  

  
≅که یک تناقض است؛ بنابراین  퐻푆. 

  
푆 .6مورد  = 푀 . 

푝در این حالت  = 푛و  23 (푆) =

2 . 3 . عبارتند از:  هاي ممکن براي  . حالت7.11
퐿 (23) ،푈 (23) ،푀 ،푀 ،퐶표 ،퐶표،퐶표 	 ،
퐹푖، ،퐴 23که در آن ≤ 푛 ≤ . اگر 28

≅ 퐿   گاه داریم آن (23)
|푁: 퐶 (푃)| = 2 .   ؛ 3.7.11

  
3 .3. 2لم بنابراین با استفاده از  ≡ 1(푚표푑	23) ،

≅اگر  که یک تناقض است. 푈   گاه آن (23)
푛 ( ) = 2 . 3 . 11. 13  .  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض

  آوریم. به دست می
≅اگر  푀 گاه آن  

푛 ( ) = 2 . 3 . 5.7 .   
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 13.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض 
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐹푖 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض  
  

≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  
푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. ت میبه دس 퐴 گاه آن 

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛 چون |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
 

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅آوریم؛ بنابراین  به دست می 푀.  

  
푆 .7مورد  = 푀 .  

푝در این حالت  = 푛و  23 (푆) = 2 . 3 . 5.7 .  
  



 

 ۲۱۱                                                               تاثیر تعداد عناصر از مرتبۀ بزرگترین شمارندة اول مرتبۀ گروه روي ساختار گروه
 

   

퐿عبارتند از:  هاي ممکن براي  حالت (23) ،
푈 (23) ،푀 ،푀 ،퐶표 ،퐶표،퐶표 	 ،퐹푖، 

،퐴 23که در آن ≤ 푛 ≤ 28 .  
≅اگر  퐿   گاه داریم آن (23)

|푁: 퐶 (푃)| = 2 . 3 .   ؛5.7
  
7 .3. 2لم استفاده از  با ≡ 1(푚표푑	23) که یک ،

≅اگر  تناقض است. 푈   گاه آن (23)
푛 ( ) = 2 . 3 . 11. 13  .  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  است. 푀 گاه آن  

푛 ( ) = 2 . 3 . 7.11 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 13 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه  آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐹푖 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛23(푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه  آن 

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن 

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
 

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن 

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن 

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅آوریم؛ بنابراین  به دست می 푀.  

  
푆 .8مورد  = 퐶표 .  

푝  حالت ایندر = 푛 و	23 (푆) =

2 . 3 . 5 . 7 .  براي هاي ممکن  حالت .13
퐿عبارتند از:  (23) ،푈 (23) ،푀 ،푀 ،퐶표 ،

퐶표،퐶표 	 ،퐹. 5푖، ،퐴 که در آن
23 ≤ 푛 ≤ ≅. اگر 28 퐿   گاه داریم آن (23)

|푁: 퐶 (푃)| = 2 . 3 . 5 . 7 .   ؛ 13
  

13 .3. 2لم استفاده از  بنابراین با ≡ 1(푚표푑	23) ،
≅اگر  که یک تناقض است. 푈   گاه آن (23)

푛 ( ) = 2 . 3 . 11. 13 .  
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푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 푀 گاه آن  

푛 ( ) = 2 . 3 . 7.11 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

|푁: 퐶 (푃)| = 2 . 3 . 5 .  ؛ 7.13
  

13 .3. 2لم بنابراین با استفاده از  ≡ 1(푚표푑	23) ،
≅اگر  که یک تناقض است. 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐹푖 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض  
  

≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  
푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض

≅اگر  یم.آور به دست می 퐴 گاه آن  
푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض

≅آوریم؛ بنابراین  به دست می 퐶표. 
  

푆 .9مورد  = 퐶표 . 
푝در این حالت  = 푛و  23 (푆) =

2 . 3 . 5 . عبارتند  هاي ممکن براي  . حالت7
퐿 از: (23) ،푈 (23) ،푀 ،푀 ،퐶표 ،

퐶표،퐶표 	 ،퐹푖، ،퐴23 که در آن ≤ 푛 ≤ 28 .
≅اگر  퐿   گاه داریم آن (23)

|푁: 퐶 (푃)| = 2 . 3 . 5 .   ؛ 7
  

7 .3. 2لم ده از بنابراین با استفا ≡ 1(푚표푑	23) ،
≅اگر  که یک تناقض است. 푈   گاه آن (23)

푛 ( ) = 2 . 3 . 11. 13 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 푀 گاه آن  

푛 ( ) = 2 . 3 . 7.11 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 13.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7.  
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푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐹푖 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن 

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19. 
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن 

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅آوریم؛ بنابراین  به دست می 퐶표.  

  
푆 .10مورد  = 퐶표 .  

푝در این حالت  = 푛و  23 (푆) = 2 . 3 . 5 . 7 .  

퐿عبارتند از:  هاي ممکن براي  حالت (23) ،
푈 (23) ،푀 ،푀 ،퐶표 ،퐶표،퐶표 	 ،퐹푖، 

،퐴 23که در آن ≤ 푛 ≤ 28 .  
≅اگر  퐿   گاه آن (23)

|푁: 퐶 (푃)| = 2 . 3 . 5 .   ؛ 7
  

7 .3. 2م بنابراین با استفاده از ل ≡ 1(푚표푑	23) ،
≅اگر  که یک تناقض است. 푈   گاه آن (23)

푛 ( ) = 2 . 3 . 11. 13  .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 푀 گاه آن  

푛 ( ) = 2 . 3 . 7.11 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 13 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐹푖 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه نآ  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
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푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض به
≅آوریم؛ بنابراین  دست می 퐶표.  

  
푆 .11مورد  = 퐻푒  

푝در این حالت  = 푛و  17 (푆) =
2 . 3 . 5 . هاي ممکن براي  همه حالت است. 7

퐿: اند ازعبارت  (17) ،퐿 (16) ،푆 (4) ،퐻푒 ،
푂 (2) ،퐿 (4) ،푆 (2) ،푈 (4) ،푈 (17) ،
푂 (2) ،퐿 (13 ) ،푆 (13) ،푆 (4) ،퐿 (16) ،
푂 (4)،퐹 (2)،퐴،퐴. اگر≅ 퐿   گاه ، آن	(17)

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3. 5 . 7   
  

3. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	17) که یک ،
≅اگر  تناقض است. 퐴 گاه  ، آن	

푛 = (17 − 푛 . چون!(2 |푛 (퐺) 
  شود. یک تناقض ایجاد می

≅اگر  퐴 푛گاه  ، آن	 =  چون .!
푛 |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می  

هاي مذکور  با سایر گروه به طور مشابه اگر 
شود؛  گاه یک تناقض ایجاد می یکریخت باشد آن

≅بنابراین  퐻푒.  
 

푆 .10 مورد = 퐹푖  
푝در این حالت  = 푛و  13 (푆) =

2 . 3 . 5 .  هاي ممکن براي  تهمه حال 7.11
퐿: اند ازعبارت (3) ،퐿 (25) ،푈 (4) ،푆 (5) ،
퐿 (3) ،2퐹 (2) ،퐿 (13) ،퐿 (27) ،퐺 (3) ،

3퐷 (2) ،푆 (8) ،퐿 (64) ،푈 (5) ،،퐿 (9) 
푆 (3) ،푂 (3) ،퐺 (4) ،푆 (8) ،푂 (3) ،
퐿 (3) ،퐴 ،퐴 ،퐴 ،퐿 (3) ،푆푢푧 ،퐴 ،
퐹푖. اگر≅ 퐿   گاه ، آن	(3)

푛 = ( )
| :풩 ( )| = 2 . 3 .  

 بنابراین 
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5 . 7.11  

  
11. 3. 2از لم  با استفاده ≡ 1(푚표푑	13) که یک ،

≅ اگر تناقض است. 퐿  گاه  ، آن	(25)

푛 = 2 . 3. 5 .   
  بنابراین 

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3 . 7.11  
  

11. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	13) که یک ،
≅اگر تناقض است. 퐿   گاه آن، 	(13)

푛 = ( )
| :풩 ( )| = 14.  

  بنابراین 
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5 . 11   

  
11. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	13) که یک ،

≅اگر  تناقض است. 푆푢푧	گاه ، آن  
푛 = 2 . 3 . 5 .   ؛7.11

  بنابراین
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3   
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3. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	13) که یک ،
≅اگر  تناقض است. 퐴   گاه ، آن	

푛 = (13 − 2)! .  
  چون

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3   
  

3. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	13) که یک ،
  تناقض است. براي بقیه موارد نیز بطور مشابه 

توان یک تناقض بدست آورد؛ بنابراین می
≅ 퐹푖 . 

  
푆 .31مورد  = 퐹푖 .  

푝در این حالت  = 푛 و 23 (푆) =

2 . 3 . 5 .  هاي ممکن براي  حالت .7.13.17
퐿: عبارتند از (23) ،푈 (23) ،푀 ،푀 ،퐶표 ،

퐶표،퐶표 	 ،퐹푖، ،퐴 23که در آن ≤ 푛 ≤ 28 .
≅اگر  퐿   گاه داریم آن (23)

|푁: 퐶 (푃)| = 2 . 3 . 5 .   ؛ 7.13.17
  

7 بنابراین، ≡ 1(푚표푑	23) .که یک تناقض است  
≅اگر  푈   گاه آن (23)

푛 ( ) = 2 . 3 . 11. 13 . 
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 푀 گاه آن  

푛 ( ) = 2 . 3 . 7.11.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 13. 
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐶표 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 .  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. دست می به 퐴 گاه آن 

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  
  
푛ون چ |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض

≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  
푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض

≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  
푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض

≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  
푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11. 13 . 17.19.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅آوریم؛ بنابراین  به دست می 퐹푖. 

  
푆 .14مورد  = 퐹푖  

푝در این حالت  = 푛 و 29 (푆) =
2 . 3 . 5 . 7 . هاي  همه حالت .11.13.17.23

퐿: اند ازعبارت ممکن براي  (29) ،퐿 (17 ) ،
푆 (17) ،푅푢 ،푈 (17) ،퐹푖. 퐴 ،퐴. 

≅اگر 퐿   گاه آن، 	(29)
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푛 = ( )
| :풩 ( )| = 30.  

 بنابراین 
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5. 7 . 11.13.17.23  

  
13 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	29)، که یک

≅اگر  تناقض است. 퐿 (17   گاه ، آن	(
푛 = 2 . 3 . 17 .  

  
푛چون  |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد

≅اگر  شود. می 푆   گاه ، آن	(17)
푛 = 2 . 3 . 17  .  

  
푛چون  |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد

≅اگر  شود. می 푈   گاه ، آن	(17)
푛 = 2 . 3 . 7.13.17 .  

  
푛چون  |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد

≅اگر  شود. می 퐴   گاه ، آن	
푛 = (29 − 2)! .  

  
푛چون  |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد

≅اگر  شود. می 퐴   گاه ، آن	
푛 = !  .  

  
푛چون  |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد

≅شود؛ بنابراین  یم 퐹푖.  
  

푆 .51مورد  = 퐽  
푝 در این حالت = 푛و  19 (푆) = 2 . 5.7.11 

اند از: عبارت هاي ممکن براي  همه حالت است.
퐿 (19) ،퐿 (7) ،푈 (8) ،푈 (19) ،퐿 (7) ،퐽 ،

퐽 ،퐿 (11) ،퐻푁 ،푈 (8)  ،	퐴 ،퐴 ،퐴 ،
퐴  و퐸 ≅اگر .(2) 퐿   گاه ، آن	(19)

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 7.	11  
  

7 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	19) که یک ،
≅اگر تناقض است. 퐿   گاه  آن، 	(7)

2 . 3. 7 = 푛 (퐿 (7))|푛 (S) =
2 . 5.7.11  

  
≅اگر  که یک تناقض است. 푈  گاه  آن (8)

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  است. 푈   گاه آن (19)

19 ||푈 (19)|  
  

≅اگر آوریم. دست میهیک تناقض ب 퐿  گاه  آن (7)
푛 = 2 . 3. 5 . 7  . 

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛23(푆)  یک تناقض

≅اگر  آوریم. به دست می 퐽 گاه  آن 
푛 = 2 . 3 . 5.17 .  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،

≅ است. اگر 퐿   گاه آن (11)
푛 = 2 . 5 . 11  .  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض

≅اگر  آوریم. به دست می 퐻푁 گاه آن  
푛 = 2 . 3 . 5 . 7.11.  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) قض یک تنا
≅اگر  است. 푈   گاه آن (8)

푛 = 2 . 3 . 5. 7 . 13. 
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛19(푆)  یک تناقض  
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≅اگر  آوریم. به دست می 퐴 گاه آن  
푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.  

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴20 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛19(푆) یک تناقض ،
≅گر ا است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛19(푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11 . 13.17. 
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐸   گاه آن .(2)

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.  
 

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅؛ بنابراین آوریم به دست می 퐽.  

  
푆 .16 مورد = 퐽  

푝 در این حالت = 푛و  7 (푆) = 2 . 3 . 5 
اند از: عبارت هاي ممکن براي  همه حالت است.

퐿 (7) ،퐿 (8) ،푈 (3) ،퐴 ،퐿 (49) ،푈 (5) ،
퐿 (4) ،퐴 ،퐽 ،퐴 ،푈 (3) ،푆 (7) ،푆 (2)، 

푈 (31) ،퐿 (4) ،푆 (2) ،푂 (2) .   
≅ اگر 퐿   گاه ، آن	(7)

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3 . 5   
  

3. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	7) که یک ،
≅اگر  تناقض است. 퐴   گاه ، آن	

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3.5  

5. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	7) که یک ،
هاي  با سایر گروه به طور مشابه اگر  تناقض است.

گاه یک تناقض ایجاد  آن مذکور یکریخت باشد
≅شود؛ بنابراین  می 퐽.  

  
푆 .71مورد  = 퐽 

푝 در این حالت = 푛و  19 (푆) = 2 . 3 . 5.17 
: اند ازعبارت هاي ممکن براي  است. همه حالت

퐿 (19) ،퐿 (7) ،푈 (8) ،푈 (19) ،퐿 (7) ،퐽 ،
퐽 ،퐿 (11) ،퐻푁 ،푈 (8) ،퐴 ،퐴 ،퐴 ،퐴 
퐸 و ≅اگر .(2) 퐿   گاه ، آن	(19)

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3 . 17  
  

17. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	19) که یک ،
≅اگر تناقض است. 퐿   گاه  آن ،	(7)

2 . 3. 7 = 푛 (퐿 (7))|푛 (S) =
2 . 3 . 5.17  

  
≅اگر  که یک تناقض است. 푈   گاه آن (8)

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 푈   گاه آن (19)

19 ||푈 (19)|  
  

≅اگر  آوریم. که یک تناقض به دست می 퐿 (7) 
  گاه آن

푛 = 2 . 3. 5 . 7 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض  
  

≅اگر  آوریم. به دست می 퐿    گاه آن (11)
푛 = 2 . 5 . 11  . 

  
푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض

≅اگر  آوریم. به دست می 퐽 گاه آن  
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푛 (푆) = 2 . 5.7.11 .   
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐻푁 گاه  آن 

푛 = 2 . 3 . 5 . 7.11.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  است. 푈   گاه آن (8)

푛 = 2 . 3 . 5. 7 . 13 . 
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.  
  

푛ن چو |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه  آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11 . 13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐸   گاه آن .(2)

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅؛ بنابراین آوریم به دست می 퐽.  

푆 .18مورد  = 퐽  
푝در این حالت  = 푛 و 43 (푆) =

2 . 3 . 5. 11 . هاي  همه حالت .23.29.31.37
푈: اند ازعبارت ممکن براي  (7) ،푈 (7) ،

퐿 (43) ،퐿 (7 ) ،퐺 (7) ،،푈 (2) 퐿 (49) ،
푆 (7) ،푂 (7) ،푂 (7) ،푈 (37) ،푈 (2) ،

퐿 (43 ) ،푆 (43) ،푈 (2) ،푂 (2) ،푈 (2) ،
퐽 ،퐴 ،퐴 ،퐴 ،퐴. اگر ≅ 푈   گاه ، آن	(7)

푛 = 2 . 7 .   
  

푛چون  |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد
≅اگر شود. می 푈   گاه ، آن	(7)

푛 = 2 . 3. 5 . 7 .  
  

푛چون  |푛 (퐺)  تناقض ایجاد یک
≅اگر شود. می 퐿   گاه ، آن	(43)

푛 = ( )
| :풩 ( )| = 44.  

  بنابراین 
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5. 11 . 23.29.31.37.  

  
23 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	43) که یک ،

≅اگر  تناقض است. 퐴   گاه  ، آن	
푛 = (43 − 2)!.  

 
푛چون  |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد

≅اگر  شود. می 퐴   گاه ، آن	
푛 = !  .  

  
푛چون  |푛 (퐺) شود.  یک تناقض ایجاد می  

یک تناقض  توان براي بقیه موارد نیز بطور مشابه می
≅بدست آورد؛ بنابراین  퐽 .  
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푆 .19 مورد = 푆푢푧  
푝در این حالت  = 푛و  13 (푆) =

2 . 3 . 5 .  هاي ممکن براي  همه حالت .7.11
퐿: اند ازعبارت (3) ،퐿 (25) ،푈 (4) ،푆 (5) ،
퐿 (3) ،2퐹 (2) ،퐿 (13) ،퐿 (27) ،퐺 (3) ،

3퐷 (2) ،푆 (8) ،퐿 (64) ،푈 (5) ،،퐿 (9) 
푆 (3) ،푂 (3) ،퐺 (4) ،푆 (8) ،푂 (3) ،퐿 (3) ،
퐴 ،퐴 ،퐴 ،퐿 (3) ،푆푢푧 ،퐴 ،퐹푖. 
≅اگر 퐿   گاه ، آن	(3)

푛 = ( )
| :풩 ( )| = 2 . 3 .  

 بنابراین 
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5 . 7.11  

  
11. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	13) که یک ،

≅اگر تناقض است. 퐿   گاه ، آن	(25)
푛 = 2 . 3. 5 . 

  بنابراین 
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3 . 7.11  

  
11. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	13) که یک ،

≅اگر تناقض است. 퐿   گاه ، آن	(13)
푛 = ( )

| :풩 ( )| = 14.  

  بنابراین 
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5 . 11  

  
11. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	13) که یک ،

≅اگر  تناقض است. 퐹푖   گاه ، آن	
푛 = 2 . 3 . 5 . 7.11.  

  
푛چون  |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد

≅اگر  شود. می 퐴   گاه  ، آن	
푛 = (13 − 2)! .  

  
푁:풩|چون (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3   با   

  

3. 3. 2استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	13) که یک ،
تناقض است. براي بقیه موارد نیز بطور مشابه می 

≅توان یک تناقض بدست آورد؛ بنابراین  푆푢푧 . 
  

푆 .20مورد  = 퐻푁  
푝 در این حالت = 푛 و 19 (푆) =

2 . 3 . 5 .  هاي ممکن براي  همه حالت .7.11
퐿: اند ازعبارت (19) ،퐿 (7) ،푈 (8) ،푈 (19) ،
퐿 (7) ،퐽 ،퐽 ،퐿 (11) ،퐻푁 ،푈 (8)، 	퐴 ،퐴 ،
퐴 ،퐴  و퐸 ≅اگر .(2) 퐿   گاه ، آن	(19)

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5 . 7.11  

  
7. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	19) که یک ،

≅اگر تناقض است. 퐿   گاه  آن ،	(7)
2 . 3. 7 = 푛 (퐿 (7))|푛 (S) =
2 . 3 . 5 . 7.11  

  
≅اگر  که یک تناقض است. 푈   گاه آن (8)

푛 = 2 . 3 . 5 .   ؛ 7
  بنابراین

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3. 5 . 11  
  

11. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	19) که یک ،
≅اگر  تناقض است. 푈   گاه آن (19)

19 ||푈 (19)|   
  

   آوریم. دست میه که یک تناقض ب
≅اگر  퐿   گاه  نآ (7)

푛 = 2 . 3. 5 . 7 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض
≅اگر  آوریم. به دست می 퐽 گاه آن  

푛 (푆) = 2 . 5.7.11 .   
  بنابراین

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3 . 5   
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3 .3 .2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	19) که یک ،
≅اگر  تناقض است. 퐽 گاه آن  

 푛 = 2 . 3 . 5.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐿   گاه آن (11)

푛 = 2 . 5 . 11 . 
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 푈   گاه آن (8)

푛 = 2 . 3 . 5. 7 . 13 . 
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.  
 

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه  آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17. 
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐴 گاه آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) ، یک تناقض
≅اگر  است. 퐴 گاه  آن  

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11 . 13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆) یک تناقض ،
≅اگر  است. 퐸   گاه نآ (2)

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.  
  

푛چون  |푛 (퐺) = 푛 (푆)  یک تناقض به
≅؛ بنابراین آوریم دست می 퐻푁.  

푆  .21 مورد = 푂푁  
푝این حالت  در = 푛 و 31 (푆) =

2 . 3 . 7 .  هاي ممکن براي  همه حالت .11.19
퐿اند از: عبارت (31) ،퐿 (5) ،퐿 (32) ،퐿 (125) ،
퐺 (5) ،퐿 (2)  ،퐿 (2) ،퐿 (5) ،퐿 (25) ،푂 (5) ،
푆 (5) ،푂 (5) ،푂 (2) ،푈 (31) ،퐿 (4) ،
푆 (2) ،푂 (2) ،푂푁، 푇ℎ، 푂 (2)، 퐿 (4) ،
푆 (2) ،퐴 ،퐴 ،퐴 ،퐴 퐴  و퐴. 

≅اگر 퐿   گاه ، آن	(31)
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 7 . 11.19  

  
19. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	.31) که یک ،

≅اگر تناقض است. 퐿   گاه  آن ،	(5)
2 . 5 = 푛 (퐿 (5))|푛 (S) = 2 . 5.7.11  

  
≅که یک تناقض است. اگر  퐿   گاه ، آن	(32)

푛 = 2 .  ؛ 3.11
  بنابراین

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 7 . 19  

  
19 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	31)،  که

≅اگر  تناقض است. 퐿   گاه  ، آن	(125)
푛 = 3 . 5 . 7. 

  
푛چون  |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد

≅اگر  شود. می 퐺   گاه ، آن	(5)
 푛 = 2 . 3 . 5 . 7.  

  
푛چون  |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد

≅اگر  شود. می 퐿   گاه ، آن	(2)
푛 = 2 . 3 . 7.  

  
푛چون  |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد

≅اگر  شود. می 퐿   گاه ، آن	(2)
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푛 = 2 . 3 . 7  .  
  

푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 
≅اگر  퐿   گاه  ، آن	(5)

푛 = 2 . 3. 5 . 13 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 
هاي مذکور  با سایر گروه به طور مشابه اگر 

شود؛  گاه یک تناقض ایجاد می یکریخت باشد آن
≅بنابراین  푂푁.  

  
푆 .22 مورد = 퐵  

푝در این حالت  = 푛و  47 (푆) =

2 . 3 . 5 . 7 . هاي  همه حالت .11.13.17.19.31
퐿از:  اندعبارت ممکن براي  (47) ،퐿 (47 ) ،

푆 (47) ،퐵، ،퐴  47که در آن ≤ 푛 ≤ 52 .  
≅اگر 퐿   گاه ، آن	(47)

푛 = ( )
| :풩 ( )|

= 48.  
 بنابراین 

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.19.31  

  
3 .، داریم:3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	47) 

≅اگر  که یک تناقض است. 퐿 (47   گاه ، آن	(
푛 = 2.5.13.17 .  

  از طرفی 
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5 . 7 . 11.19.31  

  
11. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	47) چون ،
푛 |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 

≅اگر  푆   گاه ، آن	(47)
푛 = 2 . 3 .   ؛ 5.13.17

  بنابراین
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5 . 7 . 11.19.31  

11 .3. 2فاده از لم با است ≡ 1(푚표푑	47) چون ،
푛 |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 

≅اگر  퐴   گاه ، آن	
푛 = (47 − 2)! .  

  
푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می  

≅اگر  퐴   گاه  ، آن	
푛 = !  . 

  
푛چون  |푛 (퐺) شود.  یک تناقض ایجاد می

≅اگر  퐴   گاه ، آن	
푛 = !  .  

  
푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 

≅اگر  퐴   گاه ، آن	
푛 = !  .  

  
푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 

≅اگر  퐴   گاه ، آن	
푛 = !  .  

  
푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 

≅اگر  퐴   گاه ، آن	
푛 = !  .  

  
푛چون  |푛 (퐺) شود؛  یک تناقض ایجاد می

≅بنابراین  퐵.  
  

푆 .23مورد  = 푀  
푝در این حالت  = 푛 و 71 (푆) =

2 . 3 . 5 . 7 . 11 . 13 . 17.19.23.29.31. 
اند عبارت هاي ممکن براي  همه حالت .41.47.59

퐿: از (71) ،퐿 (5) ،퐿 (5) ،푀 ،퐴 ،퐴. 
≅اگر 퐿   گاه ، آن	(71)
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푛 = ( )
| :풩 ( )|

= 72.  

 بنابراین 
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3 . 5 .  
7 . 11 . 13 . 17.19.23.29. 31. 41.47.59.  

  
17. 3. 2م با استفاده از ل ≡ 1(푚표푑	71) که یک ،
≅اگر  تناقض است. 퐿   گاه ، آن	(5)

푛 = 2 . 3 . 5 . 13.31.  
  

푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 
≅اگر  퐿   گاه ، آن	(5)

푛 = 2 . 3 . 5 . 7.13. 31 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 
≅اگر  퐴   گاه ، آن	

푛 = (71 − 2)! .   
  

푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 
≅اگر  퐴   گاه ، آن	

푛 = !  .  
  

푛چون  |푛 (퐺) شود؛  یک تناقض ایجاد می
≅بنابراین  푀 .  

  
푆 .24مورد  = 푅푢  

푝در این حالت  = 푛و  29 (푆) =

2 . 3 . 5  هاي ممکن براي  همه حالت .13.
퐿اند از: عبارت (29) ،퐿 (17 ) ،푆 (17) ،푅푢 ،

푈 (17)،퐹푖.퐴،퐴. اگر≅ 퐿   گاه ، آن	(29)
푛 = ( )

| :풩 ( )|
= 30.  

  بنابراین 
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 2 . 3 . 5 . 13.  

  
13. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	29) ، که یک

≅اگر  تناقض است. 퐿 (17   گاه ، آن	(

푛 = 2 . 3 . 17 . 
  

푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 
≅اگر  푆   گاه ، آن	(17)

푛 = 2 . 3 . 17 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 
≅اگر  푈   گاه ، آن	(17)

푛 = 2 . 3 . 7.13.17 .  
  

푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 
≅اگر  퐹푖   گاه ، آن	

푛 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11.13.17.23.  
  

푛چون  |푛 (퐺) شود. می یک تناقض ایجاد 
≅اگر  퐴   گاه ، آن	

푛 = (29 − 2)! .  
  

푛چون  |푛 (퐺)شود. یک تناقض ایجاد می 
≅اگر  퐴   گاه ، آن	

푛 = !  .  
  

푛چون  |푛 (퐺) شود؛  یک تناقض ایجاد می
≅بنابراین  푅푢 .  

  
푆 .25 مورد = 퐿푦  

푝 در این حالت = 푛 و 67 (푆) =

2 . 3 . 5 .  هاي ممکن براي  همه حالت 7.31.37
퐿اند از: عبارت (67) ،퐿 (37) ،퐿 (29) ،퐿 (67) ،
퐿푦 ،퐿 (37 ) ،퐺 (37) ،퐴،퐴   ،퐴 ،
퐴،퐴. اگر≅ 퐿   گاه  نآ ،	(67)

2 . 17 = 푛 (퐿 (67))|푛 (S) =
2 . 3 . 5 . 7.31.37  

  
≅اگر که یک تناقض است.  퐴   گاه  ، آن	
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푛 = (67 − 2)! .  
  

푛 چون 10.5 |푛 (퐺)  یک تناقض ایجاد
  شود. می

هاي مذکور  با سایر گروه به طور مشابه اگر 
شود؛  گاه یک تناقض ایجاد می یکریخت باشد آن

≅بنابراین  퐿푦.  
  

푆 .26مورد  = 푇ℎ  
푝در این حالت  = 푛 و 31 (푆) =

2 . 3 . 5 . 7 هاي ممکن براي  همه حالت 13.19
퐿: اند ازعبارت  (31) ،퐿 (5) ،퐿 (32) ،

퐿 (125) ،퐺 (5) ،퐿 (2) ،퐿 (2) ،퐿 (5) ،
퐿 (25) ،푂 (5) ،푆 (5) ،푂 (5) ،푂 (2) ،
푈 (31) ،퐿 (4) ،푆 (2) ،푂 (2) ،푂푁، 푇ℎ، 
푂 (2)، 퐿 (4) ،푆 (2) ،퐴 ،퐴 ،퐴 ،퐴 

퐴  و퐴. اگر≅ 퐿   گاه ، آن	(31)
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5 . 7 . 13.19  

  
19. 3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	31) که یک ،

≅اگر تناقض است. 퐿   گاه  آن، 	(5)
2 . 5 = 푛 (퐿 (5))|푛 (S) =
2 . 3 . 5 . 7 13.19  

  
≅اگر ت. که یک تناقض اس 퐿  گاه  ، آن	(32)

푛 = 2 .   ؛ 3.11
  بنابراین

2 . 3.11 = 푛 (퐿 (5))|푛 (S) =
2 . 3 . 5 . 7 . 13.19  

  
≅اگر  که یک تناقض است. 퐿   گاه ، آن	(125)

푛 = 3 . 5 . 7.  
  

푛 چون |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می 
≅اگر  퐺   گاه ، آن	(5)

푛 = 2 . 3 . 5 . 7.  

푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می  
≅اگر  퐿   گاه ، آن	(2)

푛 = 2 . 3 . 7.  
  گاه آن

|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| =
2 . 3 . 5 . 7.13.19  

  
19 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	31) که یک ،

≅اگر  تناقض است. 퐿   گاه ، آن	(2)
푛 = 2 . 3 . 7  .  

  گاه آن
|푁:풩 (푃)| = |푁: 풞 (푃)| = 3 . 13.19  

  
19 .3. 2با استفاده از لم  ≡ 1(푚표푑	31) که یک ،

≅اگر  تناقض است. 퐿   گاه آن، 	(5)
푛 = 2 . 3. 5 . 13 . 

  
푛چون  |푛 (퐺) شود. یک تناقض ایجاد می  

هاي مذکور  با سایر گروه به طور مشابه اگر 
شود؛  گاه یک تناقض ایجاد می یکریخت باشد آن

≅بنابراین  푇ℎ .  
푁دهیم  براي تکمیل برهان نشان می = 푍(퐺) .

باشد،  퐺زیرگروه سیلوي  푝_یک  푃فرض کنید 
푛 چون = 푛 (퐺)  و푛 = ( )

| :풩 ( )|
 

푁:풩|پس  (푃)| = 푁. بنابراین 1 ≤ 풩 (푃) از .
[푃,푁]رو  این ≤ 푃 ∩ 푁 = نی است . این بدان مع1
شود.  جابجا می 퐺زیرگروه.سیلوي  푝−با هر  푁که 

شود  تولید می 푝توسط عناصر از مرتبۀ  퐺چون 
푁شود که  نتیجه می ⊆ 푍(퐺) از طرف دیگر .
( ) یک گروه سادة غیرآبلی است  ، چون ⊵

푁پس  = 푍(퐺) .و حکم ثابت است  
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