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 يکردهاي، پرداخته و با استفاده از رويتميلگار-G*Qطول عمر به نام خانواده  يهاعياز توز يديخانواده جد ين مقاله، به معرفيدر ا

 نان متناظر آن را به دستيت اطميز تابع قابلين آناليچند و هميخانواده جد يز، برآورد پارامترهايب-Eز و ي، بييمم درستنمايماکز

 ي، گشتاور ناکامل، مولد گشتاورها و تابع چندکيرمرکزيغمانند توابع گشتاور  يآمار يهايژگيو ين، برخيم. علاوه بر ايآوريم

-ييمابل معکوس نيوا يهان خانواده به ناميرمدل از ايبل معکوس، دو زيه وايع پايو با در نظر گرفتن توز ين خانواده را بررسيا

را ارائه  شدهيد معرفيدو مدل جد يو برآورد پارامترها يآمار يهايژگيو و يرا معرف يتميلگار-يبل معکوس توانيو وا يتميلگار

د يانواده جدخ يم. برتريينمايسه ميرا مقا يابيبرآورد يهاکارلو، روشمونت يسازهيکرد شبيم. در ادامه، با استفاده از رويينمايم

، XIIوع ، بور نيندليبل، پارتو، گومپرتز، ليک مانند گاما، وايکلاس يهاعيتوز ي، بر برخيواقع يهاشده، در برازش دادهيمعرف

 .و گزارش شده است يز بررسيشده ن ييبل نمايبل و وايوا-نيبل معکوس، مارشال الکيوا

 نقاط مهم. يريگز، نمونهيب-Eنان، برآوردگر يت اطمي، طول عمر، تابع قابليتميلگار ليتبد
  

                                                 
  Email:e_baloui8002@yahoo.com                        دار مکاتبات:عهده  *

                                    

ياضين در رينو يهاپژوهش قاتي، واحد علوم و تحقيدانشگاه آزاد اسلام                                                                                                   

http://jnrm.srbiau.ac.ir/
mailto:e_baloui2008@yahoo.com


 410                               1041 مهر و آبان ، سي و هشتم، شماره های نوين در رياضي/ سال هشتم/ پژوهشآرزو امیرزادی و همکاران 
 

 

 

 يسازمدل يبرا ياريبس يآمار يهاعير، توزيدر دو دهه اخ

اند. اکثر شده يطول عمر معرف يهاتر دادهبهتر و منعطف

ا يشده، در واقع بسط و يد معرفيجد يهاعيتوز

ان، ين ميباشند. در ايک ميکلاس يهاعيتوز يشدهاصلاح

، X [2] -بلي، واG [1] -گاما-لگ يهاعيتوان توزيم

شده يي[، نما4د ]يافته جديميبل تعمي[، وا3]G -کيلجست

 1[، بخت7] H-يي[، نما6] X-يي[، نما5افته ]يميتعم

[ را 9] 2افتهيگسترش-X[ و 8افته ]يميمعکوس تعم بليوا

 نام برد.

 ينزول 3با نرخ شکست يينما-تمي[ خانواده لگار11]

 نمودند ير معرفيرا به صورت ز

𝐹(𝑥, 𝛽, 𝑝) = 1 −
ln(1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑥)

ln(𝑝)
,    

 1 < 𝑝 < 1, 𝛽 > 1 

-EMمدل را با استفاده از  ين برآورد پارامترهايچنهم

 تم محاسبه نمودند. يالگور

شده دهيتم بريع لگاري[، توز11] يبا الهام از دستاوردها

، 4نانيطمت ايز تابع قابليبه همراه آنال يينما-افتهيميتعم

 يهاها با استفاده از روششده است. آن ي[ معرف11توسط ]

 يتم، گشتاوريالگور-ML، EM)5( ييمم درستنمايماکز

 د پرداختند.يع جديتوز ي، به برآورد پارامترهايزيو ب

که چوله به  يپزشک يهاداده يسازبه منظور مدل

ها به نام عياز توز يديخانواده جد[ 12باشند، ]يراست م

ن يا را ارائه نمودند. 6افتهيمنعطف کاهش X-تميلگار

 7يپارامترسازق دوبارهيتوان از طريخانواده را م

-𝛼شده و يينما يتميلگار-G يکومارسائوم يهاخانواده

د يتول يبرا يني[ روش نو14[ به دست آورد. ]13] يتميلگار

                                                 
1Odd  
8 Extended 
3 Failure Rate 
4 Reliability Function 
5 Maximum Likelihood 
6 Flexible Reduced Logarithmic-X  

 ده است.نمو يمعرف يتميلات لگاريها به نام روش تبدعيتوز

از  يديد خانواده جديتول يبرا يدي[ مولد جد15] راياخ

 يرا معرف (LET)8 يينما-لات لگيها به نام تبدعيتوز

، يي، نما9شهل فرهياز قب يه مختلفيپا يهاعينمودند و توز

ع يزتو يژه به بررسيلومکس را در نظر گرفته و به طور و

 .شه پرداختندفره- LETد يجد

 يرفرا مع ياسه مولفه يخته کومارسائوميع آمي[ توز16]

 مدل، تحت يپارامترها يزينموده و به مبحث استنباط ب

 يزيب يکه برآوردها ييجاسانسور نوع اول پرداختند. از آن

 يريگتم نمونهيباشند، لذا الگورينم يافرم بسته يدارا

 نقاط مهم را به کار بردند.

 يرات پارامترها روييکه حوزه تغي، زمانيمتون آماردر 

ز سلسله يع باشد، علاوه بر روش برآورد بيپارامتر، وس يفضا

-E11مورد انتظار )-زيبه نام روش ب يگري، روش ديمراتب

ز از يو به کار برده شده که نسبت به روش ب ي( معرفزيب

باشد و يبرخوردار م يبرآورد کمتر يو خطا يآمار يبرتر

اقع شده و يسندگان مورد توجه و بررسياز نو ياريتوسط بس

 است. 

، ييمم درستنمايبرآورد ماکز يهاروش ي[ به بررس17]

 -ع بورينان توزيت اطميپارامترها و تابع قابل زيب-Eو  يزيب

X د. افته پرداختنيميد نوع دوم تعميبريتحت سانسور ه

نان و يمت اطياس، تابع قابليپارامتر مق يابي[ به برآورد18]

ز، توجه يب-Eکرد يع چن، با رويتوز 11تابع نرخ مخاطره

ن يشيع پيو توز 12ان مربع خطا متعادلينموده و از تابع ز

، به زيب-E[ با استفاده از روش 19مزدوج گاما بهره بردند. ]

افته تحت يميمعکوس تعم ييع نمايتوز يبرآورد تابع پارامتر

ن يشيها بر اساس توابع پآنان مربع خطا پرداختند. يتابع ز

7 Reparameterization 
2 Log-Expo Transformation 
9 Fréchet 
10 Expected-Bayesian 
11 Hazard Rate 
18 Balanced 
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بر  نيشيع پير انتخاب توزي، تاث13از ابرپارامترها يگوناگون

 نمودند.  يدقت برآورد را بررس يرو

روبرو  ي، با مشاهداتيو مهندس يدر علوم پزشک

ه دن به نقطيها در ابتدا تا رسم که نرخ مخاطره آنيشويم

ناگهان کاهش ابد و ييش مين، افزايآغاز يهااوج در زمان

خاطره ابد. توابع نرخ ميدست  يک مقدار ثابتيابد تا به ييم

را نرخ مخاطره وان شکل  يرفتار يهايژگين ويبا ا

طول عمر و بقا  يهاداده يسازنامند و در مدليم 14وارون

با نرخ مخاطره  يگوناگون يهاعيدارد. توز يکاربرد فراوان

 لبيع وايتوز ليشده است از قب يوان شکل وارون معرف

[ 21آلفا لومکس ] يع تواني[، توز21] 15افتهيليمعکوس تبد

 [.22شده ]ييمعکوس نما يليو را

طول عمر،  يهاداده يسازاز مدلين مقاله، بنا بر نيدر ا

 يتر با برازش بهتر، به معرفمنعطف يهاعيبا استفاده از توز

دو م و به عنوان يپردازيها معياز توز يديخانواده جد

 يرا معرف يد آماريع جديرمدل خاص از آن، دو توزيز

مم يل ماکزياز قب يبرآورد گوناگون يهام. روشيينمايم

مدل در نظر  يپارامترها يبرا يزيب-Eو  يزي، بييدرستنما

ه ن مقاله به آن بيکه در ا يگريگرفته شده است. جنبه د

 نانيت اطميز تابع قابليطور جامع پرداخته شده است، آنال

برآورد  يهاباشد. با استفاده از روشيد ميخانواده جد

ن روش ينان را برآورد نموده و بهتريت اطميمذکور، تابع قابل

 يهان با استفاده از دادهيچنهم م.يينمايم يبرآورد را معرف

رد ن روش برآويترقين و دقيشده به ارائه بهتر يسازهيشب

 RMSE)16( ن مربعات خطايانگيشه مير يبر مبنا

 م.يپردازيم

 يرا معرف يتميلگار-G*Qد ي، خانواده جد2در بخش 

آن مانند گشتاور  يآمار يهايژگيو ينموده و برخ

و تابع  ، گشتاور ناکامل، تابع مولد گشتاوريرمرکزيغ

                                                 
13 Hyperparameter 
14 Upside-down Bathtub Shape 
15 Transmuted 

مختلف  يهابه روش 3م. بخش يآوريرا به دست م يچندک

د و ابييد مدنظر اختصاص ميخانواده جد يبرآورد پارامترها

اده نان خانويت اطميو برآورد تابع قابل ي، به معرف4بخش 

ر مدل ي، دو ز5باشد. در بخش يها معطوف معيد از توزيجد

ها و عيتوز يآمار يهايژگيد به همراه وياز خانوده جد

گردد. دو يبرآورد پارامترها به طور جامع ارائه م يهاروش

شکل وارون تابع نرخ مخاطره وان  يع مدنظر دارايتوز

 يها، با استفاده از داده6باشند. در بخش يم

 يهاروش يد، به بررسيع جديشده از دو توزيسازهيشب

م. يپردازينان ميت اطميمختلف برآورد پارامترها و تابع قابل

 يي، کاراي، با استفاده از داده واقع7ان در بخش يدر پا

سه با يها در مقاداده يسازد در برازش و مدليخانواده جد

 .ميزنيک، محک ميکلاس يهاعيتوز يبرخ

 يتميلگار- G*Qخانواده  يمعرف

ع يتابع توز يدارا 𝑋 وستهيپ ير تصادفيد متغيفرض کن

𝑄(𝑥, 𝛼, 𝛾) احتمال  يو تابع چگال 𝑞(𝑥, 𝛼, 𝛾) 

ر اساس و ب يتميل لگاريباشد. سپس با استفاده از تبديم

,𝑄(𝑥ه يع پايتوز 𝛼, 𝛾)طول  يهاعيد از توزيجد ، خانواده

–G*Qم که آن را يکنيم ير معرفيعمر را به صورت ز

 م.ينامي( مG*Q-L) يتميلگار

𝐹(𝑥, 𝛼, 𝛾, 𝑝, β)                                      (1) 

= 1 −
ln(1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾), β))

ln(𝑝)
, 

1 < 𝑝 < 1,  𝑥, 𝛼, β, 𝛾 > 1 

,𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)که در آن تابع  β))از  ي، تابع

𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)  و پارامترβ ر صدق يط زيباشد که در شرايم

 کنديم

16 Root Mean Squared Error 
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1-  𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾), β) ∈ [1,1]. 

,𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)تابع  -2 β) کنوا ير و يپذمشتق

 باشد.ي( ميرصعودي)غ

𝑥اگر   -3 → ,𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾) گاه ، آن∞ β) → و 1

𝑥اگر  → ,𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)گاه ، آن∞− β) → 1. 

𝜃با در نظر گرفتن بردار پارامتر  = (𝛼, 𝛾, p, β) تابع ،

PDF  ديآير به دست ميبه صورت ز ديجددر خانواده 

𝑓(𝑥,𝜃 ) = 

(1 − 𝑝)𝑞(𝑥, 𝛼, 𝛾)𝑔(𝑄(𝑥, 𝛼, 𝛾), β))

(1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑄(𝑥, 𝛼, 𝛾), 𝛽))ln(𝑝)
           

.)𝑔 که در آن .)𝐺مشتق تابع  (  باشد.يم (

,𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾) اگر .1تذکر  β) = 1 − 𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)𝛽 

-شده يينما Qشده، خانواده ع حاصليباشد به خانواده توز

𝛽 شود و اگر در آنيگفته م 17يتميلگار = گاه باشد، آن 1

گفته  18يتميلگار-Qشده، خانواده حاصل ع يبه خانواده توز

 [. 23]شود يم

,𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾) اگر β) = 1 − (1 − (1 −

𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)𝛽)𝜉)𝜂) شدهحاصل ع يباشد به خانواده توز ،

 EKu) 19يتميلگار-شدهيينما يمسائوماروک Qخانواده 

Q-Lشود و اگر در آن ي( گفته م𝜂 = باشد آنگاه به  1

-يکاماراسوام Qخانواده شده، ع حاصليخانواده توز

 . [23]شود  يگفته م (L-Ku Q) 21 يتميلگار

,𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)اگر  β) = 𝑒−𝛽𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)  باشد، به

 21يتميلگار-يينما Qع حاصل شده، خانواده يخانواده توز

(EQ-Lم )م.ييگوي 

                                                 
17 Exponentated Q-Logarithmic 
12 Q-Logarithmic 
19 Exponentiated Kumaraswamy Q-Logarithmic 
80 Kumaraswamy Q-Logarithmic 

,𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)اگر  β) =
1−𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)𝛽

1+𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)𝛽  باشد به

 22يتميلگار - يتوان Qع حاصل شده، خانواده يخانواده توز

(PQ-Lم )م.ييگوي 

,𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)اگر  β) =
𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝛽

𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝛽+𝑄(𝑥,𝛼,𝛾)𝛽 

نسبت  Qع حاصل شده، خانواده يباشد به خانواده توز

 م. ييگوي( مL-ORQ) 23يتميلگار–بخت

 ديرير را در نظر بگيه زيع پاياکنون توز

𝑄(𝑥,𝛼,𝛾) = 𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾),     𝑥 > 1             (2) 

 ر استياحتمال آن به صورت ز يکه تابع چگال

𝑞(𝑥,𝛼,𝛾) = −𝛼𝜙′(𝑥,𝛾)𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), 
𝜙(∞,𝛾)با  يدا نزوليتابع اک 𝜙(𝑥,𝛾)در آن  و = و  1

𝜙(1, 𝛾) =  باشد. يم ∞

طول عمر  يهاعياز توز يا( خانواده گسترده2ه )يع پايتوز

، 𝜙(𝑥,𝛾)متفاوت تابع  يهارد. با انتخابيگيرا در بر م

عنوان مثال به گردد.يحاصل م يمختلف يآمار يهاعيتوز

𝜙(𝑥,𝛾)با انتخاب  = 𝑥−1با معکوس ييع نماي، توز ،

𝜙(𝑥,𝛾) = 𝑥−𝛾 با معکوس بليع وايتوز ،𝜙(𝑥,𝛾) =

𝑥−2 با معکوس يليع رايتوز ،𝜙(𝑥,𝛾) = 𝑒𝑥−𝛾
− 1 

𝜙(𝑥,𝛾)، با معکوسع چن يتوز = log(1 +
𝛾

𝑥
ع يتوز (

𝜙(𝑥,𝛾)، با معکوسلومکس  = 𝑒𝑥
1
𝛾(

𝛾

𝑥
ع يتوز (1+

𝜙(𝑥,𝛾)و با  معکوس گومپرتز = log(1 +
1

𝑥𝛾) ع يتوز

  د.يآيبه دست م معکوس بور

( 1د )يجد يع هاي(، کلاس توز2ه )يع پايبا استفاده از توز

 يتميلگار–*𝜙Gشود که آن را يحاصل م ريبه صورت ز

(G*𝜙-Lم )مينامي 

𝐹(𝑥, 𝜃) = 

1 −
ln(1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β))

ln(𝑝)
 

81 Exponential Q-Logarithmic  
88 Power Q-Logarithmic 
83 Odd Ratio Q-Logarithmic  
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1 < 𝑝 < 1,   𝑥, 𝛼, β, 𝛾 > 1, 

 باشدير مياحتمال آن به صورت ز يکه تابع چگال

𝑓(𝑥,𝜃 ) = 

−𝛼(1 − 𝑝)𝜙′(𝑥,𝛾)𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾)𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥, 𝛾), β)

(1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β)) ln(𝑝)
  

 .باشديم 𝜙(𝑥,𝛾)مشتق تابع  𝜙′(𝑥,𝛾)که در آن 

خانواده  PDFاز تابع  ياختهيش آمينما 2.1

G*Q-L 
خانواده  PDFاز تابع  ياختهيش آمين بخش، نمايدر ا

G*Q-L يرا به دست آورده که در محاسبه برخ 

 شيشود. نماين خانواه به کار برده ميا يآمار يهايژگيو

 باشدير ميبه صورت ز PDFخته تابع يآم

𝑓 (𝑥, 𝜃) = 

−𝛼(1 − 𝑝)𝜙′(𝑥,𝛾)𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾)𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥, 𝛾), β)

(1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β))ln(𝑝)
 

=
−𝛼𝜙′(𝑥,𝛾)𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾)𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥, 𝛾), β)

ln(𝑝)
 

∑

∞

𝑘=1

(1 − 𝑝)𝑘+1𝐺𝑘(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β) 

=
𝑞(𝑥, 𝛼, 𝛾)𝑔(𝑄(𝑥, 𝛼, 𝛾), β))

ln(𝑝)
 

∑

∞

𝑘=1

(1 − 𝑝)𝑘+1𝐺𝑘(𝑄(𝑥, 𝛼, 𝛾), β). 

-G*Qخانواده  PDFطور که مشهود است، تابع همان

L ياز تابع پارامتر يضربتوان به صورت حاصليرا م 

(
1

ln(𝑝)
,𝑞(𝑥, 𝛼, 𝛾)𝑔(𝑄(𝑥, 𝛼, 𝛾)، تابع ( β))  و

1))مجموع موزون  − 𝑝)𝑘+1) تابع  يتوان يسر

𝐺(𝑄(𝑥, 𝛼, 𝛾), β) به نگارش درآورد. 

                                                 
84 Moment Generating Function 

  G*Q-Lخانواده  يآمار يهايژگيو يبرخ 2.2

 G*Q-Lخانواده  يآمار يهايژگيو ين بخش، برخيدر ا

، گشتاور ناکامل، مولد يرمرکزيل تابع گشتاور غياز قب

 گردد.يارائه م يو تابع چندک )MGF)24گشتاور 

ام خانواده - rمرتبه يرمرکزيتابع گشتاور غ 1گزاره 

G*Q-L شوديش داده مير نمايبه صورت ز 

𝜇′
𝑟 = 

1

ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘+1(−𝛼)ℎ+1

ℎ!
𝜅(𝑟,ℎ),  

 که در آن

 𝜅(𝑟,ℎ) = ∫
∞

1
𝑥𝑟𝜙′(𝑥,𝛾)𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥, 𝛾), β) 

𝐺𝑘(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β)𝜙ℎ(𝑥,𝛾)𝑑𝑥. 

از خانواده  PDFخته تابع يش آميبا توجه به نما اثبات:

G*Q-L ،مرتبه  يرمرکزيگشتاور غr-ر يام به صورت ز

 شوديمحاسبه م

𝜇′
𝑟 = 𝐸(𝑋𝑟) =

−𝛼

ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

(1 − 𝑝)𝑘+1 

∫
∞

1
𝑥𝑟𝜙′(𝑥,𝛾)𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾)𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥, 𝛾), β) 

𝐺𝑘(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β)𝑑𝑥 

=
1

ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘+1(−𝛼)ℎ+1

ℎ!
 

∫
∞

1
𝑥𝑟𝜙′(𝑥,𝛾)𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥, 𝛾), β) 

𝐺𝑘(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β)𝜙ℎ(𝑥,𝛾)𝑑𝑥, 

 شود.ي، اثبات کامل م𝜅(𝑟,ℎ) يگذاريبا جا

به صورت  G*Q-Lگشتاور ناکامل خانواده  1ملاحظه 

 شودير ارائه ميز

𝑚𝑟(𝑦) =
1

ln(𝑝)
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∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘+1(−𝛼)ℎ+1

ℎ!
∫

𝑦

1
𝑥𝑟𝜙′(𝑥,𝛾) 

𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥, 𝛾), β)𝐺𝑘(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β)𝜙ℎ(𝑥,𝛾)𝑑𝑥. 

ف تابع گشتاور ناقص به صورت يبر اساس تعر اثبات:

𝑚𝑟(𝑦) = ∫
𝑦

1
𝑥𝑟𝑓(𝑥)𝑑𝑥است. يهي، اثبات بد 

به صورت  G*Q-Lتابع مولد گشتاور خانواده  2گزاره 

 شودير نشان داده ميز

𝑀𝑋(𝑡) =
1

ln(𝑝)
 

∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

∑

∞

𝑙=1

(1 − 𝑝)𝑘+1(−𝛼)ℎ+1𝑡𝑙

ℎ! 𝑙!
𝜅(𝑙,ℎ). 

𝑒𝑡𝑥لور يو بسط ت MGFف يبا توجه به تعر اثبات: =

∑∞
𝑙=1

𝑡𝑙𝑥𝑙

𝑙!
 ميدار 

𝑀𝑋(𝑡) =
1

ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘+1(−𝛼)ℎ+1

ℎ!
 

∫
∞

1
𝑒𝑡𝑥𝜙′(𝑥,𝛾)𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥, 𝛾), β) 

𝐺𝑘(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β)𝜙ℎ(𝑥,𝛾)𝑑𝑥 

=
1

ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

∑

∞

𝑙=1

(1 − 𝑝)𝑘+1(−𝛼)ℎ+1𝑡𝑙

ℎ! 𝑙!
 

 ∫
∞

1
𝑥𝑙𝜙′(𝑥,𝛾)𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥, 𝛾), β) 

𝐺𝑘(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β)𝜙ℎ(𝑥,𝛾)𝑑𝑥 

=
1

ln(𝑝)
 

∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

∑

∞

𝑙=1

(1 − 𝑝)𝑘+1(−𝛼)ℎ+1𝑡𝑙

ℎ! 𝑙!
𝜅(𝑙,ℎ). 

ر يبه صورت ز G*Q-Lخانواده  يتابع چندک 1ف يتعر

  گردديارائه م

𝑥 = 𝜙−1 (
−1

𝛼
ln (𝐺−1 (

1 − 𝑝1−𝑢

1 − 𝑝
,𝛽) ) ,𝛾) . 

خانواده  يمختلف برآورد پارامترها يهاروش -3

G*Q-L 
 ين روش مختلف برآورد پارامترهاين بخش، چنديدر ا

مم يبرآورد ماکز يهامانند روش G*Q-Lخانواده 

م. در بخش يينمايرا مطرح م يزيب-Eو  يزيب ،ييدرستنما

سط ز تويمختلف برآورد را ن يها، عملکرد روشيسازهيشب

 .م نموديسه خواهيکارلو مقامونت يسازهيکرد شبيرو

 ييمم درستنمايماکز يبرآوردگرها 3.1

𝑋 يتصادف يرهايمتغ = 𝑋1, … ,𝑋𝑛 ه يپا عيو توز

𝑄(𝑥,𝛼,𝛾) يرا با پارامترها 𝛼  و𝛾د، تابعيري، در نظر بگ 

ر يبه صورت ز G*Q-Lخانواده  ييدرستنما-تميلگار

  شوديش داده مينما

ℒ(𝜃, 𝑋) = 𝑛ln(𝛼) + 𝑛ln(1 − 𝑝)         (3) 

−𝑛ln(−ln(𝑝))   + ∑

𝑛

𝑖=1

ln(−𝜙′(𝑥𝑖,𝛾))  

−𝛼 ∑

𝑛

𝑖=1

𝜙(𝑥𝑖 ,𝛾) + ∑

𝑛

𝑖=1

ln (−𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾),𝛽)) 

− ∑𝑛
𝑖=1 ln(1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾), 𝛽)).  

صفر  ينامعلوم با مساو يپارامترها ML يبرآوردگرها 

( به 3) ييتم درستنمايقرار دادن معادلات نرمال تابع لگار

 شوند.ير محاسبه ميصورت ز

𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝛼
=

𝑛

𝛼
− ∑

𝑛

𝑖=1

𝜙(𝑥𝑖 ,𝛾) 

− ∑

𝑛

𝑖=1

𝜙(𝑥𝑖 ,𝛾)𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾)
𝜕𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾),𝛽)

𝜕𝛼

𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾),𝛽)
 

−(1 − 𝑝). 

∑
𝜙(𝑥𝑖 ,𝛾)𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾)

𝜕𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾),𝛽)

𝜕𝛼

1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾), 𝛽)

𝑛

𝑖=1

= 1, 
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𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝛾
= ∑

𝑛

𝑖=1

𝜕𝜙′(𝑥𝑖,𝛾)

𝜕𝛾

𝜙′(𝑥𝑖,𝛾)
− 𝛼 ∑

𝑛

𝑖=1

𝜕𝜙(𝑥𝑖,𝛾)

𝜕𝛾
  

−𝛼 ∑

𝑛

𝑖=1

𝜕𝜙(𝑥𝑖,𝛾)

𝜕𝛾
𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾)

𝜕𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾), 𝛽)

𝜕𝛾

𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾), 𝛽)
 

−𝛼(1 − 𝑝) 

∑

𝜕𝜙(𝑥𝑖,𝛾)

𝜕𝛾
𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾)

𝜕𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾),𝛽)

𝜕𝛾

1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾), 𝛽)

𝑛

𝑖=1

= 1, 

𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝑝
=

−𝑛

1 − 𝑝
+

𝑛

𝑝 ln(𝑝)
 

− ∑
𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾), 𝛽)

1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾), 𝛽)

𝑛

𝑖=1

= 1, 

𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝛽
= ∑

𝑛

𝑖=1

𝜕𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾),𝛽)

𝜕𝛽

𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾),𝛽)
 + (1 − 𝑝). 

∑

𝜕𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾),𝛽)

𝜕𝛽

1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾), 𝛽)

𝑛

𝑖=1

= 1. 

 يزيب يبرآوردگرها 2.3

 يپارامترها يزيب يبرآوردگرها ين بخش، به معرفيدر ا

𝛼, 𝛾, β  و𝑝 خانواده  يبراG*Q-L م. به يپردازيم

ان مربع خطا يز، تابع زيب يمنظور محاسبه برآوردگرها

SEL)25( مستقل يپارامترها يم برد. برايرا به کار خواه 

𝛼, 𝛾, β پارامتر  يگاما و برا نيشيع پيتوز𝑝ع ي، توز

ن پارامترها يشيع پيم. توابع توزيريگين بتا را در نظر ميشيپ

 شود ير ارائه ميبه صورت ز

𝜋1(𝛼|𝑎1,𝑏1) =
𝑏1

𝑎1𝛼𝑎1−1𝑒−𝑏1𝛼

Γ(𝑎1)
, 

                                                 
85 Squared Error Loss 

𝜋2(𝛾|𝑎2,𝑏2) =
𝑏2

𝑎2𝛾𝑎2−1𝑒−𝑏2𝛾

Γ(𝑎2)
, 

𝜋3(𝑝|𝑎3,𝑏3) =
Γ(𝑎3 + 𝑏3)

Γ(𝑎3)Γ(𝑏3)
𝑝𝑎3−1 

(1 − 𝑝)𝑏3−1, 

𝜋4(𝛽|𝑎4,𝑏4) =
𝑏4

𝑎4𝛽𝑎4−1𝑒−𝑏4𝛽

Γ(𝑎4)
, 

𝑎𝑖که در آن  , 𝑏𝑖 , 𝑖 = معلوم هستند و  يابرپارمترها  1,2،3،4

ن درباره يشياطلاعات پ يايشوند که گويانتخاب م يطور

م که با انتخاب يوشيادآور ميباشند.  𝑝و  𝛼, 𝛾, β يپارامترها

𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 = مترها پارا يبخش براين ناآگاهيشيع پيبه توز 1

 م.يابييدست م

 شودير نشان داده مين پارامترها به صورت زيشيع توام پيتوز

 𝜋(𝜃) = 𝜋1(𝛼|𝑎1,𝑏1)𝜋2(𝛾|𝑎2,𝑏2)𝜋3(𝑝|𝑎3,𝑏3) 

𝜋4(𝛽|𝑎4,𝑏4). 

ن يپس ي(، تابع چگال2و )ن يشيع توام پيبا توجه به توز

  شودير ارائه ميبه صورت ز 𝑝و  𝛼, 𝛾, β يپارامترها

𝜋(𝜃|𝑋) ∝ 𝛼𝑛+𝑎1−1𝑒
−𝛼(𝑏1+∑𝑛

𝑖=1 𝜙(𝑥𝑖,𝛾))𝛾𝑎2−1 

𝑒−𝑏2𝛾𝑝𝑎3−1(1 − 𝑝)𝑛+𝑏3−1𝛽𝑎4−1𝑒−𝑏4𝛽 

∏

𝑛

𝑖=1

𝜙′(𝑥𝑖 ,𝛾)𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖, 𝛾), β)

(1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾), β)) (−ln(𝑝))
 

 ∝ G𝛾(𝑎2,𝑏2)G𝛽(𝑎4,𝑏4)B𝑝(𝑎3,𝑏3 + 𝑛)  

G𝛼|𝛾 (𝑎1 + 𝑛,𝑏1 + ∑

𝑛

𝑖=1

𝜙(𝑥𝑖 ,𝛾))  𝑊(𝜃), 

 PDFانگر تابع يب بي، به ترت(.,.)Bو  (.,.)Gکه در آن 

ف ير تعريبه صورت ز 𝑊(𝜃)باشد و تابع يگاما و بتا م

 شوديم
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 𝑊(𝜃) =                                                   (4)  

∏

𝑛

𝑖=1

𝜙′(𝑥𝑖,𝛾)𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖, 𝛾),β)

(1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥𝑖,𝛾), β)) (−ln(𝑝))
.      

 SELتحت  𝐴(𝜂)ز تابع يم که برآوردگر بيشويادآور مي

 شوديف مير تعريبه صورت ز

�̂�𝐵(𝜂) = 𝐸(𝐴(𝜂)|𝑋). 

خانواده  يطور که مشهود است، عبارت فوق براهمان

L-G*Q قاط ن يريگندارد. لذا از روش نمونه يافرم بسته

نقاط مهم،  يريگم. روش نمونهيينماياستفاده م 26مهم

ن متناظر يع پسياز توز ييهاد نمونهيتول يمناسب برا يروش

گر برآورد ينقاط مهم برا يريگنمونه يباشد. روند کليم

ن يدو حالت خاص از ا يبرا G*Q-Lز از خانواده يب

 .شوديخانواده، در ادامه بحث م

 يزيب-E يبرآوردگرها 3.3

خانواده  يز پارامترهايب-Eن بخش به محاسبه برآورد يدر ا

G*Q-L يم. لازم به ذکر است که برايپردازيم 

ن گاما و يشيپ يهاعيتوز 𝛼, 𝛾, βمستقل  يپارامترها

 ت. م گرفين بتا را در نظر خواهيشيع پيتوز 𝑝پارامتر  يبرا

 يابه گونه 𝑝و  𝛼, 𝛾, βن يشيپ يلازم است پارامترها

ن يشيپ يهاعيب، توزيانتخاب شوند تا به ترت

𝜋1(𝛼|𝑎1,𝑏1) ،𝜋2(𝛾|𝑎2,𝑏2) ،𝜋3(𝑝|𝑎3,𝑏3)  و

𝜋4(𝛽|𝑎4,𝑏4) ياز پارامترها ينزول يتوابع 𝛼, 𝛾, β  و𝑝 

را نسبت  نيشين منظور، مشتق مرتبه اول توابع پيباشد. بد

 ميينمايمتناظر محاسبه م يبه پارامترها

𝜕𝜋1(𝛼|𝑎1,𝑏1)

𝜕𝛼
= 

𝛼𝑎1−2𝑒−𝑏1𝛼[(𝑎1 − 1) − 𝑏1𝛼], 

𝜕𝜋2(𝛾|𝑎2,𝑏2)

𝜕𝛾
= 
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𝛾𝑎2−2𝑒−𝑏2𝛾[(𝑎2 − 1) − 𝑏2𝛾], 

𝜕𝜋3(𝑝|𝑎3,𝑏3)

𝜕𝑝
= 𝑝𝑎3−2(1 − 𝑝)𝑏3−2 

[(𝑎3 − 1)(1 − 𝑝) − 𝑝(𝑏3 − 1)], 

𝜕𝜋4(𝛽|𝑎4,𝑏4)

𝜕𝛽
= 

𝛽𝑎4−2𝑒−𝑏4𝛽[(𝑎4 − 1) − 𝑏4𝛽]. 

 گاهر، آنيز يهان با انتخاب ابرپارامترها در بازهيبنابرا

𝜋1(𝛼|𝑎1,𝑏1) ،𝜋2(𝛾|𝑎2,𝑏2) ،𝜋3(𝑝|𝑎3,𝑏3)  و

𝜋4(𝛽|𝑎4,𝑏4) متناظر  ياز پارامترها ينزول يتوابع

 باشنديم

1 < 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 < 1,    𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4 > 1 . 

𝑏𝑖, 𝑖مستقل  يبا در نظر گرفتن ابرپارامترها = 1,2,3 ،4 

و  𝜋′(𝑏𝑖)ب به صورت يبه ترت يبا توابع چگال 𝑎𝑖و 

𝜋′(𝑎𝑖)ارائه  ريتوام ابرپارامترها به صورت ز ي، تابع چگال

 شوديم

𝜋′
1(𝑎𝑖,𝑏𝑖) = 𝜋′(𝑎𝑖)𝜋′(𝑏𝑖),    𝑖 = 1,2,3 ،4  . 

 يي، منجر به کاهش کارا𝑏𝑖ر بزرگ ي[ مقاد24طبق ]

 𝑏𝑖است که پارامتر  يشود. لذا ضروريم زيب-Eبرآوردگر 

را به عنوان  𝑠𝑖دار در نظر گرفته شود. در ادامه از بالا کران

 زيب-Eبرآوردگر  گاه،م. آنيريگيدر نظر م 𝑏𝑖 يکران بالا

پارامترها( به  يزيد برآورد بي)ام 𝑝و 𝛼,𝛾,β يپارامترها

 ديآير به دست ميصورت ز

�̂�𝐸𝐵 = 𝐸(�̂�𝐵|𝑋) 

= ∫
1

1
∫

𝑠1

1
�̂�𝐵𝜋′

1(𝑎1,𝑏1)𝑑𝑏1𝑑𝑎1, 

𝛾𝐸𝐵 = 𝐸(𝛾𝐵|𝑋) 

= ∫
1

1
∫

𝑠2

1
𝛾𝐵𝜋′

2(𝑎2,𝑏2)𝑑𝑏2𝑑𝑎2, 

�̂�𝐸𝐵 = 𝐸(�̂�𝐵|𝑋) 

= ∫
1

1
∫

𝑠3

1
�̂�𝐵𝜋′

3(𝑎3,𝑏3)𝑑𝑏3𝑑𝑎3, 
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�̂�𝐸𝐵 = 𝐸(�̂�𝐵|𝑋) 

= ∫
1

1
∫

𝑠4

1
�̂�𝐵𝜋′

4(𝑎4,𝑏4)𝑑𝑏4𝑑𝑎4, 

 يز پارامترهايب يبرآوردها �̂�𝐵و  �̂�𝐵,𝛾𝐵,�̂�𝐵که در آن 

𝛼, 𝛾, β  و𝑝  تحتSEL باشند.يم 

ع يپارامترها، براساس دو تابع توز زيب-Eبرآوردگر 

تعاقبا، م. ميآوريابرپارمترها، را به دست من مختلف از يشيپ

اب انتخ ياز به گونهين ابرپارامترها نيشيپ يهاعيتوز

لف بر ن مختيشيپ يهاعير توزيانگر تاثيشوند که نمايم

جا، نيز پارامترها باشد. در ايب-E يبرآوردگرها يرو

ن مدنظر، در دو گروه مختلف، به صورت يشيپ يهاعيتوز

 هان گروه اول ابرپارامتريشيع پيتوابع توزباشند. ير ميز

𝜋′
11(𝑎1,𝑏1) =

𝑎1
𝑢1−1

(1 − 𝑎1)𝑣1−1

𝑠1𝐵(𝑢1,𝑣1)
,         (5) 

𝜋′21(𝑎2,𝑏2) =
𝑎2

𝑢2−1
(1 − 𝑎2)𝑣2−1

𝑠2𝐵(𝑢2,𝑣2)
, 

𝜋′31(𝑎3,𝑏3) =
𝑎3

𝑢3−1
(1 − 𝑎3)𝑣3−1

𝑠3𝐵(𝑢3,𝑣3)
, 

𝜋′41(𝑎4,𝑏4) =
𝑎4

𝑢4−1
(1 − 𝑎4)𝑣4−1

𝑠4𝐵(𝑢4,𝑣4)
, 

ر ين گروه دوم ابرپارامترها به صورت زيشيع پيتوابع توزو 

 شوديارائه م

𝜋′
12(𝑎1,𝑏1) =                                            )6(   

2(𝑠1 − 𝑏1)𝑎1
𝑢1−1

(1 − 𝑎1)𝑣1−1

𝑠1
2𝐵(𝑢1,𝑣1)

, 

𝜋′22(𝑎2,𝑏2) =
2(𝑠2 − 𝑏2)𝑎2

𝑢2−1
(1 − 𝑎2)𝑣2−1

𝑠2
2𝐵(𝑢2,𝑣2)

, 

𝜋′32(𝑎2,𝑏2) =
2(𝑠3 − 𝑏3)𝑎3

𝑢3−1
(1 − 𝑎3)𝑣3−1

𝑠3
2𝐵(𝑢3,𝑣3)

, 

𝜋′
42(𝑎2,𝑏2) =

2(𝑠4 − 𝑏4)𝑎4
𝑢4−1

(1 − 𝑎4)𝑣4−1

𝑠4
2𝐵(𝑢4,𝑣4)

. 
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ا اند تانتخاب شده يان فوق به گونهيشيپ يهاعيتوز

، نسبت به 𝑝و  𝛼, 𝛾, β ين پارامترهايشيپ يهاعيتوز

 باشند. يپارامترها نزول

ز ين زيب-E يبرآوردگرها، يزيب يهمانند برآوردگرها

ز يب-E ين، برآوردگرهايندارند. بنابرا يافرم بسته

 نقاط يريگرا توسط روش نمونه 𝑝و  𝛼, 𝛾, β يپارامترها

 نقاط مهم يريگتم نمونهيم. الگوريآوريمهم به دست م

تحت توابع  G*Q-Lدو حالت خاص از خانواده  يبرا

، 𝜋′11(𝑎1,𝑏1)ن گروه اول ابرپارامترها را به صورت يشيپ

𝜋′21(𝑎2,𝑏2) ،𝜋′
31(𝑎3,𝑏3)  و𝜋′

41(𝑎4,𝑏4)  ارائه

نقاط مهم تحت توابع  يريگتم نمونهيم. الگوريينمايم

اصل تم اول حيمشابه با الگور ين گروه دوم به راحتيشيپ

ارائه نشده  يسينوجا به منظور خلاصهنيگردد و در ايم

 است.

 نانيت اطميز قابليآنال  -4

ت يز قابلياز توابع پرکاربرد در آنال يکينان يت اطميتابع قابل

 يرو ضرورنيباشد. از ايطول عمر م يهانان و دادهياطم

 تيرامون برآورد تابع قابليپ ياست که به بحث جامع

نان در يت اطميشود. تابع قابل ياژهينان توجه وياطم

، تابع عدم يبيترت يهال آمارهياز قب ياريبس يتوابع محاسبه

و تابع مخاطره کاربرد  ينان شرطيت اطمينان، قابلياطم

رآورد نان و بيت اطميتابع قابل ين بخش به معرفيدارد. در ا

 م.يپردازيآن م

  يابيبرآورد يهانان و روشيت اطميتابع قابل 4.1

طول عمر را در نظر  يهاعياز توز G*Q-Lخانواده 

ب ي( و نرخ مخاطره آن، به ترت27ت )بقايد، توابع قابليريبگ

 شودير ارائه ميبه صورت ز
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𝑅(𝑡, 𝜃) =
ln(1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β))

ln(𝑝)
, 

ℎ(𝑡, 𝜃) = 

−𝛼(1 − 𝑝)𝜙′(𝑥,𝛾)𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾)𝑔(𝑒−𝛼𝜙(𝑥, 𝛾), β)

(1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β))
 

1

ln(1 − (1 − 𝑝)𝐺(𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾), β))
, 

 ML يبرآوردگرها ييايپا يژگيبا توجه به و 1جه ينت

س نان براسايت اطميمدل، برآوردگر تابع قابل يپارامترها

 ديآير به دست ميبه صورت ز MLروش 

�̂�𝑀𝐿(𝑡) = 

ln (1 − (1 − �̂�𝑀𝐿)G(𝑒−�̂�ML𝜙(𝑡,�̂�𝑀𝐿),�̂�ML))

ln(�̂�𝑀𝐿)
, 

�̂�𝑀𝐿)که در آن  , 𝛾𝑀𝐿 , �̂�𝑀𝐿 , �̂�
ML

 يبرآوردگرها (

ML يافرارهاباشند که با استفاده از نرميپارامترها م 

 شوند.يمحاسبه م يآمار

 ين گاما برايشيع پيبا در نظر گرفتن توز 2جه ينت

 ين بتا برايشيع پيتوز و 𝛼, 𝛾, βمستقل  يپارامترها

 نقاط يريگتم نمونهيو الگور SEL، تحت تابع 𝑝پارامتر 

ت يز تابع قابلي، برآورد بيزيب يهابرآوردگر يمهم برا

ش داده ير نمايبه صورت ز G*Q-Lنان خانواده ياطم

  شوديم

�̂�(𝑡)𝐵 =

∑ 𝑊 (𝜃
𝑖
) (

ln(1−(1−𝑝𝑖)𝐺(𝑒−𝛼𝑖𝜙(𝑡,𝛾𝑖),βi))

ln(𝑝𝑖)
)𝑧

𝑖=1

∑𝑧
𝑖=1 𝑊 (𝜃

𝑖
)

. 

𝑊تابع  (𝜃
𝑖
 شده است. ي( معرف4در رابطه ) (

 مستقل يپارامترها ين گاما برايشيع پيتوز 3جه ينت

𝛼, 𝛾, β پارامتر  ين بتا برايشيع پيو توز𝑝 تحت تابع ،

SEL يد. با فرض استقلال ابرپارامترهايريرا در نظر بگ 

𝑎𝑖 , 𝑏𝑖,𝑖 = 1و  1,2,3،4 < 𝑎𝑖 < 1، 𝑏𝑖 > گاه ، آن1

-G*Qنان خانواده يت اطميتابع قابل زيب-E يبرآوردگرها

L ديآير به دست ميبه صورت ز 

 �̂�(𝑡)𝐸𝐵 = 𝐸(�̂�(𝑡)𝐵|𝑋) 

= �̂�(𝑡)𝐵𝜋′(𝑎1,𝑏1)𝑆  

𝜋′(𝑎2,𝑏2) 𝜋′(𝑎3,𝑏3)𝜋′(𝑎4,𝑏4) 𝑑𝑎𝑑𝑏, 

حت نان تيت اطميز تابع قابليبرآورد ب �̂�(𝑡)𝐵کهه در آن  

,   ،SELتهههابهههع  𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4)               

𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) و 

𝑆 = 

{(𝑎𝑖,𝑏𝑖), 𝑖 = 1,2,3,4|1 < 𝑎𝑖 < 1, 𝑏𝑖, > 1} 

 باشد.يم

-Eنقاط مهم برآورد  يريگتم نمونهيبراساس الگور

ورت نان به صيت اطميز تابع قابليب-Eپارامترها، برآورد  زيب

 شودير نشان داده ميز

�̂�(𝑡)𝐸𝐵 = 

∑ 𝑊(𝜃
𝑖
) (

ln(1−(1−𝑝𝑖)𝐺(𝑒−𝛼𝑖𝜙(𝑡,𝛾𝑖),βi))

ln(𝑝𝑖)
)𝑧

𝑖=1

∑𝑧
𝑖=1 𝑊(𝜃

𝑖
)

. 

  G*Q-L از خانواده ييهار مدليز

را در نظر  G*Q-Lرمدل از خانواده ين بخش، دو زيدر ا

 يهاد و روشيع جديدو توز يآمار يهايژگيم و ويريگيم

دست  نان را بهيت اطميع و تابع قابليتوز يبرآورد پارامترها

 م.يآوريم

  EIW-Lعيتوز يمعرف 1.1

𝜙(𝑥,𝛾)با فرض  = 𝑥−𝛾 بل معکوس يه وايع پايتوز

 ميريگير را در نظر ميز

𝑄(𝑥,𝛼,𝛾) = 𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾) = 𝑒−𝛼𝑥−𝛾
, 
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 نيچنهم

𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾), β) = 𝑒−𝛽𝑄(𝑥,𝛼,𝛾) 

= 𝑒−𝛽𝑒−𝛼𝑥−𝛾
. 

به  )L)-EIW28 يتميلگار-ييبل معکوس نمايع وايتوز

 شوديم ير معرفيصورت ز

𝐹 (𝑥, 𝜃) = 1 −
ln (1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒−𝛼𝑥−𝛾

)

ln(𝑝)
, 

1 < 𝑝 < 1,   𝛼, 𝛾, 𝛽 > 1 . 

 ديآير به دست ميبه صورت ز EIW-Lع يتوز PDFتابع 

𝑓 (𝑥, 𝜃) = 

𝛼𝛽𝛾(1 − 𝑝)𝑥−𝛾−1𝑒−𝛼𝑥−𝛾
𝑒−𝛽𝑒−𝛼𝑥−𝛾

(1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒−𝛼𝑥−𝛾
)(−ln(𝑝))

. 

 EIW-Lع يتوز PDFخته تابع يش آمينما 2ف يتعر

 شودير ارائه ميبه صورت ز

𝑓(𝑥, 𝜃) = 

𝛼𝛽𝛾𝑥−𝛾−1𝑒−𝛼𝑥−𝛾

−ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

(1 − 𝑝)𝑘𝑒−𝛽𝑘𝑒−𝛼𝑥−𝛾

  

=
𝛼𝛽𝛾𝑥−𝛾−1

−ln(𝑝)
 

∑ ∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘(−𝛽𝑘)ℎ𝑒−𝛼(ℎ+1)𝑥−𝛾

ℎ!

∞

𝑘=1

 

=
1

ln(𝑝)
∑ ∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘(−𝛽)ℎ+1𝑘ℎ

(ℎ + 1)!

∞

𝑘=1

 

𝑞(𝑥,𝛼(ℎ + 1),𝛾), 

، به صورت  EIW-Lع يتوز PDFخته تابع يش آمينما

,𝑞(𝑥از تابع  يمجموع موزون .  يبا پارامترها (

(𝛼(ℎ + 1), 𝛾) باشد.يم 
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ام خانواده - rمرتبه يرمرکزيتابع گشتاور غ 3گزاره 

EIW-L شوديش داده مير نمايبه صورت ز 

𝜇′
𝑟 =

𝛼𝛽

−ln(𝑝)
∑ ∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘(−𝛽𝑘)ℎ

ℎ! (𝛼(ℎ + 1))
−𝑟

𝛾
+1

∞

𝑘=1

 

Γ (1 −
𝑟

𝛾
) . 

از خانواده  PDFخته تابع يش آميبا توجه به نما اثبات:

EIW-Lمرتبه  يرمرکزي، گشتاور غr-ر يام به صورت ز

 شود.يمحاسبه م

𝜇′
𝑟 = 𝐸(𝑋𝑟) 

=
𝛼𝛽𝛾

−ln(𝑝)
∑ ∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘(−𝛽𝑘)ℎ

ℎ!

∞

𝑘=1

 

∫
∞

1
𝑥𝑟−𝛾−1𝑒−𝛼(ℎ+1)𝑥−𝛾

𝑑𝑥, 

𝑢ر ير متغييبا استفاده از تغ = 𝛼(ℎ + 1)𝑥−𝛾  و𝑑𝑢 =

−𝛾𝛼(ℎ + 1)𝑥−𝛾−1 ميدار 

𝜇′
𝑟 =

𝛼𝛽

−ln(𝑝)
∑ ∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘(−𝛽𝑘)ℎ

ℎ!

∞

𝑘=1

 

∫
∞

1
(

𝑢

𝛼(ℎ + 1)
)

−𝑟

𝛾 𝑒−𝑢

𝛼(ℎ + 1)
𝑑𝑢 

=
𝛼𝛽

−ln(𝑝)
 

∑ ∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘(−𝛽𝑘)ℎ

ℎ! (𝛼(ℎ + 1))
−𝑟

𝛾
+1

∞

𝑘=1

Γ (1 −
𝑟

𝛾
) . 

به صورت  EIW-Lگشتاور ناکامل خانواده  2ملاحظه 

 شودير ارائه ميز

𝑚𝑟(𝑦) =
𝛼𝛽

−ln(𝑝)
∑ ∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘(−𝛽𝑘)ℎ

ℎ! (𝛼(ℎ + 1))
−𝑟

𝛾
+1

∞

𝑘=1

 

∫
𝑦

1
𝑢

−𝑟

𝛾 𝑒−𝑢𝑑𝑢. 
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به صورت  EIW-Lتابع مولد گشتاور خانواده  4گزاره 

  شودير نشان داده ميز

𝑀𝑋(𝑡) =
𝛼𝛽

−ln(𝑝)
 

∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

∑

∞

𝑙=1

(1 − 𝑝)𝑘(−𝛽𝑘)ℎ𝑡𝑙

ℎ! 𝑙! (𝛼(ℎ + 1))
−𝑙

𝛾
+1

Γ (1 −
𝑙

𝛾
), 

 ميدار MGFف يبا توجه به تعر اثبات:

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸(e𝑡𝑋)

=
𝛼𝛽𝛾

−ln(𝑝)
∑ ∑

∞

ℎ=1

(1 − 𝑝)𝑘(−𝛽𝑘)ℎ

ℎ!

∞

𝑘=1

 

∫
∞

1
𝑒𝑡𝑥𝑥−𝛾−1𝑒−𝛼(ℎ+1)𝑥−𝛾

𝑑𝑥 

=
𝛼𝛽𝛾

−ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

∑

∞

𝑙=1

(1 − 𝑝)𝑘(−𝛽𝑘)ℎ𝑡𝑙

ℎ! 𝑙!
 

∫
∞

1
𝑥𝑙−𝛾−1𝑒−𝛼(ℎ+1)𝑥−𝛾

𝑑𝑥 

=
𝛼𝛽

−ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

∑

∞

𝑙=1

(1 − 𝑝)𝑘(−𝛽𝑘)ℎ𝑡𝑙

ℎ! 𝑙! (𝛼(ℎ + 1))
−𝑙

𝛾
+1

 

Γ (1 −
𝑙

𝛾
) . 

ر يبه صورت ز EIW-Lخانواده  يتابع چندک 3ف يتعر

  گردديارائه م

𝑥 = [
−1

𝛼
ln [−

1

𝛽
ln (

1 − 𝑝1−𝑢

1 − 𝑝
)]]

−
1

𝛾

. 

 يبرآورد پارامترها مختلف يهاروش 1.1.1

 EIW-Lخانواده 

 يز پارامترهايب-Eز و ي، ب ML ين بخش، برآوردهايدر ا

 م. يينمايرا محاسبه م EIW-Lخانواده 

 :EIW-Lخانواده  ييمم درستنمايبرآوردگر ماکز

,𝑋1 يتصادف يرهايمتغ … ,𝑋𝑛 ع ياز توزEIW-L  را در

ر يت زآن به صور ييدرستنما-تميد، تابع لگاريرينظر بگ

  شوديش داده مينما

ℒ(𝜃, 𝑋) = 𝑛ln(1 − 𝑝) + 𝑛 ln(𝛼) + 𝑛 ln(𝛽) 

+𝑛 ln(𝛾) − 𝑛ln(−ln(𝑝)) − 𝛼 ∑

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖
−𝛾 

−(𝛾 + 1) ∑

𝑛

𝑖=1

ln(𝑥𝑖) − 𝛽 ∑ 𝑒−𝛼𝑥𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

 

− ∑

𝑛

𝑖=1

ln (1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾

). 

 EIW-Lع ينامعلوم توز يپارامترها ML يبرآوردگرها

ر يصفر قرار دادن معادلات نرمال، به صورت ز يبا مساو

 شوند.يمحاسبه م

𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝛼
=

𝑛

𝛼
− ∑

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖
−𝛾 

+𝛽 ∑ 𝑥𝑖
−𝛾

𝑒−𝛼𝑥𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

+ (1 − 𝑝)𝛽. 

∑
𝑥𝑖

−𝛾
𝑒−𝛼𝑥𝑖

−𝛾

𝑒−𝛽𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾

1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

= 1, 

𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝛾
=

𝑛

𝛾
− ∑

𝑛

𝑖=1

ln(𝑥𝑖) + 

𝛼 ∑

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖
−𝛾

ln(𝑥𝑖) − 𝛼𝛽 ∑

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖
−𝛾

ln(𝑥𝑖)𝑒−𝛼𝑥𝑖
−𝛾

 

−𝛼𝛽(1 − 𝑝). 

∑
𝑥𝑖

−𝛾
ln(𝑥𝑖) 𝑒−𝛼𝑥𝑖

−𝛾

𝑒−𝛽𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾

1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

= 1, 

𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝑝
=

−𝑛

1 − 𝑝
−

𝑛

𝑝ln(𝑝)
 

− ∑

𝑛

𝑖=1

𝑒−𝛽𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾

1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾 = 1, 
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𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝛽
=

𝑛

𝛽
− ∑ 𝑒−𝛼𝑥𝑖

−𝛾
𝑛

𝑖=1

 

−(1 − 𝑝) ∑
𝑒−𝛼𝑥𝑖

−𝛾

𝑒−𝛽𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾

1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

= 1. 

 : EIW-Lخانواده  يزيبرآوردگر ب

 يپارامترها يگاما برا نيشيع پيبا در نظر گرفتن توز

، 𝑝پارامتر  يبران بتا يشيع پيو توز 𝛼, 𝛾, βمستقل 

ع ياز توز 𝑝و  𝛼, 𝛾, β يپارامترها يزيب يبرآوردگرها

EIW-L  تحت ،SEL ند. يآير به دست ميبه صورت ز 

 ين پارامترهايپس ين، تابع چگاليشيع توام پيبا توجه به توز

𝛼, 𝛾, β  و𝑝 شودير ارائه ميبه صورت ز  

𝜋(𝜃|𝑋) ∝ 𝛼𝑛+𝑎1−1𝑒−𝛼(𝑏1+∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖

−𝛾
)𝛾𝑛+𝑎2−1 

𝑒−(𝑏2+∑ ln 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 )𝛾𝑝𝑎3−1(1 − 𝑝)𝑛+𝑏3−1 

𝛽𝑛+𝑎4−1𝑒−(𝑏4+∑ 𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾

𝑛
𝑖=1 )𝛽 

∏

𝑛

𝑖=1

1

−ln(𝑝)(1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾

)
 

∝ G𝛾(𝑎2, 𝑏2 + ∑ ln(𝑥𝑖)𝑛
𝑖=1 )B𝑝(𝑎3, 𝑏3 + 𝑛) 

G𝛼|𝛾 (𝑎1 + 𝑛, 𝑏1 + ∑

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖
−𝛾

)  

G𝛽|𝛼,𝛾 (𝑎4 + 𝑛, 𝑏4 + ∑

𝑛

𝑖=1

𝑒−𝛼𝑥𝑖
−𝛾

) 𝑊1(𝜃), 

 شوديف مير تعريبه صورت ز 𝑊1(𝜃)و تابع 

𝑊1(𝜃) = 

∏

𝑛

𝑖=1

−1

ln(𝑝)(1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒
−𝛼𝑥

𝑖
−𝛾

)
. 

ز ينقاط مهم، برآورد ب يريگتم نمونهيبا استفاده از الگور

 گردد.ير ارائه ميبه صورت ز EIW-Lع يتوز يپارامترها

 زينقاط مهم برآوردگر ب يريگتم نمونهيالگور

G𝛾(𝑎2, 𝑏2ع يرا از توز 𝛾پارامتر  .1 +

∑ ln(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1  م.يکنيد ميتول (

B𝑝(𝑎3, 𝑏3ع يرا از توز 𝑝پارامتر  .2 + 𝑛) د يتول

 م.يکنيم

در گام اول، پارامتر  𝛾دشده ير توليبا توجه به مقاد .3

𝛼 ع يرا از توزG𝛼|𝛾 (𝑎1 + 𝑛, 𝑏1 +

∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖

−𝛾
 م.يکنيد ميتول (

 𝛼در گام اول و  𝛾دشده ير توليبا توجه به مقاد .4

ع يرا از توز 𝛽دشده در گام سوم، پارامتر يتول

G𝛽|𝛼,𝛾 (𝑎4 + 𝑛, 𝑏4 + ∑𝑛
𝑖=1 𝑒−𝛼𝑥𝑖

−𝛾

) 

 م.يکنيد ميتول

ز يب يمرتبه تکرار کرده و لذا برآوردها 𝑧ن روند را يا

با استفاده از رابطه  SELتحت  𝑝و  𝛼, 𝛾,𝛽 يپارامترها

 گرددير محاسبه ميز

�̂�𝐵 =
∑𝑧

𝑖=1 𝛼𝑖𝑊1(𝜃𝑖)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊1(𝜃𝑖)

,                        (7) 

𝛾𝐵 =
∑𝑧

𝑖=1 𝛾𝑖𝑊1(𝜃𝑖)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊1(𝜃𝑖)

, 

�̂�𝐵 =
∑𝑧

𝑖=1 𝑝𝑖𝑊1(𝜃𝑖)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊1(𝜃𝑖)

,     

�̂�𝐵 =
∑𝑧

𝑖=1 𝛽𝑖𝑊1(𝜃𝑖)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊1(𝜃𝑖)

.  

 :EIW-Lخانواده  يزيب-Eبرآوردگر 

 يپارامترها يگاما برا نيشيع پيبا در نظر گرفتن توز

با و  𝑝پارامتر  ين بتا برايشيع پيو توز 𝛼, 𝛾, βمستقل 

  يهاانتخاب ابرپارمترها در بازه

1 < 𝑎1,𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 < 1,    𝑏1,𝑏2,𝑏3,𝑏4 > 1 

به صورت  EIW-Lع يتوز يپارامترها يزيب-Eبرآورد 

 گردد. ير محاسبه ميز



 442                               1041 مهر و آبان ، سي و هشتم، شماره های نوين در رياضي/ سال هشتم/ پژوهشآرزو امیرزادی و همکاران 
 

 

 

 زيب-E ينقاط مهم برآوردگرها يريگتم نمونهيالگور

ن يشيتحت پ EIW-Lع يتوز 𝑝و  𝛼,𝛾,β يپارامترها

 شود.ير ارائه مياول به صورت ز

 زيب-Eنقاط مهم برآوردگر  يريگتم نمونهيالگور

𝑖 يبرا .1 = و  𝑎𝑖 ير ابرپارامترهايمقاد 1,2,3,4

𝑏𝑖 يهاعيب از توزيرا به ترت Beta(𝑢𝑖,𝑣𝑖)  و

Uniform(1, 𝑠𝑖) م.يکنيد ميتول 

ع يرا از توز 𝛾، پارامتر (𝑎2,𝑏2)ر يبا توجه به مقاد .2

G𝛾(𝑎2, 𝑏2 + ∑ ln(𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  م.يکنيد ميتول ((

ع يرا از توز 𝑝، پارامتر  (𝑎3,𝑏3)ر يبا توجه به مقاد .3

B𝑝(𝑎3, 𝑏3 + 𝑛) م.يکنيد ميتول 

 𝛾دشده ير توليو مقاد (𝑎1,𝑏1)ر يبا توجه به مقاد .4

G𝛼|𝛾(𝑎1ع يرا از توز 𝛼در گام دوم، پارامتر  +

𝑛, 𝑏1 + ∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖

−𝛾
 م.يکنيد ميتول (

دشده يتول𝛾 ر ي، مقاد(𝑎4,𝑏4)ر يبا توجه به مقاد .5

 𝛽دشده در گام چهارم، پارامتر يتول 𝛼در گام دوم و 

G𝛽|𝛼,𝛾ع يرا از توز (𝑎4 + 𝑛, 𝑏4 +

∑𝑛
𝑖=1 𝑒−𝛼𝑥𝑖

−𝛾

 م.يکنيد ميتول (

 ين برآوردهايم. بنابرايکنيمرتبه تکرار م 𝑧ن روند را يا

E-يز پارامترهايب 𝛼, 𝛾, β  و𝑝  تحتSEL  مشابه

 ند.يآي( به دست م7رابطه )

 نان يت اطميبرآورد تابع قابل . 2.1.1

، به  EIW-Lع يتوزنان و نرخ مخاطره يت اطميتوابع قابل

 شودير ارائه ميب به صورت زيترت

𝑅(𝑡, 𝜃) =
ln (1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒−𝛼𝑡−𝛾

)

ln(𝑝)
, 

ℎ(𝑡, 𝜃) =
𝛼𝛽𝛾(1 − 𝑝)𝑡−𝛾−1𝑒−𝛼𝑡−𝛾

𝑒−𝛽𝑒−𝛼𝑡−𝛾

(1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒−𝛼𝑡−𝛾
)(−ln(𝑝))

 

×
1

ln(1 − (1 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑒−𝛼𝑡−𝛾
)

. 

نان براساس روش يت اطميبرآوردگر تابع قابل 4جه ينت

ML ديآير به دست ميبه صورت ز 

�̂�𝑀𝐿

=
ln(1 − (1 − �̂�𝑀𝐿)e−�̂�ML𝑒−�̂�ML𝑡�̂�𝑀𝐿

)

ln(�̂�𝑀𝐿)
, 

�̂�𝑀𝐿)که در آن  , 𝛾𝑀𝐿 , �̂�𝑀𝐿 ,�̂�ML) يبرآوردگرها 

ML باشند.يم 

 ين گاما برايشيع پيبا در نظر گرفتن توز 1جه ينت

 ين بتا برايشيع پيو توز 𝛼, 𝛾, βمستقل  يپارامترها

 نقاط يريگتم نمونهيو الگور SEL، تحت تابع 𝑝پارامتر 

ت يز تابع قابلي، برآورد بيزيب يهابرآوردگر يمهم برا

ش داده ير نمايبه صورت ز EIW-Lنان خانواده ياطم

  شوديم

�̂�(𝑡)𝐵 = 

∑𝑧
𝑖=1 𝑊1(𝜃𝑖) (

ln(1−(1−𝑝𝑖)𝑒−𝛽𝑖𝑒−𝛼𝑖𝑡−𝛾𝑖
)

ln(𝑝𝑖)
)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊1(𝜃𝑖)

. 

 ين گاما برايشيع پيبا در نظر گرفتن توز 6جه ينت

 ين بتا برايشيع پيو توز 𝛼, 𝛾, βمستقل  يپارامترها

SEL، 1تابع  ، تحت𝑝پارامتر  < 𝑎𝑖 < 𝑏𝑖 و 1 > 1 

 براساس(، 6ا )ي( 5ن ابرپارامترها به صورت )يشيع پيو توز

پارامترها،  زيب-Eنقاط مهم برآورد  يريگتم نمونهيالگور

شان داده ر نينان به صورت زيت اطميز تابع قابليب-Eبرآورد 

 شوديم

�̂�(𝑡)𝐸𝐵 = 

∑𝑧
𝑖=1 𝑊1(𝜃𝑖)(

ln(1−(1−𝑝𝑖)𝑒−𝛽𝑖𝑒−𝛼𝑖𝑡−𝛾𝑖
)

ln(𝑝𝑖)
)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊1(𝜃𝑖)

. 
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و نرخ  PDFتابع  يب نمودارهايترت، به 2و  1در شکل 

از  ير مختلفيمقاد يبه ازا EIW-Lع يمخاطره توز

، 1ع نشان داده شده است. طبق شکل يتوز يپارامترها

 يهابرحسب انتخاب يرفتار متفاوت EIW-Lع يتوز

، 2دهد. با توجه به شکل يگوناگون از پارامترها را نشان م

)وان شکل وارون(  يتک مد EIW-Lع ينرخ مخاطره توز

 يهادهيانواع پد يسازع، در مدلين توزين ايباشد. بنابرايم

نرخ  يکه دارا يژه مشاهداتيدارد، به و ييمختلف کارا

ع يباشند. تابع نرخ مخاطره توزيم 29کنوايريمخاطره غ

EIW-L يشروع شده و سپس تا زمان خاص يااز نقطه 

د. ينمايمابد و پس از آن شروع به کاهش ييش ميافزا

ن است يا ياي، گوEIW-Lع يرفتار تابع نرخ مخاطره توز

 يراکه دا ييهاستميا سيها داده يسازمدل يع برايکه توز

، يکيمکان و يکيالکتر يهاه مانند دستگاهيرفتار شکست اول

 .کاربرد دارد ير نوزادان، مطالعات پزشکيمرگ و م

  PIW-L ديع جديتوز يمعرف 2.1

𝜙(𝑥,𝛾)ه را به صورت يع پايتوز = 𝑥−𝛾  در نظر

 م. لذايريگيم

𝑄(𝑥,𝛼,𝛾) = 𝑒−𝛼𝜙(𝑥,𝛾) = 𝑒−𝛼𝑥−𝛾
, 

 نيچنهم

𝐺(𝑄(𝑥,𝛼,𝛾), β) =
1 − 𝑄𝛽(𝑥,𝛼,𝛾)

1 + 𝑄𝛽(𝑥,𝛼,𝛾)
 

=
1 − 𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾

1 + 𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾  

به  )31L-PIW( يتميلگار-يبل معکوس توانيع وايتوز

 شوديم ير معرفيصورت ز

𝐹(𝑥, 𝜃) = 1 −
ln (1 − (1 − 𝑝)

1−𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾

1+𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾)

ln (𝑝)
, 

                                                 
89 Non-monotone 

1 < 𝑝 < 1 ,   𝛼, 𝛾, 𝛽 > 1. 

30 Power Inverse Wibull-Logarithmic 
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 ديآير به دست ميبه صورت ز PIW-Lع يتوز PDFتابع 

𝑓(𝑥, 𝜃) =
2𝛼𝛽𝛾(1 − 𝑝)𝑥−𝛾−1𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾

(−ln(𝑝))(1 + 𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾
)

 

1

(𝑝 + (2 − 𝑝)𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾
)
. 

 PIW-Lع يتوز PDFخته تابع يش آمينما 4ف يتعر

 شودير ارائه ميبه صورت ز

𝑓(𝑥, 𝜃) =
2 𝛼𝛽𝛾(1 − 𝑝)𝑥−𝛾−1

−𝑝ln(𝑝)
 

[
𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾

(1 + 𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾) (1 +
2−𝑝

𝑝
𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾

)
] 

=
𝛼𝛽𝛾𝑥−𝛾−1

−ln(𝑝)
 

[
1

1 + 𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾 −
1

1 +
2−𝑝

𝑝
𝑒−𝛼𝛽𝑥−𝛾

] 

=
𝛼𝛽𝛾𝑥−𝛾−1

−ln(𝑝)
. ∑

∞

𝑘=1

(−1)𝑘𝑒−𝛼𝛽𝑘𝑥−𝛾
 

−
𝛼𝛽𝛾𝑥−𝛾−1

−ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

(−1)𝑘 (
2 − 𝑝

𝑝
)

𝑘

𝑒−𝛼𝛽𝑘𝑥−𝛾
 

=
𝛼𝛽𝛾𝑥−𝛾−1

−ln(𝑝)
 

∑

∞

𝑘=1

(−1)𝑘𝑒−𝛼𝛽𝑘𝑥−𝛾
(1 − (

2 − 𝑝

𝑝
)

𝑘

) 

=
1

ln(𝑝)
 

∑
(−1)𝑘+1 (1 − (

2−𝑝

𝑝
)

𝑘
)

𝑘

∞

𝑘=1

𝑞(𝑥,𝛼𝛽𝑘,𝛾). 

، به صورت PIW-Lع يتوز PDFخته تابع يش آمينما

,𝑞(𝑥از تابع  يمجموع موزون .  (𝛼𝛽𝑘,𝛾) يبا پارامترها (

 باشد.يم

ام خانواده - rمرتبه يرمرکزيتابع گشتاور غ 1گزاره 

PIW-L شوديش داده مير نمايبه صورت ز 

𝜇′
𝑟 =

1

−ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

(−1)𝑘 (1 − (
2−𝑝

𝑝
)

𝑘
)

(𝛼𝛽𝑘)
−𝑟

𝛾

 

Γ (1 −
𝑟

𝛾
) . 

از خانواده  PDFخته تابع يش آميبا توجه به نما اثبات:

PIW-Lمرتبه  يرمرکزي، گشتاور غr-ر يام به صورت ز

 شود.يمحاسبه م

𝜇′
𝑟 = 𝐸(𝑋𝑟) 

=
𝛼𝛽𝛾

−ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

(−1)𝑘 (1 − (
2 − 𝑝

𝑝
)

𝑘

) 

∫
∞

1
𝑥𝑟−𝛾−1𝑒−𝛼𝛽𝑘𝑥−𝛾

𝑑𝑥. 

𝑢ر ير متغييبا استفاده از تغ = 𝛼𝛽𝑘𝑥−𝛾  و𝑑𝑢 =

−𝛾𝛼𝛽𝑘𝑥−𝛾−1𝑑𝑥 ميدار 

𝜇′
𝑟 =

1

−ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

(−1)𝑘 (1 − (
2 − 𝑝

𝑝
)

𝑘

) 

∫
∞

1
(

𝑢

𝛼𝛽𝑘
)

−𝑟

𝛾
𝑒−𝑢𝑑𝑢 

=
1

−ln(𝑝)
 

∑

∞

𝑘=1

(−1)𝑘 (1 − (
2−𝑝

𝑝
)

𝑘
)

𝑘(𝛼𝛽𝑘)
−𝑟

𝛾

Γ (1 −
𝑟

𝛾
) . 

به صورت  PIW-Lگشتاور ناکامل خانواده  3ملاحظه 

 شودير ارائه ميز

𝑚𝑟(𝑦) =
1

−ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

(−1)𝑘 (1 − (
2 − 𝑝

𝑝
)

𝑘

) 

∫
𝑦

1
(

𝑢

𝛼𝛽𝑘
)

−𝑟

𝛾
𝑒−𝑢𝑑𝑢. 



 424                               1041 مهر و آبان ، سي و هشتم، شماره های نوين در رياضي/ سال هشتم/ پژوهشآرزو امیرزادی و همکاران 
 

 

 

به صورت  PIW-Lتابع مولد گشتاور خانواده  6گزاره 

 شودير نشان داده ميز

𝑀𝑋(𝑡) =
1

ln(𝑝)
 

∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

(−1)𝑘+1 (1 − (
2−𝑝

𝑝
)

𝑘
) 𝑡ℎ

ℎ! 𝑘(𝛼𝛽𝑘)
−ℎ

𝛾

Γ (1 −
ℎ

𝛾
) . 

 ميدار MGFف يبا توجه به تعر اثبات:

𝑀𝑋(𝑡) = E(e𝑡𝑋) 

=
𝛼𝛽𝛾

−ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

(−1)𝑘 (1 − (
2 − 𝑝

𝑝
)

𝑘

) 

∫
∞

1
𝑒𝑡𝑥𝑥−𝛾−1𝑒−𝛼𝛽𝑘𝑥−𝛾

𝑑𝑥 

=
𝛼𝛽𝛾

−ln(𝑝)
∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

(−1)𝑘 (1 − (
2−𝑝

𝑝
)

𝑘
) 𝑡ℎ

ℎ!
 

∫
∞

1
𝑥ℎ−𝛾−1𝑒−𝛼𝛽𝑘𝑥−𝛾

𝑑𝑥 

=
1

ln(𝑝)
 

∑

∞

𝑘=1

∑

∞

ℎ=1

(−1)𝑘+1 (1 − (
2−𝑝

𝑝
)

𝑘
) 𝑡ℎ

ℎ! 𝑘(𝛼𝛽𝑘)
−ℎ

𝛾

Γ (1 −
ℎ

𝛾
) . 

ر يبه صورت ز PIW-Lخانواده  يتابع چندک 1ف يتعر

  گردديارائه م

𝑥 = [
−1

𝛼𝛽
ln [

𝑝 − 𝑝1−𝑢

𝑝 + 𝑝1−𝑢 − 2
]]

−
1

𝛾

. 

 يمختلف برآورد پارامترها يهاروش 1.2.1

 PIW-Lخانواده 

 يز پارامترهايب-Eز و ي، ب ML ين بخش، برآوردهايدر ا

 م. يينمايرا محاسبه م PIW-Lخانواده 

 :PIW-Lخانواده  ييمم درستنمايبرآوردگر ماکز

,𝑋1 يتصادف يرهايمتغ … , 𝑋𝑛 ع ياز توزPIW-L  را در

ر يت زآن به صور ييدرستنما-تميد، تابع لگاريرينظر بگ

  شوديش داده مينما

ℒ(𝜃, 𝑋) = nln(2) + 𝑛ln(1 − 𝑝) + 𝑛 ln(𝛼) 

+𝑛 ln(𝛾) + 𝑛 ln(𝛽) − 𝑛ln(−ln(𝑝)) 

−(𝛾 + 1) ∑

𝑛

𝑖=1

ln(𝑥𝑖) − 𝛼𝛽 ∑

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖
−𝛾 

− ∑

𝑛

𝑖=1

ln (1 + 𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖
−𝛾

) 

− ∑

𝑛

𝑖=1

ln (𝑝 + (2 − 𝑝)𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖
−𝛾

). 

با  PIW-Lع ينامعلوم توز يپارامترها ML يبرآوردگرها

ر يصفر قرار دادن معادلات نرمال، به صورت ز يمساو

 شوند.يمحاسبه م

𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝛼
=

𝑛

𝛼
− 𝛽 ∑

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖
−𝛾 

+𝛽 ∑
𝑥𝑖

−𝛾
𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖

−𝛾

1 + 𝑒−𝛼𝛽𝑥
𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

+ 𝛽(2 − 𝑝). 

∑
𝑥𝑖

−𝛾
𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖

−𝛾

𝑝 + (2 − 𝑝)𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

= 1, 

𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝛾
=

𝑛

𝛾
− ∑

𝑛

𝑖=1

ln(𝑥
𝑖
) + 

𝛼𝛽 ∑

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖
−𝛾

ln(𝑥𝑖) 

−𝛼𝛽 ∑
𝑥𝑖

−𝛾 ln(𝑥
𝑖
) 𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖

−𝛾

1 + 𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

 

−𝛼𝛽(2 − 𝑝). 
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∑
𝑥𝑖

−𝛾 ln(𝑥𝑖) 𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖
−𝛾

𝑝 + (2 − 𝑝)𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

= 1, 

𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝑝
=

−𝑛

1 − 𝑝
−

𝑛

𝑝ln(𝑝)
 

− ∑
1 − 𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖

−𝛾

𝑝 + (2 − 𝑝)𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

= 1, 

𝜕ℒ(𝜃, 𝑋)

𝜕𝛽
=

𝑛

𝛽
− 𝛼 ∑

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖
−𝛾 

+𝛼 ∑
𝑥𝑖

−𝛾
𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖

−𝛾

1 + 𝑒−𝛼𝛽𝑥
𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

+ 𝛼(2 − 𝑝). 

∑
𝑥𝑖

−𝛾
𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖

−𝛾

𝑝 + (2 − 𝑝)𝑒−𝛼𝛽𝑥𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

= 1 

 :PIW-Lخانواده  يزيبرآوردگر ب

 يپارامترها يگاما برا نيشيع پيبا در نظر گرفتن توز

، 𝑝پارامتر  ين بتا برايشيع پيو توز 𝛼, 𝛾, βمستقل 

ع ياز توز 𝑝و  𝛼, 𝛾, β يپارامترها يزيب يبرآوردگرها

PIW-L تحت ،SEL ند. يآير به دست ميبه صورت ز 

 ين پارامترهايپس ين، تابع چگاليشيع توام پيبا توجه به توز

𝛼, 𝛾, β  و𝑝 شودير ارائه ميبه صورت ز  

𝜋(𝜃|𝑋) ∝ 𝛼𝑛+𝑎1−1𝑒−𝛼𝑏1𝛾𝑛+𝑎2−1 

𝑒−(𝑏2+∑ ln(𝑥𝑖)𝑛
𝑖=1 )𝛾𝑝𝑎3−1(1 − 𝑝)𝑛+𝑏3−1 

𝛽𝑛+𝑎4−1𝑒−(𝑏4+𝛼 ∑ 𝑥𝑖
−𝛾𝑛

𝑖=1 )𝛽 

∏

𝑛

𝑖=1

−1

ln(𝑝)(1 + 𝑒−𝛼𝛽𝑥
𝑖
−𝛾

)(𝑝 + (2 − 𝑝)𝑒−𝛼𝛽𝑥
𝑖
−𝛾

)
 

∝ B𝑝(𝑎3, 𝑏3 + 𝑛)G𝛾(𝑎2, 𝑏2 + ∑ ln(𝑥𝑖)𝑛
𝑖=1 ) 

G𝛼(𝑎1 + 𝑛, 𝑏1) 

G𝛽|α,𝛾 (𝑎4 + 𝑛, 𝑏4 + 𝛼 ∑ 𝑥𝑖
−𝛾

𝑛

𝑖=1

) 𝑊2(𝜃), 

 شوديف مير تعريبه صورت ز 𝑊2(𝜃)و تابع 

𝑊2(𝜃) = 

∏

𝑛

𝑖=1

−1

ln(𝑝) (1 + 𝑒−𝛼𝛽𝑥
𝑖
−𝛾

) (𝑝 + (2 − 𝑝)𝑒−𝛼𝛽𝑥
𝑖
−𝛾

)
. 

ز ينقاط مهم، برآورد ب يريگتم نمونهيبا استفاده از الگور

 گردد.ير ارائه ميبه صورت ز PIW-Lع يتوز يپارامترها

 زينقاط مهم برآوردگر ب يريگتم نمونهيالگور

G𝛾(𝑎2, 𝑏2ع يرا از توز 𝛾پارامتر  .1 +

∑ ln(𝑥
𝑖
)𝑛

𝑖=1  م.يکنيد ميتول (

B𝑝(𝑎3, 𝑏3ع يرا از توز 𝑝پارامتر  .2 + 𝑛) د يتول

 م.يکنيم

G𝛼|𝛾ع يرا از توز 𝛼پارامتر  .3 (𝑎1 + 𝑛, 𝑏1) د يتول

 م.يکنيم

در  𝛼در گام اول و  𝛾دشده ير توليبا توجه به مقاد .4

G𝛼|𝛾(𝑎4ع يرا از توز 𝛽گام سوم، پارامتر  + 𝑛, 

𝑏4 + 𝛼 ∑ 𝑥𝑖
−𝛾𝑛

𝑖=1  م.يکنيد ميتول (

ز يب يمرتبه تکرار کرده و لذا برآوردها 𝑧ن روند را يا

با استفاده از رابطه  SELتحت  𝑝و  𝛼, 𝛾,𝛽 يپارامترها

 گرددير محاسبه ميز

�̂�𝐵 =
∑𝑧

𝑖=1 𝛼𝑖𝑊2(𝜃𝑖)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊2(𝜃𝑖)

,                            (8 ) 

𝛾𝐵 =
∑𝑧

𝑖=1 𝛾𝑖𝑊2(𝜃𝑖)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊2(𝜃𝑖)

, 

�̂�𝐵 =
∑𝑧

𝑖=1 𝑝𝑖𝑊2(𝜃𝑖)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊2(𝜃𝑖)

,  

�̂�𝐵 =
∑𝑧

𝑖=1 𝛽𝑖𝑊2(𝜃𝑖)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊2(𝜃𝑖)

.           

 :PIW-Lخانواده  يزيب-Eبرآوردگر 

 يپارامترها يگاما برا نيشيع پيبا در نظر گرفتن توز

با و  𝑝پارامتر  ين بتا برايشيع پيو توز 𝛼, 𝛾, βمستقل 

  يهاانتخاب ابرپارامترها در بازه
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1 < 𝑎1, 𝑎2,𝑎3,𝑎4 < 1,    𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4 > 1 

به صورت  PIW-Lع يتوز يپارامترها يزيب-Eبرآورد 

 گردد. ير محاسبه ميز

ز يب-E ينقاط مهم برآوردگرها يريگتم نمونهيالگور

ن يشيتحت پ PIW-Lع يتوز 𝑝و  𝛼, 𝛾, β يپارامترها

 شود.ير ارائه مياول به صورت ز

 زيب-Eنقاط مهم برآوردگر  يريگتم نمونهيالگور

𝑖 يبرا  = را  𝑏𝑖و  𝑎𝑖ر ابرپارامتر ي، مقاد1,2,3,4

و  Beta(𝑢𝑖,𝑣𝑖) يهاعيب از توزيبه ترت

Uniform(1, 𝑠𝑖) م.يکنيد ميتول 

ع يرا از توز 𝛾، پارامتر (𝑎2,𝑏2)ر يبا توجه به مقاد 

G𝛾(𝑎2, 𝑏2 + ∑ ln(𝑥𝑖)𝑛
𝑖=1  م.يکنيد ميتول (

ع يرا از توز 𝑝، پارامتر (𝑎3,𝑏3)ر يبا توجه به مقاد 

B𝑝(𝑎3, 𝑏3 + 𝑛) م.يکنيد ميتول 

ع يرا از توز 𝛼، پارامتر (𝑎1,𝑏1)ر يبا توجه به مقاد 

G𝛼|𝛾(𝑎1 + 𝑛, 𝑏1) م.يکنيد ميتول 

در گام دوم  𝛾پارامتر  ،(𝑎4,𝑏4)ر يبا توجه به مقاد 

ع يرا از توز 𝛽در گام چهارم، پارامتر  𝛼و 

G𝛼|𝛾(𝑎4 + 𝑛, 𝑏4 + 𝛼 ∑ 𝑥𝑖
−𝛾𝑛

𝑖=1 د يتول (

 م.يکنيم

 ين برآوردهايم. بنابرايکنيمرتبه تکرار م 𝑧ن روند را يا

E-يز پارامترهايب 𝛼, 𝛾, β  و𝑝  تحتSEL  مشابه

 ند.يآي( به دست م8رابطه )

 نان يت اطميبرآورد تابع قابل 2.2.1 

ب به ي، به ترتPIW-Lع يتوزت و نرخ مخاطره يتوابع قابل

 شودير ارائه ميصورت ز

𝑅(𝑡, 𝜃) =
ln (1 − (1 − 𝑝)

1−𝑒−𝛼𝛽𝑡−𝛾

1+𝑒−𝛼𝛽𝑡−𝛾)

ln (𝑝)
, 

ℎ(𝑡,𝜃) = 

2 𝛼𝛽𝛾(1 − 𝑝)𝑡−𝛾−1𝑒−𝛼𝛽𝑡−𝛾

(−ln(𝑝))(1 + 𝑒−𝛼𝛽𝑡−𝛾
)(𝑝 + (2 − 𝑝)𝑒−𝛼𝛽𝑡−𝛾

)
 

1

ln (1 − (1 − 𝑝)
1−𝑒−𝛼𝛽𝑡−𝛾

1+𝑒−𝛼𝛽𝑡−𝛾)
, 

نان براساس روش يت اطميبرآوردگر تابع قابل 7جه ينت

ML ديآير به دست ميبه صورت ز 

�̂�𝑀𝐿 =
ln(1 − (1 − �̂�𝑀𝐿)

1−𝑒−�̂�ML�̂�ML𝑡−�̂�𝑀𝐿

1+𝑒−�̂�ML�̂�ML𝑡−�̂�𝑀𝐿
)

ln(�̂�𝑀𝐿)
, 

�̂�𝑀𝐿)که در آن  , 𝛾𝑀𝐿 , �̂�𝑀𝐿,�̂�ML) يبرآوردگرها 

ML باشند.يم 

 ين گاما برايشيع پيبا در نظر گرفتن توز 8جه ينت

 ين بتا برايشيع پيو توز 𝛼, 𝛾, βمستقل  يپارامترها

 نقاط يريگتم نمونهيو الگور SEL، تحت تابع 𝑝پارامتر 

ت يز تابع قابلي، برآورد بيزيب يهابرآوردگر يمهم برا

ش داده ير نمايبه صورت ز PIW-Lنان خانواده ياطم

  شوديم

�̂�(𝑡)𝐵 = 

∑𝑧
𝑖=1 𝑊2(𝜃𝑖)

ln(1−(1−𝑝𝑖)
1−𝑒−𝛼𝑖𝛽𝑖𝑡−𝛾𝑖

1+𝑒−𝛼𝑖𝛽𝑖𝑡−𝛾𝑖
)

ln (𝑝𝑖)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊2(𝜃𝑖)

. 

 ين گاما برايشيع پيبا در نظر گرفتن توز 9جه ينت

 ين بتا برايشيع پيو توز 𝛼, 𝛾, βمستقل  يپارامترها

SEL، 1تابع  ، تحت𝑝پارامتر  < 𝑎𝑖 < 𝑏𝑖 و 1 > 1 

براساس (، 6ا )ي( 5ن ابرپارامترها به صورت )يشيع پيو توز

پارامترها،  زيب-Eنقاط مهم برآورد  يريگتم نمونهيالگور

شان داده ر نينان به صورت زيت اطميز تابع قابليب-Eبرآورد 

 شوديم

�̂�(𝑡)𝐸𝐵 = 

∑𝑧
𝑖=1 𝑊2(𝜃𝑖)

ln(1−(1−𝑝𝑖)
1−𝑒−𝛼𝑖𝛽𝑖𝑡−𝛾𝑖

1+𝑒−𝛼𝑖𝛽𝑖𝑡−𝛾𝑖
)

ln(𝑝𝑖)

∑𝑧
𝑖=1 𝑊2(𝜃𝑖)

. 
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و  PDFتابع  يب نمودارهاي، به ترت4و  3در شکل 

از  ير مختلفيمقاد يبه ازا PIW-Lع ينرخ مخاطره توز

، 3ع نشان داده شده است. طبق شکل يتوز يپارامترها

 يهارا برحسب انتخاب يرفتار متفاوت PIW-Lع يتوز

، 4دهد. با توجه به شکل يگوناگون از پارامترها نشان م

 باشد.يم يتک مد PIW-Lع يزتابع نرخ مخاطره تو
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 شده يسازهيمطالعات شب -6

 يهاسه عملکرد روشيج حاصل از مقاين بخش، نتاير اد

ده از ش يسازهيشب يهاگوناگون، بر اساس داده يابيبرآورد

ارائه شده در  يهاارائه شده است. روش G*Q-Lخانواده 

ز ي( نيزيب-Eو  يزي، بييمم درستنماي)ماکز يبخش تئور

 ين برآوردهايچنهمشوند. يسه ميمقا يدر بخش کاربرد

کرد مذکور ينان با استفاده از سه رويت اطميمختلف تابع قابل

 RMSEبرآورد براساس  يهاروش ييمحاسبه و کارا

 يشود. لازم به ذکر است در محاسبه برآوردهايم يبررس

E-( استفاده 6( و )5ن )يشيپ يهاعيز از هر دو گروه توزيب

ن اول را با يشيع پيحاصل از توز يشده است و برآوردها

E-Bayes1 ن دوم را با يشيع پيو توزE-Bayes2 

از  زيکارلو نمونت يسازهيم. در مطالعات شبيهدينشان م

ن يچناستفاده و هم PIW-Lو  EIW-Lرمدل يدو ز

مدل به صورت  ياز پارامترها يمختلف يهابيترک

(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝) = ع يتوز يبرا (1/4 ,2/5 ,3 ,2)

EIW-L  و(𝛼,𝛽,𝛾,𝑝) = (1/5, 1/5,1/5,1/7) 

𝑛با حجم نمونه متفاوت  PIW-Lع يتوز يبرا =

(211, 511, 811, شود. يدر نظر گرفته م (1111

𝐻برآورد مختلف،  يهاروش = شود يمرتبه تکرار م 111

دست به R يافزار آمارمقاله توسط نرم يو محاسبات عدد

 آمده است.

و  EIW-L يهاعياز توز يد نمونه تصادفيتول يبرا

PIW-L يل معکوس استفاده شده است. براياز روش تبد 

𝑖و  EIW-Lع يتوز = 1, … , 𝑛 از 

𝑥𝑖 = [
−1

𝛼
ln [−

1

𝛽
ln (

1 − 𝑝1−𝑢𝑖

1 − 𝑝
)]]

−
1

𝛾

,  

𝑖و  PIW-Lع يتوز يو برا = 1, … , 𝑛  از 

𝑥𝑖 = [
−1

𝛼𝛽
ln [

𝑝 − 𝑝1−𝑢𝑖

𝑝 + 𝑝1−𝑢 − 2
]]

−
1

𝛾

, 

                                                 
1 Integrated Mean Squared Error 

دشده از ينمونه تول 𝑢𝑖که در آن يشود، به طورياستفاده م

,1]کنواخت در بازه يع يتوز  باشد.يم [1

مختلف برآورد  يهاج روشيشامل نتا 4-1 يهاجدول

 باشد. يم PIW-Lو  EIW-Lر مدل يدو ز يپارامترها

 و يزيو ب ييمم درستنمايماکز يبرآوردها 1در جدول 

نشان داده  EIW-Lمدل  زيب-E يبرآوردها 2در جدول 

جدول مذکور، حاصله در دو  جيشده است. با توجه به نتا

ع يپارامتر توز يهر سه روش به مقدار واقع يبرآوردها

EIW-L ش حجمين، با افزايباشند. علاوه بر ايهمگرا م 

 م.يباشيبرآوردها م RMSEنمونه، شاهد کاهش مقدار 

شود يمختلف برآورد، ملاحظه م يهاسه روشيدر مقا 

ر ينسبت به سا زيب-Eروش برآورد  RMSEکه مقدار 

 يهاان روشيباشد. لذا در مينه ميبرآورد، کم يهاروش

 باشد.ينه ميز، بهيب-Eمختلف برآورد، روش برآورد 

حاصل از دو  زيب-Eسه دو برآورد يگر، در مقايد ياز سو

 ياهعين ابرپارامترها، گروه اول از توزيشيگروه توابع پ

 يکمتر RMSEرا از يباشد، زيتر من مناسبيشيپ

مم يماکز يبرآوردها، 3باشد. در جدول يبرخوردار م

ع يتوز زيب-E يبرآوردها 4و در جدول  يزيو ب ييدرستنما

PIW-L ع يتوز يهاج جدولينشان داده شده است. نتا

PIW-L باشد.يج قبل ميد نتايز موي، ن 

ر يمقاد يبرا EIW-Lع ينان توزيت اطميبرآورد تابع قابل

𝑡مختلف  = 1,2,3,4,5  ،𝑛 = (211,  و (1111

(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝) = (4, 3, 2/5, 1/7) 
 ارائه شده است. 5در جدول 

ک نقطه خاص يبرآورد را در  ي، خطاRMSEار يمع

سک يمحاسبه ر يبرا ياريمع از استيدهد، لذا نينشان م

ت يبرآورد تابع قابل يهان روشيم. بنابراييارائه نما يکل

 يخطا ن مربعاتيانگيبه نام م يارينان با استفاده از معياطم

ر يشوند و به صورت زيسه ميمقا IMSE)1(بسته جمع

 شوديمحاسبه م



 422                               1041 مهر و آبان ، سي و هشتم، شماره های نوين در رياضي/ سال هشتم/ پژوهشآرزو امیرزادی و همکاران 
 

 

 

 .EIW-Lز از خانواده يو ب ييمم درستنمايروش ماکز يج برآوردهاي: نتا1جدول 
(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝) = (2, 3, 2/5, 1/4) 

Bayes  ML  

�̂� 𝛾 �̂� �̂�  �̂� 𝛾 �̂� �̂� 𝑛 

124325 224632 321456 129352  123742 225726 322288 221676 211 

(1/1189) (1/3318) (1/4983) (1/3815)  (1/1431) (1/3689) (1/5793) (1/4462) RMSE 

124119 225242 321656 221868  123841 224611 229542 221257 511 

(1/1147) (1/2822) (1/4111) (1/3689)  (1/1375) (1/3151) (1/4612) (1/3953) RMSE 

123965 225186 321288 221699  123911 224895 229679 221933 811 

(1/1967) (1/2473) (1/3629) (1/3194)  (1/1237) (1/2826) (1/3936) (1/3284) RMSE 

124137 225176 321175 129794  123925 224951 321254 221752 1111 

(1/1934) (1/1917) (1/2898) (1/2431)  (1/1116) (1/2364) (1/3165) (1/2697) RMSE 

 
 .EIW-Lن ابرپارامترها از خانواده يشيع پيز با دو گروه مختلف از توزيب- Eج دو روش برآورد ي: نتا2جدول 

(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑝) = (2, 3, 2/5, 1/4) 

E-Bayes2  E-Bayes1  

�̂� 𝛾 �̂� �̂�  �̂� 𝛾 �̂� �̂� 𝑛 

123869 225312 229128 129374  124286 224615 321554 129492 211 

(1/1982) (1/2973) (1/4512) (1/3684)  (1/1858) (1/2667) (1/4471) (1/3211) RMSE 

123964 225292 229673 221652  124172 224916 321895 129876 511 

(1/1974) (1/2335) (1/3442) (1/3187)  (1/1744) (1/2183) (1/3329) (1/28) RMSE 

123992 224812 321422 221338  123925 225167 321395 221244 811 

(1/1816) (1/1713) (1/2616) (1/2291)  (1/168) (1/1499) (1/24) (1/2148) RMSE 

123987 224924 321155 221284  124116 225132 229933 129916 1111 

(1/1725) (1/1269) (1/2125) (1/1834)  (1/1613) (1/1181) (1/1918) (1/17) RMSE 

 

 .PIW-Lز از خانواده يو ب ييمم درستنمايروش ماکز يج برآوردهاي: نتا3جدول 

(𝛼,𝛽,𝛾,𝑝) = (1/5, 1/5,1/5,1/7) 

Bayes  ML  

�̂� 𝛾 �̂� �̂�  �̂� 𝛾 �̂� �̂� 𝑛 

126214 125292 127441 125511  126111 124841 127463 125629 211 

(1/4313) (1/1696) (1/4518) (1/1759)  (1/4316) (1/1756) (1/4911) (1/1919) RMSE 

126514 124918 125957 125225  126126 124826 126316 125333 511 

(1/3441) (1/1429) (1/2215) (1/1134)  (1/3737) (1/1472) (1/2361) (1/1245) RMSE 

127387 125116 125598 124953  126878 124938 125698 125188 811 

(1/3182) (1/1322) (1/1572) (1/1883)  (1/3151) (1/1373) (1/1834) (1/1976) RMSE 

127148 125141 125372 124985  126894 124951 125564 125141 1111 

(1/2617) (1/1281) (1/1447) (1/1754)  (1/2956) (1/1317) (1/1516) (1/1851) RMSE 
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 .PIW-Lن ابرپارامترها از خانواده يشيع پيگروه مختلف از توزز با دو يب- Eج دو روش برآورد ي: نتا4جدول 

(𝛼,𝛽,𝛾,𝑝) = (1/5, 1/5,1/5,1/7) 

E-Bayes2  E-Bayes1  

�̂� 𝛾 �̂� �̂�  �̂� 𝛾 �̂� �̂� 𝑛 

127346 125319 126914 125462  126711 125264 126614 124722 211 

(1/3569) (1/1568) (1/3179) (1/1581)  (1/3267) (1/1429) (1/2934) (1/1451) RMSE 

126847 125131 125837 125129  126894 125116 125741 124863 511 

(1/3119) (1/1415) (1/2166) (1/1955)  (1/2594) (1/126) (1/1817) (1/1878) RMSE 

126911 124918 125397 124963  126871 125171 124631 125114 811 

(1/2481) (1/1299) (1/1315) (1/1793)  (1/1682) (1/1217) (1/1255) (1/1534) RMSE 

126934 124975 125228 124972  126912 125118 124811 124989 1111 

(1/1793) (1/1174) (1/1195) (1/1611)  (1/1488) (1/1137) (1/1939) (1/1486) RMSE 

 

 در پرانتز. MSEر يبا مقاد EIW-Lمختلف برآورد از خانواده  يهانان با روشيت اطميج برآورد تابع قابلي: نتا5جدول 

E-Bayes2 E-Bayes1 Bayes ML 𝑅(𝑡) 𝑡 𝑛 

1/9361 1/9363 1/9374 1/9388 
1/9365 1 

211 

(2/1448𝑒 − 8) (3/6223𝑒 − 8) (6/3781𝑒 − 8) (1/1691𝑒 − 7) 

1/1876 1/1953 1/1815 1/1782 
1/1985 2 

(1/1716𝑒 − 4) (1/1195𝑒 − 5) (2/8792𝑒 − 4) (4/1191𝑒 − 4) 

1/1765 1/1814 1/1732 1/1718 
1/1838 3 

(5/2327𝑒 − 5) (1/1464𝑒 − 5) (1/1738𝑒 − 4) (1/7117𝑒 − 4) 

1/1543 1/1571 1/1516 1/1498 
1/1612 4 

(3/4478𝑒 − 5) (9/3771𝑒 − 6) (7/4615𝑒 − 5) (1/1924𝑒 − 4) 

1/1469 1/1491 1/1453 1/1425 
1/1519 5 

(2/8193𝑒 − 5) (8/3676𝑒 − 6) (5/9932𝑒 − 5) (8/8271𝑒 − 5) 

4/6527𝑒 − 5 7/8682𝑒 − 6 1/11111 1/11116 IMSE 

1/9369 1/9366 1/9358 1/9382 
1/9365 1 

1111 

(1/1232𝑒 − 8) (9/1281𝑒 − 8) (1/9138𝑒 − 6) (6/1122𝑒 − 6) 

1/1927 1/1994 1/1852 1/1799 
1/1985 2 

(3/2977𝑒 − 5) (3/1473𝑒 − 6) (1/7618𝑒 − 4) (3/4388𝑒 − 4) 

1/1787 1/1826 1/1747 1/1719 
1/1838 3 

(2/5441𝑒 − 5) (5/7181𝑒 − 7) (8/1954𝑒 − 5) (1/4311𝑒 − 4) 

1/1559 1/1615 1/1528 1/1516 
1/1612 4 

(1/8868𝑒 − 5) (2/6473𝑒 − 6) (5/3921𝑒 − 5) (9/1858𝑒 − 5) 

1/1483 1/1514 1/1452 1/1439 
1/1519 5 

(1/6119𝑒 − 5) (1/8219𝑒 − 6) (4/5357𝑒 − 5) (7/2816𝑒 − 5) 

1/8681𝑒 − 5 1/6354𝑒 − 6 7/1863𝑒 − 5 1/11113 IMSE 
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𝐼𝑀𝑆𝐸 (�̂�(𝑡)) = 

1

𝐻
∑

1

𝑛𝑡
∑(�̂�𝑗(𝑡𝑖) − 𝑅(𝑡𝑖))

2
𝑛𝑡

𝑖=1

𝐻

𝑗=1

 

=
1

𝑛𝑡
∑ 𝑀𝑆𝐸(�̂�(𝑡𝑖))

𝑛𝑡

𝑖=1

 

تعداد تکرار،  𝐻، ن مربعات خطايانگيم 𝑀𝑆𝐸که در آن 

𝑛𝑡 و  تعداد زمان𝑡 =  باشد.يم 1,2,3,4,5

 ابد.ييکاهش م 𝑛 ،RMSEش حجم نمونه يبا افزا

ع گر در برآورد تابيدو روش د نسبت به زيب-Eروش برآورد 

ن گروه اول يچندارد و هم يز برترينان نيت اطميقابل

 شود.يداده م حين نسبت به گروه دوم ترجيشيپ يهاعيتوز

 تيتابع قابل IMSEش حجم نمونه مقدار ين با افزايچنهم

 ابد.ييم نان کاهشياطم

 

 يواقع يهاز دادهيآنال

)با انتخاب دو  G*Q-Lخانواده  يين بخش، کارايدر ا
 يساز( را در مدلPIW-Lو  EIW-Lرمدل خاص يز

  م.يدهينشان م يواقع يهاداده

ماران مبتلا به ياز ب يگروه يزمان بقا يهاداده
[ مطالعه شده 25ن بار توسط ]يسرطان سر و گردن که اول

 يبيماران تحت درمان ترکين بيم. ايريگياست را در نظر م
اند. تعداد کل قرار گرفته يدرمانيميو ش ياز پرتودرمان

𝑛ماران يب =  باشد.يم 45

 يهاداده يآمار يارهايمع ي، برخ6در جدول 
ر يش داده شده است. با توجه به مقادينماان سرطان يمبتلا

به راست  1ها، چولهداده يع تجربيارائه شده در جدول، توز
  است. 2دهيو کش

، آماره آزمون ييمم درستنمايماکز ير برآوردهايمقاد
مقدار متناظر آن در -pو  (K-S)رنوف ياسم-کلموگروف

 ن جدول،يج حاصل از ايارائه شده است. طبق نتا 7جدول 

 يسازدر مدل PIW-Lو  EIW-Lع يتوز يندگبراز
ر با گيد يگردد. از سويد ميان سرطان تائيمبتلا يهاداده

 PIW-Lنسبت به  EIW-Lع يمقدار، توز-pتوجه به 
 دارد. يبهتر يبرازندگ

 يهاداده يبرا TTT)3( نمودار زمان کل آزمون
نشان داده شده است که  5ان سرطان در شکل يمبتلا

ها ن دادهيدر برازش ا EIW-Lع يتوز تيدلالت بر کفا
 دارد.
عملکرد  يابيارز يک برايکلاس يآمار يهامدل يبرخ

ان سرطان يمبتلا يهاداده يسازدر مدل EIW-Lع يتوز

 انواع ييسه کارايشود. به منظور مقايدر نظر گرفته م

 کيه اطلاع آکائيبرازش ناح ييکوين اريمع ها ازمدل

)4(AIC خلاصه شده  8ج در جدول ينتاشود و ياستفاده م

نه بودن يدست آمده، با توجه به کمج بهياست. با توجه به نتا

ع در يت توزي، لذا کفاEIW-Lع يتوز يبرا AICمقدار 

 گردد.يد ميها تائن دادهيبرازش ا

 

 ان سرطانيمبتلا يهاداده يفيتوص يهاآماره ي: برخ6جدول 

  نيانگيم هانيم انسيوار يچولگ يدگيکش

 ان سرطانيداده مبتلا 219245 127 91892279 3242 16285

                                                 
1 Skewed 
8 Leptokurtic 
3 Total Test Time 

4 Akaike Information Criterion 
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 ان سرطانيمبتلا يهاداده TTT. نمودار 5شکل 

 ان سرطانيمبتلا يهاز دادهيج آنالي: نتا7جدول 

p-مقدار K-S �̂� �̂� �̂� �̂� عيتوز 

129979 121572 121311 123173 26275 21234 EIW-L 
126773 121448 122618 128711 3236 18297 PIW-L 

 ان سرطانيمبتلا يهابرازش داده ييکويمختلف و مقدار آماره ن يهاعيتوز ي: برآورد پارامترها8جدول 

AIC ر برآورديمقاد  مدل 

579219 �̂� =121138,  �̂�  گاما 121146=

578278 �̂� =,129348,  �̂� بليوا 211238=  

736267 �̂� =11256,  𝜃  پارتو 25212=

725217 �̂� =121113,  �̂�  گومپرتز 121231=

593/23 𝜃 يندليل 121191=  

669264 �̂� =523323,  �̂�  XIIبور نوع  121388=

573211 �̂� =82295,  𝜃 بل معکوسيوا 121248=  

581232 �̂� =122111,  �̂� =121154,  𝜃 بلين وايالک-مارشال 128921=  

653278 �̂� =223582,  �̂� =224667,  �̂�  شدهييبل نمايوا 122133=

573234 �̂� =18297,  �̂� =3236,  𝛾 =128711,  �̂� =122618 PIW-L 

562211 �̂� =21234,  �̂� =26275,  𝛾 =123173,  �̂� =121311 EIW-L 
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 يريگجهينت
طول  يهاعياز توز يديق، خانواده جدين تحقيدر ا
شده است که به عنوان حالت خاص، دو  يعمر معرف

-ييبل معکوس نمايع وايتوز يهارمدل از آن به ناميز
 يرا معرف يتميلگار-يبل معکوس توانيواع يتوزو  يتميلگار

 يهايژگياز و يکيها برآورد شده است. عيتوز يو پارامترها
ع مذکور، نرخ مخاطره وان شکل وارون يدو توز يکاربرد

 يهادهياز پد ياريبس يسازدر مدلباشد که يها مآن
مختلف برآورد شامل  يکردهايکاربرد دارد. رو يعيطب

د يخانواده جد يبرا يزيب-Eو  يزي، بييمم درستنمايماکز
رمدل آن بسط داده شده و با استفاده از روش يو دو ز

ند. اسه شدهيبرآورد مقا يهاکارلو، روشمونت يسازهيشب
حسب )بر يآمار ياز برتر ياکح يسازهيج مطالعات شبينتا

نسبت به  يزيب-Eروش برآورد  (RMSEن مقدار يکمتر
ن، به مبحث يباشد. علاوه بر ايبرآورد م يهار روشيسا

 يهانان و برآورد آن با استفاده از روشيت اطميتابع قابل
ز ينان نيت اطميفوق، پرداخته شده است. در برآورد تابع قابل

د ييگر تاينسبت به دو روش د يزيب-Eروش برآورد  ييکارا
ع ي، خانواده توزيواقع يهادر برازش داده شده است.

ک يکلاس يهاعيتوزاز  يسه با بعضيشده در مقايمعرف
، XIIع بور نو، ، يندليبل، پارتو، گومپرتز، ليمانند گاما، وا

شده، ييبل نمايبل و واين وايالک-بل معکوس، مارشاليوا
 .بوده است يشتريب ييکارا يدارا
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