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  مقدمه .1
 يبرا يریپذنیانگیت مفهوم میاهم ههمانطور ک

ان یب  [1]باناخ توسط جانسون در مقاله يجبرها
که  يریپذنیانگیاز م يدیم جدیتعمشده است. 

وت و لوا و یها دارد توسط کانیختیبه همر یبستگ
و مورد مطالعه قرار گرفته  یمعرف [2,3]م در یپ

به طور  [4]ز توسط منفرد در ین مفهوم نیاست. ا
ک جبر ی 풜م ید. فرض کنیمستقل مطالعه گرد

مدول باناخ باشد. نگاشت  -풜ک ی 푋باناخ مختلط و 
퐷:풜دار کران و یخط → 푋  م ییک اشتقاق گویرا

,푎هر  يبراهرگاه  푏 ∈ 풜 
퐷(푎푏) = (퐷푎) ∙ 푏 + 푎 ∙ (퐷푏)			.  

  
푥م یفرض کن ∈ 푋 نگاشت ,푎푑푥:풜 → 푋  را که به
푎푑푥(푎)صورت  = 푎 ∙ 푥 − 푥 ∙ 푎 شود, یف میتعر

  م. مجموعه همه ینام یک اشتقاق درونی
 (풜)∆را با  ℂ يبتو 풜وسته) از ی(پ يهایختیهمر
휑م یم. فرض کنیدهیش مینما ∈ ∆(풜). ک ی

푚 عضو ∈ 풜∗∗  ک یرا휑-[چپ]ن راست یانگیم 
  م هرگاهینام

푚(푓 ∙ 푎) = 휑(푎)푚(푓),푚(휑) = 1  
[푚(푎 ∙ 푓) = 	휑(푎)푚(푓)]  

  
푎هر  يبرا ∈ 풜  و푓 ∈ 풜∗ .ک جبر باناخ را ی휑-
ن یانگیم- 휑م هرگاه ینام چپر راست ین پذیانگیم

ن یانگیم- 휑را  풜. [4]داشته باشد چپراست 
ر راست و چپ ین پذیانگیم-휑م هرگاه یر نامیپذ

 퐸باناخ  يهادومدول -풜از همه  يباشد. مجموعه ا
 آن به صورت  چپراست  یرا که عمل ضرب مدول

푥 ∙ 푎 ≔ 휑(푎)푥  
[푎 ∙ 푥 ≔ 휑(푎)푥]   

  
푎هر  يبرا ∈ 풜  و푥 ∈ E شود را با یف میتعر

필 م.یدهیش مینما 
 يرا برا يریپذنیانگیاز کن م یرونده مفهوم [5]در 

از جبر باناخ دوگان مورد مطالعه قرار داد.  یکلاس

است,  ⋕풜کدار یک جبر باناخ با ی 풜م یفرض کن
ک یرا  푃مدول چپ است.  -풜ک ی 푃م یفرض کن

풜- یم هرگاه نگاشت ضربینام يریمدول چپ تصو   
휋:	풜⋕ ⊗푃 → 푃		; 		푎 ⊗ 푥 ↦ 푎 ∙ 푥   

  
푎هر  يبرا ∈ 풜⋕, 푥 ∈ 푃 ک معکوس راست ی

مدول چپ  -풜 یختیک همریداشته باشد که 
و  يریمدول راست تصو -풜طور مشابه, است. به

풜- يشوند. برایف میتعر يریمدول تصو 
φ ∈ ∆(풜)ي, فضا ℂ = {훼휑: 훼 ∈ ℂ} ک ی

풜- یمدول يهادومدول باناخ با عمل  
푎 ∙ 휑 = 휑 ∙ 푎 ≔ 휑(푎)휑			(푎 ∈ 풜)   

  
ر یپذنیانگیرا کن م 풜ک جبر باناخ دوگان ی است.

ک یبه  풜وسته از یپ -∗푤م هرگاه هر اشتقاق ینام
풜- باشد. اگر  یدومدول باناخ دوگان نرمال, درون
풜 ک جبرباناخ دوگان باشد, ی∆ ∗(풜)  نشاندهنده

به  풜ته از وسیپ -∗푤 يهایختیمجموعه همه همر
جبر باناخ دوگان  کی 풜م یفرض کن است. ℂ يتو

را نرمال  퐸دومدول باناخ  -풜 ن صورتیباشد, در ا
وسته یپ -∗퐸 ,푤به  풜از  یمدول يهام اگر عملینام

풜م یباشند. فرض کن = (풜∗)∗ ک جبر باناخ ی
 يدومدول باشد. مجموعه - 풜ک باناخ ی 퐸دوگان و 

푥 تمام ∈ 퐸 يهاکه نگاشت ییاه   
풜⟶ E	,			a ⟼ 푎 ∙ 푥

푥 ∙ 푎  
 

푤∗- اند را با وستهیف پیضع휎푤푐(퐸) ش ینما  
ن یانگیم -φ ین مقاله به بررسیدر ا م.یدهیم

 -풜بودن  يریجبر باناخ دوگان و تصو يریپذ
ک جبر باناخ دوگان ی يم. برایپردازیدومدول باناخ م

풜 يو برا φ ∈ ∆ ∗(풜)م که یدهیان م, نش
 ر معادلند:یز يهاعبارت

1( ℂ ,풜- است.  يریدومدول باناخ تصو  
 휎푤푐(풜∗)در  푚کراندار  یک تابعک خطی) 2

푚(휑)که  يطوروجود دارد به = و  1
푚(푓 ∙ 푎) = 휑(푎)푚(푓) هر يبرا   푎 ∈ 풜  و 

 



 

هاي تصویري  ولمد
  109                                                                                              جبر باناخ دوگان             در 

 

   

푓 ∈ 휎푤푐(풜∗) .است  
3( , 풜	  φ- و است.یانژکت  

, ما با 풜ک جبر باناخ دوگان یتار ل ساخیبه دل
وسته است سروکار یپ -∗푤که  풜در  φ یختیهمر
  م.یدار
  
  يریدو مدول باناخ تصو. 2

ک جبر باناخ دوگان ی 풜م یفرض کن .1- 2ه یقض
, φباشد. آنگاه  ℂ يبتو 풜از  یختیهمر φ است و 

푤∗- تنها اگر اگر و وسته استیپ 휑 ∈ 휎푤푐(풜∗).  
휑 میفرض کن  برهان. ∈ 휎푤푐(풜∗)  و فرض

푎  میکن
∗

푎 در. 풜 هر يگاه براآنΛ ∈ 풜∗∗ 
  :میدار

lim 휑(푎 )〈Λ,휑〉 = lim 	〈Λ, 푎 .휑〉 =
〈Λ, 푎. 휑〉 = 휑(푎)〈Λ,휑〉	   

  
〈Λ,휑〉م یکنیانتخاب م يرا طور Λسپس  ≠ 0 ,

휑(푎م ین داریبنابرا ) → 휑(푎)طور مشابه . به
  شود.یعکس مطلب فوق اثبات م

  
دوگان و   جبرباناخ  풜م یفرض کن. 2- 2ه یقض

φ ∈ ∆ ∗(풜) ر یز يهاعبارت گاه  باشد. آن
 معادلند:

1( ℂ ,풜- است. يریدومدول باناخ تصو  
 ∗휎푤푐(풜∗) يرو mکراندار  یتابعک خط  )2

푚(휑) که يموجود است به طور = و  1
푚(푓 ∙ 푎) = 휑(푎)푚(푓) هر يبرا   푎 ∈ 풜  و

푓 ∈ 휎푤푐(풜∗) .صادق است 
풾:풜م یفرض کنبرهان.  → 휎푤푐(풜∗)∗  نگاشت

풜-  ب نگاشت شمول یبدست آمده از ترکدومدول
풜متعارف  → 풜∗∗ یبا نگاشت خارج قسمت 

→ 휎푤푐(풜∗)∗ 풜∗∗ هر  ياست. آنگاه برا푎 ∈ 풜 
ψو  ∈ 휎푤푐(풜∗) م یدار〈풾(푎), 휓〉 = 휓(푎).  

1 ⟹ دومدول باناخ  -ℂ ,풜م ی: فرض کن2
کراندار  یک نگاشت خطیگاه است, آن يریتصو

ρ ∶ ℂ → 풜⨂	ℂ که  يطورموجود است به
휋휌(휑) = 휑  و푎 ∙ 휌(휑) = 휑(푎)휌(휑) يبرا 

푎هر  ∈ 풜 .صادق است  
푎يبرا ∈ 풜	(푛 = 1,2, … ∑ با	( ‖푎 ‖ < ∞ 
휌(휑)م یدار = ∑ 푎 ⊗ 휑 .  

푢 ≔	∑ 푎 ∈ 	풜 م, آنگاه یریگیدر نظر م
풾(푢)   تابعک خواسته شده در휎푤푐(풜∗) باشد.یم  

2 ⟹ 푚: عضو 1 ∈ 휎푤푐(풜∗)∗ ط یکه در شرا
ک ی 풜م. چون یریگینظر مصادق است در (2)

دومدول  -풜 یلحاقا ∗풜جبر باناخ دوگان است و 
∗푃:휎푤푐(풜∗)وسته یپ - ∗푤∗-푤یختیهمر → 풜 

هر  يم برایکنیم. توجه میریگیرا در نظر م 
푎 ∈ 풜 م یدار푃표풾(푎) = 푎م یدهی. حال قرار م

푢 = 푃(푚) ∈ 풜توان نشان داد یم ی, به سادگ푢 
 يریدومدول باناخ تصو -풜 يط لازم برایدر شرا
  کند.یدق مص ℂبودن 

  
ک ی   ℬجبرباناخ و 풜	 م یفرض کن. 3-2هیقض

θ:풜و  جبرباناخ دوگان → ℬ یختیک همری 
φچگال و  -∗푤برد وسته بایپ ∈ ∆ ∗(ℬ) در  ،باشد
  ن صورت یا

, ℂگاه ر باشد آنیپذنیانگیم -풜 ,φ표휃) اگر 1
ℬ- است.  يریدومدول باناخ تصو  
 وسته باشدیپ - ∗휃 ,푤و جبر باناخ دوگان  풜اگر ) 2
 - ℂ휑표휃 ,ℬبودن  يریدومدول باناخ تصو -풜گاه آن

  دهد.یجه میرا نت ℂبودن  يریدومدول باناخ تصو
م. فرض یکنیان میرا ب (1)ما اثبات گزاره  برهان.

푚م یکن ∈ 풜∗∗ يهايکه در تساو 
푚(휑표휃) = 푚(푓و  1 ∙ 푎) = (휑표휃)푚(푓) 

푎هر  يبرا ∈ 풜 و 푓 ∈ 풜∗  صادق است. عضو
푛 ∈ 휎푤푐(ℬ∗)∗  را به صورت푛(푔) = 푚(푔표휃) 

푔هر  يبرا ∈ 휎푤푐(ℬ∗) یم. از طرفیکنیف میتعر 
푎 يبرا ∈ 풜  و푔 ∈ 휎푤푐(ℬ∗) م یدار

푔 ∙ 휃(푎) 표휃 = (푔표휃) ∙ 푎 ن یو بنابرا  
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푛 푔 ∙ 휃(푎) = 푚 푔 ∙ 휃(푎) 표휃 	=
푚 (푔표휃) ∙ 푎 = (휑표휃)(푎)푚(푔표휃) =
(휑표휃)(푎)푛(푔)   

  
با توجه به  چگال است، -∗ℬ ,푤در  휃(푎)چون 
  اثبات کامل خواهد شد. 2- 2ه یبالا و قض يتساو

آل دهیجبرباناخ منظم آرنز است که ا 풜م یفرض کن
ک جبرباناخ ی ∗∗풜واضح است که  باشد. یم ∗∗풜در 

φم ی. فرض کن[6]دوگان است ∈ ∆(풜)  و휑 
휑گاه باشد, آن ∗∗풜به  φع یتوس ∈ ∆ ∗(풜∗∗) .
Λم یفرض کن ،اثبات يبرا

∗

Λ  در풜∗∗  باشد و
푎 ∈ 풜 م که یکنیرا چنان انتخاب مφ(푎) ≠ 0 .

푎Λگاه آن 푎Λ  در풜،  چون풜 دآل از یک ای
풜∗∗ نیاست. بنابرا  

φ(푎) lim 휑(Λ ) =
lim 휑(푎Λ ) =휑(푎Λ) = φ(푎)휑(Λ)  

   
limم داشت یپس خواه 휑(Λ ) = 휑(Λ) .  

  
جبرباناخ منظم آرنز که  풜م یفرض کن .4-2 هیقض

φم یاست، فرض کن ∗∗풜آل در دهیا ∈ ∆(풜) 
  ر معادلند:یز يهاآنگاه عبارت

1 (풜 ,φ-ر است.یپذنیانگیم  
2 (ℂ ,풜∗∗- است. يریدومدول باناخ تصو  

1 برهان. ⟹ φ: چون 2 = 휑표푖ه ین قضی, ا
푖:풜که  ،است 2-3) 1ه (یاز قض ياجهینت ↪ 풜∗∗ 

  نگاشت شمول است.
2 ⟹ ک عضو ی ،2-2ه یبنا به قض 1

푚 ∈ 휎푤푐(풜∗∗∗)∗ که  يطورموجود است به
푢 هر يبرا ∈ 풜∗∗ و هر퐹 ∈ 휎푤푐(풜∗∗∗) ,

푚(휑) = 푚(퐹و  1 ∙ 푢) = 휑(푢)푚(퐹)  .است
푚م یدهیقرار م = 푚⃓풜∗ از يدیتحد푚   به풜∗ .

ک جبر باناخ دوگان است پس ی ∗∗풜چون 
풜∗ ⊆ 휎푤푐(풜∗∗∗)ن ی, بنابرا푚 یف خوش تعر

푓هر  يگاه برااست. آن ∈ 풜∗  و푎 ∈ 풜 یبه آسان 

푚(휑)د یتوان دیم = 푚(휑) = 1 ,
푚(푓 ∙ 푎) = 휑(푎)푚(푓).  

  
3. 	흋-ویانژکت   

باشد. جابجاگر  퐻ر مجموعه از جبر یز 푆م یفرض کن
푆  در퐻 میکنیف میر تعریبه صورت ز. 

.푆 = {ℎ ∈ 퐻: ℎ푠 = 푠ℎ, 푠 ∈ 푆}  واضح است
جبر  퐻م یاست. فرض کن 퐻رجبر بسته از یز 푆که 

است.  퐻رجبر بسته از یز 푆م یباناخ بوده و فرض کن
ℒ(퐸) ياز تساو = (퐸∗⊗퐸)∗ شود که یمعلوم م
ℒ(퐸) ک جبر باناخ دوگان است, که ی퐸 يک فضای 

   ℬو  풜	م ی. فرض کن[5]است  یباناخ انعکاس
θ:풜م یباناخ بوده و فرض کن يجبرها → ℬ ک ی

φ ياست. برا یختیهمر ∈ ∆(풜	) میکنیف میتعر  
휃(풜	) = {푏 ∈ 퐵: 휃(푎)푏 =  
휑(푎)푏, (푎 ∈ 풜	)} .  

  
  است. ℬر جبر بسته از یک زی )	휃(풜به وضوح 

  
باناخ  يجبرها   ℬو  풜	  میفرض کن .1- 3 فیتعر

θ:풜م یبوده و فرض کن → ℬ و  یختیک همری
φ ∈ ∆(풜	)  .ک یاستφ-  شبه انتظار

푄:ℬ → 휃(풜	) ر از یک تصویℬ يبرو 
휃(풜	) ياست که در تساو 푄(푐푏푑) =
푐푄(푏)푑 هر  يبرا푏 ∈ ℬ  و푐, 푑 ∈ 휃(풜	) 

  کند.یصدق م
  

جبر باناخ دوگان و  풜  میفرض کن. 2-3 فیتعر
φ ∈ ∆ ∗(풜	)  .است풜  راφ - م اگر یو نامیانژکت

휋:풜وسته یپ- ∗푤ش یهر نما يبرا → ℒ(퐸)  که
 -φک یاست,  یباناخ انعکاس يک فضای 퐸در آن 

:푄ر از شبه انتظا ℒ(퐸) → 휋(풜	)  وجود داشته
باناخ دوگان است. واضح  جبر풜	  میفرض کنباشد. 

⋕풜است که  = 풜⨁ℂ푒 شده  کداری풜 ,ک جبر ی
φم یباناخ دوگان است. فرض کن ∈ ∆ ∗(풜	)  و
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φ⋕  کتا در یگسترش풜⋕  است که به صورت
φ⋕(푎, 휆) = 휑(푎) + 휆 شود.یف میتعر 

  
باناخ دوگان و  جبر풜	 م یفرض کن. 3-3 هیقض

φ ∈ ∆ ∗(풜	) گاه است, آن풜 ,φ - و است یانژکت
  و باشد. یانژکت -⋕풜⋕ ,φتنها اگر  اگر و

و و یانژکت -풜 ,φ	  میفرض کن برهان.
휋:풜⋕ → ℒ(퐸) ش یک نمای푤∗-وسته که یپ퐸 

휋است. به وضوح  یباناخ انعکاس يفضا = π⃓풜 
ک یگاه است. آن 풜 يوسته برایپ-∗푤ش ینما کی
φ-  شبه انتظار푄: ℒ(퐸) → 휋(풜	)  .وجود دارد

휋(풜⋕)چون  یاز طرف ⋕ = 휋(풜	)  و
휋(풜⋕) = 휋(풜	) جه حاصل یاست, پس نت  

و یانژکت -⋕풜⋕ ,φم یشود. بالعکس, فرض کنیم
휋:풜است و  → ℒ(퐸) ش یک نمای푤∗-وسته یپ

را  휋است. حال نگاشت  퐸 یباناخ انعکاس يفضا يرو
⋕휋 ,휋:풜ک نگاشت یبه  → ℒ(퐸)  با قرار دادن

휋(푎, 휆) = 휋(푎) + 휆퐼 هر  يبراλ ∈ ℂ  و
푎 ∈ 풜 م. واضح است که یدهیع میتوس휋 ک ی

ک یوسته است. با توجه به فرض یپ -∗푤ش ینما
φ⋕-  شبه انتظار푄: ℒ(퐸) → 휋(풜⋕) وجود  ⋕

휋(풜⋕) دارد. چون ⋕ = π(풜	)  و
휋(풜⋕) = 휋(풜	) شود یجه میپس نت풜 ,φ - 

  و است.یانژکت
  

ک ی   ℬجبرباناخ و  کی풜	 م یفرض کن .4-3 هیقض
θ:풜و  جبرباناخ دوگان → ℬ یختیک همری 

ر برقرار یاز موارد ز یکیم یکنوسته است. فرض یپ
  باشد:

1 (φ ∈ ∆(풜)  و풜 ,φ - ر است.ین پذیانگیم  
2 (풜  جبرباناخ دوگان وθ ,푤∗ -وسته و یپℂ, 
풜- است. يریدومدول باناخ تصو  
푄:ℬشبه انتظار  -φک یگاه آن → 휃(풜	) 

  موجود است. 

퐸م یفرض کن برهان. = ℬ ⊗ℬ∗  مجهز به عمل
풜- به صورت  یدومدول  

푎 ∙ (푏 ⊗ 푓) = 휑(푎)(푏 ⊗ 푓),  
(푏 ⊗ 푓) ∙ 푎 = 푏 ⊗ 푓	 ∙ 휃(푎)  

  
푎 يبرا ∈ 풜 ,푓 ∈ ℬ∗ ,푏 ∈ ℬ يباشد. فضاها퐸∗  
کسان ی ير, فضاهایتوان به صورت زیرا م ℒ(ℬ)و 

  در نظر گرفت
푇〈푏 ⊗ 푓〉 =  
〈푓, 푇(푏)〉(푇 ∈ ℒ(ℬ), 푓 ∈ ℬ∗, 푏 ∈ ℬ)   
 

مدول  دو -풜ک یر به یبه صورت ز ℒ(ℬ)ن یبنابرا
 شودیل میدوگان تبد

(푎 ∙ 푇)(푏) = 휃(푎)푇(푏),  
(푇 ∙ 푎)(푏) = 휑(푎)푇(푏)		  
(푇 ∈ ℒ(ℬ), 푏 ∈ ℬ, 푎 ∈ 풜)  

  
شامل همه  ∗퐸از  ییر فضایز 퐹م یفرض کن
푇 ∈ 퐸∗ که يباشد به طور  

〈푧푏 ⊗ 푓 − 푏 ⊗ 푓 ∙ 푧, 푇〉 = 0 ,  
〈푏푧⊗ 푓 − 푏 ⊗ 푧 ∙ 푓, 푇〉 = 0  
〈푧́ ⊗ 푓, 푇〉 = 0  
(푧 ∈ 휃(풜	) , 푓 ∈ ℬ∗ , 푏 ∈ ℬ, 푧́ ∈ 휃(풜	) )  

  
وسته یپ- ∗푤ر مدول یز -	풜ک ی 	퐹واضح است که 

دو مدول باناخ  -	풜ک ی 	퐹ن یاست و بنابرا ∗퐸از 
퐷م یکنیف میدوگان است. تعر = 푎푑 ℬ :풜 →

ℒ(ℬ)  که퐼ℬ در  ینگاشت همانℬ  است. ادعا  
퐷(풜)میکنیم ∈ 퐹  م یات فرض کناثب ياست. برا 

푧 ∈ 휃(풜	) , 푓 ∈ ℬ∗ , 푏 ∈ ℬ, 푧́ ∈ 휃(풜	)    
  
 گاه آن

〈푧́ ⊗ 푓, 퐷푎〉 = 〈푧́ ⊗ 푓 ∙ 휃(푎), 퐼ℬ〉 −
휑(푎)〈푧́ ⊗ 푓, 퐼ℬ〉 = 〈푓, 휃(푎)푧́〉 −
〈푓, 휑(푎)푧́〉 	= 0   
 

푧푏〉به طور مشابه  ⊗ 푓 − 푏 ⊗ 푓 ∙ 푧, 퐷푎〉 = 0 
⊗푏푧〉و  푓 − 푏 ⊗ 푧 ∙ 푓, 푇〉 = 0 .  
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) برقرار باشند, با توجه 2ا (ی) 1( ياهحال اگر گزاره
دومدول  -풜ر و ین پذیانگیم -φ يهافیبه تعر

ρ م داشتیخواه ℂبودن  يریباناخ تصو ∈ 퐹.  
퐷که  يبه طور = 푎푑م یکنیف می. تعر

푄 = 퐼ℬ − 휌م که یکنی. حال اثبات مφ-  شبه
푎هر  يانتظار است. برا ∈ 풜 푄(ℬ) ⊆ 휃(풜	) .

푓هر  يبرا ∈ ℬ∗, 푧́ ∈ 휃(풜	) چون ,
〈푧́ ⊗ 푓, 휌〉 = نگاشت  )	휃(풜 يرو 푄است,  0

 )	휃(풜 ير برویک تصوین یاست و بنابرا یهمان
  است. 

푓هر  يبرا ∈ ℬ∗ ,푏 ∈ ℬ ,푧 , 푧 ∈ 휃(풜	) 
  :میدار

0 = 〈푏푧 ⊗ 푓 − 푏 ⊗ 푧 ∙ 푓, 휌〉  
   	= 〈푓, 휌(푏푧 ) − 휌(푏)푧 	〉  

  
휌(푏푧 نیبنابرا ) = 휌(푏)푧 م یآنگاه دار  

푄(푏푧 ) = 푏푧 − 	휌(푏푧 )  
															= 	푏푧 − 휌(푏)푧   
															= (푏 − 휌(푏))푧   
															= 푄(푏)푧 															  

  
푄(푧طور مشابه به  푏) = 푧 푄(푏) م یو خواه

푄(푧داشت  푏푧 ) = 푧 푄(푏)푧 .  
جبرباناخ دوگان و  کی 풜	 م یفرض کن

휋:풜 → ℒ(퐸) ش یک نمای푤∗-ک ی يوسته رویپ
م یباشد و فرض کن 퐸 یباناخ انعکاس يفضا

φ ∈ ∆ ∗(풜	)گاه . آنℒ(퐸) ک یل به یتبد풜- 
  ر است:یدو مدول باناخ به صورت ز

푎 ∙ 푇 = 휋(푎)푇			,				푇 ∙ 푎 = 휑(푎)푇   
  
푎هر  يبرا ∈ 풜 ,푇 ∈ ℒ(퐸). ن به طور یهمچن
دو مدول باناخ است.  - )	휋(풜ک ی ℒ(퐸) یعیطب

مجموعه همه  ℒ풜(ℒ(퐸))م یکنیدر واقع فرض م
푄يعضوها ∈ ℒ ℒ(퐸) که  يطورباشد به  

푄(푆푇) = 푆푄(푇) ,푄(푇푆) = 푄(푇)푆 هر  يبرا
푇 ∈ ℒ(퐸) ,푆 ∈ 휋(풜	) اکنون .ℒ풜(ℒ(퐸))  را

ن یم به ایکنیل میدو مدول باناخ تبد -	풜ک یبه 

푎 هر يب که برایترت ∈ 풜 ,푇 ∈ ℒ(퐸) ,
푄 ∈ ℒ풜(ℒ(퐸)) م یدهیقرار م  

(푎 ∙ 푄)(푇) = 	휋(푎)푄(푇), (푄 ∙ 푎)(푇) =
	휑(푎)푄(푇).  

  
ℒم که یدانیم ℒ(퐸) باناخ دوگان با  يک فضای
⊗ℒ(퐸)ش دوگان یپ (퐸 ⊗퐸∗)  است. فرض

푋م یکن ⊆ ℒ(퐸)⊗ (퐸 ⊗ 퐸∗) يبستار فضا 
푐푇د شده توسط عناصر یتول یخط ⊗ 푥 ⊗ 휇 −

푇⊗ 푥⊗ 푐∗(휇) ,푇푐 ⊗ 푥 ⊗ 휇 − 푇⊗
푐(푥) ⊗ 휇 هر  يبرا푇 ∈ ℒ(퐸), 푥 ∈ 퐸, 휇 ∈

퐸∗, 푐 ∈ 휋(풜	) م که یباشد. دار푋 =
ℒ풜(ℒ(퐸))ن ی, بنابراℒ풜(ℒ(퐸)) ش یپ ياراد

)ℒ)دوگان  )⊗( ⊗  م یکنیف میباشد. تعریم ∗((∗
θ: 휋(풜)⊗ 휋(풜) → ℒ풜(ℒ(퐸))  با ضابطه

휃 휋(푎)⊗ 휋(푏) (푇) = 휑(푏)휋(푎)푇 يبرا 
푇هر  ∈ ℒ(퐸) ,	푏, 푎 ∈ 풜م که برد ی. دقت دار휃 

⊗휋(풜)است و  ℒ풜(ℒ(퐸))مشمول در  휋(풜) 
  يهال باناخ است با عملدومدو - 풜ک ی

푐 ∙ 휋(푎)⊗ 휋(푏) = 휋(푐푎)⊗ 휋(푏)   
و  휋(푎)⊗ 휋(푏) ∙ 푐 = 휋(푐푎)⊗ 휋(푏푐)  

  
,푎هر  يبرا 푏, 푐 ∈ 풜  .ساده نشان  یک بررسیاست
است.  یدومدول -풜 یختیک همری 휃دهد که یم

  حال نگاشت 
휓: (ℒ( )⊗( ⊗ ∗))∗ ↪ ℒ(풜,풜∗)   

  
 ابطه را با ض

〈푎 ⊗ 푏,휓(푇 ⊗ 푥 ⊗ 휇 + 푋)〉  
= 〈휃 휋(푎)⊗ 휋(푏) (푇)(푥), 휇〉	  
= 〈휑(푏)휋(푎)푇(푥), 휇〉  

 
,푎 يبرا 푏 ∈ 풜, 푇 ∈ ℒ(퐸), 휇 ∈ 퐸∗ ف یتعر  
 م.یکنیم
دومدول باناخ با  -풜ک یتوان مشاهده کرد که یم

  ر استیز یاعمال مدول
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푎 ∙ (푇 ⊗ 푥 ⊗휇) = 휑(푎)(푇 ⊗ 푥⊗ 휇),  
(푇 ⊗ 푥 ⊗ 휇) ∙ 푎 = 	푇 ⊗ 푥 ⊗ 휋(푎)∗휇	   

  
푎 هر يبرا ∈ 풜, 푇 ∈ ℒ(퐸), 휇 ∈ 퐸∗, x ∈ E	 ,

ف یتعر یمطابق با عمل مدول 푋در  ین عمل مدولیا
که  میدهیباشد. نشان میم ℒ풜(ℒ(퐸))شده در 

휓 یختیک همری 풜 -  مدول چپ است. اگر
푎, 푏, 푐 ∈ 풜, 푇 ∈ ℒ(퐸), 휇 ∈ 퐸∗, x ∈ E گاه آن

  میدار
〈푎 ⊗ 푏,휓 푐 ∙ (푇 ⊗ 푥 ⊗ 휇 + 푋) 〉  
= 휑(푐)〈푎 ⊗ 푏,휓(푇 ⊗ 푥 ⊗휇 + 푋)〉  
= 휑(푐)휑(푏)〈휋(푎)푇(푥), 휇〉  
= 〈휑(푏푐)휋(푎)푇(푥), 휇〉  
= 〈푎⊗ 푏푐, 휓(푇 ⊗ 푥 ⊗휇 + 푋)〉  
= 〈푎⊗ 푏, 푐 ∙ 휓(푇 ⊗ 푥 ⊗ 휇 + 푋)〉  
 

مدول راست  -풜 یختیک همری 휓به طور مشابه, 
 است.

  شود.یک آن اثبات میر مشابه حالت کلاسیه زیقض
  

جبرباناخ دوگان  کی풜	 م یفرض کن. 5- 3 هیقض
φاست و  ∈ ∆ ∗(풜	)گاه . آنℂ ,풜-  دومدول

ℂاست اگر و تنها اگر  يریباناخ تصو ⋕ ,풜⋕- 
  باشد. يریدومدول باناخ تصو

  م.یکنیان مین فصل را بیا یه اصلیحال قض
  

جبرباناخ دوگان  کی풜	 م یفرض کن .6-3 هیقض
φاست و  ∈ ∆ ∗(풜	)گاه . آنℂ ,풜-  دومدول

و یانژکت -풜 ,φاست اگر و تنها اگر  يریباناخ تصو
  باشد. 

دومدول باناخ  - ℂ ,풜م یفرض کن برهان.
휋:풜است و  يریتصو → ℒ(퐸) ش یک نمای푤∗-

باشد. به  퐸 یباناخ انعکاس يک فضای يوسته رویپ
,휋 ینیگزیبا جا 4-3ه یکمک قض 휋(풜	) , ℒ(퐸) 

,휃 يبه جا 퐵, 퐻 م گرفت یجه خواهینتφ - و یانژکت
  است.

  و است با توجه یانژکت -풜 ,φم یبالعکس, فرض کن
  

  ت, یبدون کاستن از کل 5-3و  3-3ه یبه قض
ش یک نمایم و یرا واحددار فرض کن 풜م یتوانیم

푤∗-يوسته طولپایپ 휋:풜 → ℒ(퐸)  موجود است
است. با توجه به  یختیکری) 휋به  ی(الحاق ∗휓که 

:푄شبه انتظار  -φک یفرض  ℒ(퐸) → 휋(풜	) 
푄م که یوجود دارد. توجه کن ∈ ℒ풜(ℒ(퐸)) .

  میکنیف میتعر
푀 ≔ (휓∗) 푄 ∈ 휎푤푐((풜⊗풜)∗)∗ . 

  
پس  ،نگاردیم )	휋(풜 يرا به تو 푄 ,ℒ(퐸)چون 

푎هر  يبرا ∈ 풜 م یدار푎 ∙ 푄 = φ(푎)푄  که
푎 ∙ 푀 = 	φ(푎)M	 دهد. حال یجه میرا نت

훼 ∈ ℂ  وجود دارد که〈φ⊗ φ,푀〉 = 훼 .
푁م یدهین قرار میبنابرا = 푀 م داشت یو خواه

〈φ⊗ φ,푁〉 = 푎و  1 ∙ 푁 = 	φ(푎)N هر  يبرا
푎 ∈ 풜م یدار [7]گر با توجه به ید ی. از طرف  

휋∗(휎푤푐(풜∗)) ⊆ 휎푤푐((풜 ⊗풜)∗)   
  

  ن یبنابرا
푚 ≔ 휋∗⃓ (풜∗)

∗
(푀) ∈ 휎푤푐(풜∗)∗   

  
جه حاصل ی) است و نت2گزاره ( 2-2ه یصادق در قض

  گردد.یم
  
  ∗푾푨푷(퓐∗) يکاربرد برا. 4

دومدول  -풜ک ی, Eجبرباناخ و  کی풜	 م یفرض کن
ف یضع یبیطور تقرک عضو را بهیباناخ است. 

 يهام اگر نگاشتیمتناوب نام

풜 → E,			a ⟼ 푎 ∙ 푥
푥 ∙ 푎      

  
ف فشرده باشند. مجموعه همه عناصر به یبه طور ضع

 푊퐴푃(퐸)را با  Eف متناوب در یضع یبیطور تقر
  م. یدهیش مینما
ف در یک ضرب خوش تعری, 풜ک جبر باناخ ی يبرا

푊퐴푃(풜∗)∗  وجود دارد که آن را به جبر باناخ
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 ℬباناخ دوگان  هر جبر يکند. برایل میدوگان تبد
θ:풜 یختیو همر → ℬیختیک همری 푤∗-وسته یپ

∗휃:푊퐴푃(풜∗)کتا ی → ℬ يطوروجود دارد به 
휃표푖که  = θ که ,푖:풜 → 푊퐴푃(풜∗)∗  نگاشت

. واضح است که متعارف است
∆ ∗(푊퐴푃(풜∗)∗) ≠ φ. اگر ∅ ∈ ∆(풜	) 

휑کتا یگاه عضو آن ∈ ∆ ∗(푊퐴푃(풜∗)∗	)  را
φم که یریگیدر نظر م يطور = 휑표푖 .باشد  

 
جبرباناخ بوده و  کی풜	 م یفرض کن .1-4 هیقض

φ ∈ ∆(풜	) اگر .풜 ,φ-گاه یر باشد آنپذنیانگیم
ℂ ,푊퐴푃(풜∗)∗- است. يریدومدول باناخ تصو  

  اثبات  3- 2ه ی) از قض1به کمک گزاره ( برهان.
  . شودیم
  

جبرباناخ دوگان و  کی풜	 م یفرض کن .2- 4 هیقض
φ ∈ ∆ ∗(풜	) ر معادلند:یز يهااست. آنگاه گزاره  

1 (ℂ ,풜- است. يریدومدول باناخ تصو 
2 (ℂ ,푊퐴푃(풜∗)∗ - يریدومدول باناخ تصو 

  است.
 3-2ه ی) از قض2: با توجه به گزاره (2⟹1 برهان.

  شود.یجه مینت
دومدول باناخ با  - 풜ک ی Eم ی: فرض کن1⟹2

푥چپ  یعمل مدول ∙ 푎 = 휑(푎)푥 هر  يبرا
푥 ∈ 퐸, 푎 ∈ 풜 م یباشد. فرض کن퐷:풜 → E 

∗푖:풜ک مشتق باشد و ی → 푊퐴푃(풜∗)  نگاشت
دومدول  -풜 یختیک همری ∗푖گاه متعارف باشد, آن

ک یرا به  퐸است. ما  풜 يبتو ∗푊퐴푃(풜∗)از 
푊퐴푃(풜∗)∗-  دومدول باناخ باضرب

푥 ∙ Λ ≔ 휑(Λ)푥, Λ ∙ 푥 ≔	 푖∗(Λ) ∙ 푥	 هر  يبرا
푥 ∈ 퐸, Λ ∈ 	푊퐴푃(풜∗)∗ گاه م. آنیکنیل میتبد
퐷푖∗:	푊퐴푃(풜∗)∗ → 퐸 ک مشتق است و ی

 که  يطورک وجود دارد بهیتوجه به فرض ن بایبنابرا
(퐷푖∗)(Λ) = 	Λ ∙ 푥 − 푥 ∙ Λ	(Λ ∈
푊퐴푃(풜∗)∗)   

푎هر  يجه برایدر نت ∈ 풜 ,.퐷푎 = 푎 ∙ 푥 − 푥 ∙ 푎 
  م:یکنیارائه م یحال مثال

  
ℓاثبات شده  [2,	مثال	2.5]در  .3- 4مثال (ℤ ) ,
휑- ر است هرگاه یپذنیانگیم|푧| = باشد. آنگاه  1

푊퐴푃(ℓ, 2-4ه یطبق قض (ℤ دو مدول  -∗(∗(
  م داشت.یرا خواه	ℂ	بودن يریتصو

  
جبرباناخ بوده و  کی풜	 م یفرض کن .4-4هیقض

φ ∈ ∆(풜	)ر معادلند:یز يهاگاه عبارت. آن  
1 (ℂ ,푊퐴푃(풜∗)∗- يریدومدول باناخ تصو 

  است.
هر  يو برا 퐸 یباناخ انعکاس يهر فضا ي) برا2

휋:풜وسته یش پینما → ℒ(퐸) ک شبه انتظار ی
푄: ℒ(퐸) → 휋(풜	) .وجود دارد  

	4.10]طبق  برهان. هیقض 	, ش یهر نما يبرا [7
휋:풜وسته یپ → ℒ(퐸)  باناخ  يک فضایبا

کتا یش ینما - ∗푤ک ی, وجود دارد 퐸 یانعکاس
휋:푊퐴푃(풜∗)∗ → ℒ(퐸) ع یکه توسπ  است. با

ست اثبات شود یکاف 6-3ه یتوجه به قض
휋(풜) = 휋(푊퐴푃(풜∗)∗)  واضح است که
휋(푊퐴푃(풜∗)∗) ⊆ 휋(풜)م که ی. فرض کن

푇 ∈ 휋(풜) هر  ين برایبنابرا푎 ∈ 풜, η ∈
퐸∗⊗퐸 میدار 〈휋(푎)푇, 휂〉 = 휑(푎)〈푇, 휂〉 .

휓 يبرا ∈ 푊퐴푃(풜∗)∗ ,ک نت ی(푎 ) ⊆ 풜 
 يرو يلوژتوپو -∗푤در  휓وجود دارد که همگرا به 

푊퐴푃(풜∗)∗ ين برایاست. بنابرا 푥 ∈ 퐸, 휇 ∈
퐸∗, 푇 ∈ 휋(풜	) م یدار  

〈휇, 휋(휓)푇(푥)〉 = 〈휇⨂푇(푥), 	휋(휓)〉 =
〈휓, 휋∗(휇⨂푇(푥))〉 =
lim 〈휋∗ 휇⨂푇(푥) , 푎 〉 =
lim 〈휇, 휋(푎 )푇(푥)〉 =
lim 휑(푎 )〈휇, 푇(푥)〉 = 〈휇, 휑(휓)푇(푥)〉.  

  
푇ن یبنابرا ∈ 휋(푊퐴푃(풜∗)∗)  خواهد شد و

  شود.یاثبات کامل م
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푊퐴푃(ℓ-ما مطالعه  يهدف بعد (ℕ )∗)∗ 
 φاست, که  ℂبودن  يریتصودومدول باناخ 

ℓ يرو یشیکاراکتر افزا (ℕ  یعنیاست  (
휑(∑ 훼 훿 ) = ∑ 훼م ی. فرض کن퐸 

푒)ه نرمال شده یباناخ با پا يک فضای است. ما  (
푛 یک تابعک خطی ∈ ℕ, 푒 ∗ ∈ 퐸∗ صورت به

〈푒 ∗, ∑ 푥 푒 〉 = 푥 م یم. فرض کنیکنیف میتعر
휖 ,푖)ه یاست که درا یسیماتر , 푗)  و  1آن
ش یک نمایاست.  0گر ید يهاهیدرا

휋: 	ℓ (ℕ ) → ℒ(퐸) هر  يبرا푛,푚 ∈ ℕ  به
 :شودیف میر تعریصورت ز

휋(훿 )(푒 ) = 푒 													, 푚 ≤ 푛
0																		, 푚 > 푛  

  
ℓ	휋(م که یکنیما اثبات م (ℕ مجموعه همه  ((

صفر بجز در  يهاهیبا درا ℒ(퐸)در  يهاسیماتر
푇 یعنیسطر اول است.  = (푎 , ) ∈

휋(	ℓ (ℕ 푎تنها اگر  و اگر (( , =  يبرا 0
푖 ≥ در  یسین ماتری. به وضوح هر چن 푗و همه  2

휋(	ℓ (ℕ هر  يقرار دارد. بالعکس, چون برا ((
푛 ≥ 휋(훿م یدار 2 ) − 휋(훿 ) = 휖 , ,

휖د که یدد یخواه , 푇 =  هر يبرا 0
푇 ∈ 휋(	ℓ (ℕ 푚 يبرا نی. بنابرا(( ≥ 1, 푛 ≥ 2 

  میدار
0 = 휖 , 푇(푒 ) = 〈푒 ∗, 푇(푒 )〉푒   

  
푒〉سپس  ∗, 푇(푒 )〉 =  هر يجا براز آنو ا 0
푚 ≥ م یکنیما اثبات م يخواهد بود. سطر بعد ,1
:푄ظار شبه انت - 휑هر  : ℒ(퐸) →

휋(	ℓ (ℕ  ير متعارف به روید تصویبا (	(
휋(	ℓ (ℕ 푛,푚م یباشد. فرض کن (( ∈ ℕ  و

푇 ∈ ℒ(퐸) م که یدانیاست. م휖 , , 휖 , ∈
휋(	ℓ (ℕ  آنگاه ((

〈푒 ∗, 푇(푒 )〉푄 휖 , = 푄 휖 , 푇휖 , =
휖 , 푄(푇)휖 , = 〈푒 ∗, 푄(푇)(푒 )〉휖 ,    

  

푛 يجه برایدر نت > 1 ,〈푒 ∗, 푄(푇)(푒 )〉 = 0 
, 푛هر  يم برایریگیجه میاست. آنگاه نت

푄(푇)(푒 ) ∈ ℂ푒ي. برا 푛 ∈ ℕم که ی, دقت کن
휖 , ∈ 휋(	ℓ (ℕ  نی, بنابرا(	(

〈푒 ∗, 푇(푒 )〉휖 , =
〈푒 ∗, 푇(푒 )〉푄 휖 , 		= 푄 휖 , 푇휖 , =
휖 , 푄(푇)휖 , = 〈푒 ∗, 푄(푇)(푒 )〉휖 ,    

 
푒〉سپس  ∗, 푇(푒 )〉 = 〈푒 ∗, 푄(푇)(푒 , و از 〈(
푄(푇)(푒.آن جا  ) = 〈푒 ∗, 푇(푒 )〉푒  

  
 يرو یشیکاراکتر افزا φم یفرض کن .5-4هیقض

ℓ (ℕ   است. (
ℂ ,푊퐴푃(ℓآنگاه  (ℕ دومدول باناخ  -∗(∗(

  ست.ین يریتصو
ه یبا توجه به مشاهدات و مطالب قبل از قض برهان.

باناخ  يک فضایست ی، کاف4-4و  6-3ه یو قض
ر ی, تصو푄که  يطورم بهیدا کنیپ 퐸 یانعکاس

ℓ	휋( يبتو ℒ(퐸)متعارف از  (ℕ کراندار  (	(
 Θک یزومتریا یختیکریک ینباشد. واضح است که 

ℓ	휋(از  (ℕ ℓ	휋( يبتو (( (ℕ وجود  (	(
	7.6]دارد. در  هیقض , باناخ  يک فضایداوس  [	8

ر یتصو آن يکرده است که برا یمعرف 퐸 یانعکاس
ℓ	휋( یکانون (ℕ   ن نشان یست. ایکراندار ن ((

푄دهد یم = Θ표푃 ست, که در آن یکراندار ن푃 
ℓ	휋( يبتو ℒ(퐸)ر متعارف از یتصو (ℕ )) 

  است.
ℓش یهر نما يبرا (ℕ ) → ℒ(퐸) π: ,ک ی
  ش متناظرینما

ρ: 	ℓ (ℕ˅) → ℒ(퐸)	و		훿 ⟼ 퐼 − 휋(	훿 )  
  
푛 يبرا ∈ ℕ کرد  یتوان بررسیگاه موجود دارد. آن

ℓ	휋(که  (ℕ )) = 휌(	ℓ (ℕ˅))  و
휋(	ℓ (ℕ )) = 휌(	ℓ (ℕ˅)) ب, ین ترتی. به ا

  رساند. یر میجه زیما را به نت 4-5ه یقض
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ℂ ,푊퐴푃(ℓ1(ℕ˅) :6-4جه ینت
∗
)
∗

ومدول د -
 ست.ین يریباناخ تصو

  
 يرو یشیکاراکتر افزا φم یفرض کن :7-4 مثال

ℓ (ℕ    يهاهیاز قض يجه ایاست. به عنوان نت (
ℓ واضح است که 5-4و 4-1 (ℕ ), φ -نیانگیم 
  ست.یر نیپذ
  

  جه یو نت1- 4ه یبا توجه به قض :8- 4مثال
 واضح است یست. از طرفیر نیپذنیانگیم-0, ,  4-6
ℂ ,ℓ (ℕ˅) - ست و از ین يریدومدول باناخ تصو
  شود. یواضح م 2-4ه یگر قضید ینگاه

  
  يریگجهی. نت5

ک ی 휑ک جبر باناخ دوگان و ی 풜م یفرض کن
ن یباشد. در ا ℂبه  풜وسته از یپ -∗푤 یختیهمر

دومدول و  -풜عنوان را به ℂبودن  يریمقاله, تصو
 یدومدول بررس -∗푊퐴푃(풜∗) عنوانن بهیهمچن
و یانژکت -φم یان مفاهین با بیم نمود. هم چنیخواه

 يریها با تصوشبه انتظار به معادل کردن آن -φو 
م. هدف یپردازیدومدول م -풜عنوان به ℂبودن 

푊퐴푃(ℓ یما بررس يبعد (ℕ دومدول  - ∗(∗(
کاراکتر  φه است ک ℂبودن  يریتصو باناخ
ℓ يرو یشیافزا (ℕ   است. (
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