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  02/1400/ 25تاریخ پذیرش مقاله:    1399/ 19/06تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده: 

D:دومدول باشد. نگاشت -Aیک باتاخ    Xیک جبر باناخ و    Aفرض کنید   A X    را یک اشتقاق مکعبی نامند
a,هرگاه براي هر   b A    داشته باشیم( ) ( ) ( )D ab a D b D a b   3 D:نگاشت    .3 A X  ت  را یک نگاش

براي هر نامند هرگاه  휆   و  همگن مکعبی  ∈ ℂ    باشیم )داشته  ) ( )D a D a  این مقاله نگاشت خطی3 - . در 
مکعبی  -کنیم. نگاشت همگن مکعبی را یک نگاشت خطیصورت زیر تعریف میمکعبی را به-مکعبی و اشتقاق خطی
a,گوییم هرگاه براي هر   b A   و휆 ∈ ℂ   داشته باشیم( ) ( ) ( )D a b D a D b   3 و علاوه براین اگر  D 

مکعبی را روي  -اي خطیهمکعبی نامیم. در این مقاله اشتقاق-یک اشتقاق مکعبی باشد آن را یک اشتقاق خطی
از ضرب  رده باناخ حاصل  باناخ شامل جبرهاي  از جبرهاي  مختلفی  و -هاي  مدولی  توسیع  باناخ  لائو، جبرهاي 

تعریف    هاي مکعبی مدولی رااشتقاق مکعبی و نگاشت-کنیم. براي توصیف،  اي توصیف میجبرهاي باناخ ملقمه
جبرباناخ  می براي  Aکنیم.  B  که   ( )B   می  A  و  0 نشان  است،  که  یکدار  دهیم 

:D A B A B     خطی اگروتنها-اشتقاق  است  مکعبی -اگر    مکعبی  ,اشتقاق  :B AD B A    و
خطیاشتقاق AD:مکعبی  -هاي  A A  و:BD B B    هر براي  که  باشند  )موجود  , )a b A B   ،D

),صورت به , ) ( ( ) , ( ))A B A BD a b D a D D b    و هر    باشد  )براي  , )a b A B    شرط   در 
,( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )A B A B Ab D a a D b a D b D a b    3 3 3 صدق کند. نتایجی مشابه براي جبرهاي باناخ توسیع    3
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  مقدمه -1
توسط   که  معروف  معادلات  از    گران پژوهشیکی 

قرار گرفته است معادله مکعبی   زیادي مورد بررسی 
  تابعی زیر است:

푓(2푥 + 푦) + 푓(2푥 − 푦) = 2푓(푥 + 푦)  
+2푓(푥 − 푦) + 12푓(푥)  (0.1) 

  
aاین معادله توسط جون و کیم   A    معرفی    [1]در
)شد که جواب آن تابع مکعبی  )f x ax   است.  3

-Aیک باتاخ   Xناخ و  یک جبر باAفرض کنید  
D:نگاشت  دومدول باشد. A X    را یک اشتقاق

a,مکعبی نامند هرگاه براي هر   b A :داشته باشیم  
( ) ( ) ( )D ab a D b D a b   3 3      (0.2) 

  
این نوع اشتقاق توسط اسحاقی گرجی و همکاران در  

نوع اشتقاق بررسی شد.    [2] این  پایداري  معرفی و 
D:نگاشت   A X   را یک نگاشت همگن مکعبی

aنامند هرگاه براي هر  A  و   λ ∈ ℂ   :داشته باشیم  
)0.3(                                      ( ) ( )D a D a  3  
  

مکعبی   همگن  D:نگاشت  A X    یک را 
هر  براي  هرگاه  نامند  همگن  مکعبی    اشتقاق 

,a b A  :داشته باشیم  
( ) ( ) ( )D ab a D b D a b   3 3  

  
بداغی در   توسط  معرفی    [3]اشتقاق مکعبی همگن 

- در زیر مثالی از اشتقاقشد و پایداري آن بررسی شد.  
می ارائه  همگن  مکعبی  براي  دهیم،  هاي  همچنین 

در رابطه با اشتقاق مکعبی همگن به مثال    دیگر  مثالی
  مراجعه کنید.  [3]از  1

  فرض کنید الف) .1-1مثال 
푁 (ℂ) = 0 0

0 푎 : 푎 ∈ ℂ   

  
푀و   (ℂ)  2هاي  جبر باناخ شامل تمام ماتریس × 2  

  

درایه در  با  نگاشت    ℂهایی  퐷:푁باشد.  (ℂ) →
푀 (ℂ) کنیم:صورت زیر تعریف میرا به  

퐷 0 0
0 푎 = 0 푎

푎 0
  

  
یک اشتقاق مکعبی همگن    퐷آنگاه با بررسی ساده،  

  است. 
  فرض کنیدب) 

푇 (ℂ) = 0 푎
0 0 : 푎 ∈ ℂ .  

  
퐷:푇نگاشت   (ℂ) → 푀 (ℂ)  به زیر  را  صورت 

  کنیم: تعریف می

퐷 0 푎
0 0 = 0 푎

0 0
  

  
یک اشتقاق مکعبی همگن    퐷آنگاه با بررسی ساده،  

 است. 
قسمت در  بهج)  اگر  (ب)  و  (الف)  یک    ℂجاي  هاي 

باناخ جابجایی   داده  جبر  تعاریف  با  آنگاه  دهیم  قرار 
براي   همگن خواهد    퐷  ،퐷شده  مکعبی  اشتقاق  باز 

  بود.
که براي  طوريیک جبر باناخ باشد به  퐴د) فرض کنید  

,푎هر   푏 ∈ 퐴  ،푎푏 = مثال    0 푇(براي  (ℂ)    را  
توان در نظر گرفت). حال جبر باناخ زیر را با ضرب می

  گیریم: ها در نظر میو جمع ماتریس
프 = 0 푎

0 0 : 푎 ∈ 퐴   
  

퐷:프نگاشت  → 프 کنیم: صورت زیر تعریف میرا به  

퐷 0 푎
0 0 = 0 푎

0 0
  

  
یک اشتقاق مکعبی همگن    퐷آنگاه با بررسی ساده،  

  است. 
  

کنیم    :1-1تعریف   و    Aفرض     Xیک جبرباناخ 
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دومدول باشد. نگاشت همگن مکعبی  -Aیک باتاخ  
براي هر  -را یک نگاشت خطی مکعبی گوییم هرگاه 

,a b A وλ ∈ ℂ  :داشته باشیم  
( ) ( ) ( ).D a b D a D b   3              )0.4(   

  
 Aمکعبی پیوسته از -هاي خطیفضاي تمام نگاشت

توي با    Xبه  )را  , )LC A X  می و  نمایش  دهیم 
از    Dمکعبی پیوسته -هاي خطیاشتقاقفضاي تمام  

A  توي  بهX    را با( , )cZ A X1 دهیم.نمایش می  
اشتقاق توصیف  به  مقاله  این  خطیدر  مکعبی  -هاي 

رده روي  باناخ همگن  جبرهاي  از  مختلف    هاي 
  پردازیم. می
  
 لائو -باناخ حاصل از ضرب   جبرهاي -2

باشد. طیف جبرباناخ  Aفرض کنید   باناخ  یک جبر 
A    را با( )A  ي تمام  دهیم که مجموعهمی  نمایش

پوشا  تابعک پیوسته  (همریختی)  ضربی  خطی  هاي 
  است. Aروي 

کنید   و    Bو    Aفرض  باناخ  جبر  دو 
 ( )B   A، آنگاه  0 B   با ضرب و نرم

  شود: زیر تبدیل به یک جبر باناخ می 
( , )( , )
( ( ) ( ) , ),
a b a b
a a b a b a b b 


 

1 1 2 2

1 2 2 1 1 2 1 2
 

  و
( , ) .A Ba b a b   

  
بار    این اولین  براي  باناخ  جبرهاي  روي  ضرب  نوع 

نتایج اساسی روي    معرفی شد  [4]توسط لائو در   و 
ارائه    [5]ضرب، توسط سنگانی منفرد در  این حاصل

متعددي محققین  و  حاصل  شد  این  از روي  ضرب 
  جبرهاي باناخ و توسیع آن توسط یک ریختی مدولی، 

هاي توان به مقالهاند که میهایی را انجام دادهپژوهش
  اشاره کرد.  [12]، [11]، [10]، [9]، [8]، [7]،[6]

کنیم    :1-2تعریف   جبرباناخ،   Aفرض    یک 
 ( )A   0  ،X    باتاخ و -Aیک  دومدول 

:D A X  خطی نگاشت  باشد.  -یک  مکعبی 
یک    Dصورت  دراین مکعبی  -را  گوییم  اشتقاق 

a,براي هر  هرگاه  b A  :داشته باشیم  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .D ab a D b D a b  3 3  

  
تمام   پیوسته  اشتقاق-فضاي  همگن  مکعبی  هاي 

D    ازA  توي  بهX    با ,را  ( , )cZ A X
نمایش   1

  دهیم. می
)براي هر   , )a b A B  :داریم  

)0.5(        ( , )
( ( ) ( ) , )

a b
a b a b a b   

3

3 2 2 33 3
  

  
کانونی  نگاشت A:هاي  A A B  ،

:B B A B    نگاشت تصویري  و  هاي 
:A A B A    ،:B A B B      را

D:گیریم. اگر  نظر می  در A X    یک نگاشت
خطی نگاشت-همگن  آنگاه  باشد،  هاي  مکعبی 

:AD A A، :BD B B،  , :A BD A B 
,  و :B AD B A  ضابطه نگاشتبا  زیر  هاي  هاي 

  مکعبی هستند: -خطی
)0.6(                                           :A A AD D     
)0.7(                                        :B B BD D     
)0.8(                                      , :A B B AD D     
)0.9(                                     , :B A A BD D     
  

بنابراین با توجه به بحث انجام شده در بالا، لم زیر را  
  داریم: 

 
دو جبر باناخ باشند و    Bو   Aفرض کنید   :1-2لم  
 ( )B   آنگاه  0  ،:D A B A B    

خطی نگاشت  اگر  -یک  تنها  و  اگر  است    مکعبی 
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خطینگاشت AD:مکعبی  -هاي  A A ،
:BD B B، , :A BD A B و, :B AD B A  

)موجود باشند که براي هر   , )a b A B   ،D  به-
  صورت زیر باشد:

퐷(푎, 푏) = (퐷 (푎) + 퐷 , ,퐷 (푏) + 퐷 , ).  
  

کنید    :1-2قضیه   باناخ    Bو    Aفرض  جبر  دو 
و   باشند  ( )B   آنگاه 0  ،

:D A B A B     خطی اشتقاق  - یک 
مکعبی  -هاي خطیمکعبی است اگر و تنها اگر نگاشت

:AD A A  ،, :A BD A B  ،-  اشتقاق
,مکعبی  :B AD B A  خطی اشتقاق  مکعبی  -و 

:BD B B   هر براي  که  باشند  موجود 
( , )a b A B  ،D صورت زیر باشد:به  

퐷(푎, 푏) = (퐷 (푎) + 퐷 , ,퐷 (푏) + 퐷 , ).    
)که براي هر   , ), ( ', ')a b a b A B     در شرایط
  کنند: زیر صدق می

1-  
 

,

,

( ') ( ') ( ')

( ) ' ( ) '
A A A B

A A B

D aa a D a a D a

D a a D a a





 

 

3 3

3 3
  

2- , ( ')A BD aa  0 .  
3-  휃(푏′) 퐷 (푎) = 푎 퐷 , (푏′) +

푎 휃(퐷 (푏′)) + 퐷 (푎)휃(푏′)   
4- , ,( ') ( ) ( ) 'A B A Bb D a D a b  3 .  
  

D:فرض کنید    برهان: A B A B       یک
- 2صورت بنابر لم شد. دراینمکعبی با-اشتقاق خطی

نگاشت1 خطی،  )  مکعبی -هاي  , )AD LC A A، 
( , )BD LC B B،  , ( , )A BD LC A B   و

, ( , )B AD LC B A   هر براي  که  هستند 
( , )a b A B ،  :داریم  

퐷(푎, 푏) = (퐷 (푎) + 퐷 , ,퐷 (푏) + 퐷 , ).   
 

مکعبی است، پس براي  -یک اشتقاق خطی  D  چون
)هر  , ), ( ', ')a b a b A B   :داریم  

퐷((푎, 푏)(푎′,푏′)) = 퐷((푎푎′+ 휃(푏)푎′+
휃(푏′)푎, 푏푏′)) = (퐷 (푎푎′) +
휃(푏) 퐷 (푎′) + 휃(푏′) 퐷 (푎) +
퐷 , (푏푏′),퐷 (푏푏′) + 퐷 , (푎푎′) +
휃(푏) 퐷 , (푎′) + 휃(푏′) 퐷 , (푎))(∗)   

  
هر براي  طرفی  )  از  , ), ( ', ')a b a b A B    با

  ) داریم: 1.5استفاده از ( 
( , ) (( ', '))a b D a b3  

( ( ) ( ) , ) (( ', '))a b a b a b D a b   3 2 2 33 3

 
,( ) ( ') ( ) ( ')B A Ab a D b b aD a  2 23 3  

 , ,( ) ( ') ( ') ( ')B A B A Bb aD b a D b D a   2 33

 ,( ) ( ') ( ')B A Bb a D b D a  23  
 ,( ) ( ') ( ')B A Bb a D b D a  23  

+휃(푏) 퐷 (푎′) +
휃(푏) 퐷 , (푏′),푏 퐷 (푏′) 

, ( ')) (**)A Bb D a 3  
  و

퐷((푎, 푏))(푎′푏′) = 퐷((푎, 푏))(푎′ +
3휃(푏′)푎′ + 3휃(푏′) 푎′,푏′ ) =
(퐷 (푎)푎′ + 3퐷 (푎)3휃(푏′)푎′ +
3퐷 (푎)3휃(푏′) 푎′+ 퐷 , (푏)푎′ +
3퐷 , (푏)휃(푏′)푎′ + 퐷 , (푏)휃(푏′) 푎′ +
퐷 (푎)휃(푏′) + 퐷 , (푏)휃(푏′) +
휃 퐷 (푏) + 퐷 , (푎) (푎 + 3휃(푏′)푎′ +
3휃(푏′) 푎′),퐷 (푏)푏′ + 퐷 , (푎)푏′ )(∗∗∗)  

  
در اگر  (*(  حال   ،(**) و  دهیم ***)  قرار   (

'a a  ,  ، آنگاه براي هر0 'b b B  :داریم  
퐷 , (푏푏′) = 휃(푏) 퐷 , (푏′) +
퐷 , (푏)휃(푏′)   

  و 
( ') ( ') ( ) 'BD bb b D b D b b 3 3  

  
) در  اگر  (*حال   ،(**) و  دهیم ***)  قرار   (

'b b  ,  ر، آنگاه براي ه0 'a a B :داریم  
 

 
,

,

( ') ( ') ( ')

( ) ' ( ) '
A A A B

A A B

D aa a D a a D a

D a a D a a





 

 

3 3

3 3
 

,( ( ') ( ') ( ) ( ')A B A Aa D a a D b b a D a  3 3 23
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,  و ( ')A BD aa  فرض0 با  همچنین   .  'a  و  0
b  a  ، براي هر0 A و'b B  :داریم  

휃(푏′) 퐷 (푎) = 푎 퐷 , (푏′) +
푎 휃(퐷 (푏′)) + 퐷 (푎)휃(푏′)   

  و
, ,( ') ( ) ( ) 'A B A Bb D a D a b  3   

  
  عکس قضیه بوضوح برقرار است. 

  
کنید    :1-2نتیجه   باناخ    Bو    Aفرض  جبر  دو 

یکدار است و    Aباشند که ( )B   ، آنگاه 0
:D A B A B     خطی اشتقاق  - یک 

اگروتنهااگر   است  مکعبی -مکعبی  اشتقاق 
, :B AD B A  اشتقاق خطیو  مکعبی  -هاي 

:AD A A  و:BD B B    باشند که موجود 
)راي هر  ب , )a b A B  ،D صورت زیر باشد:به  

,( , ) ( ( ) , ( )).A B A BD a b D a D D b   
  

)که براي هر   , )a b A B    :در شرط زیر را داریم  
,( ) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( )
A B A B

A

b D a a D b a D b

D a b

 



 



3 3 3

3
 

قضیه  برهان:   نگاشت1-2بنابر  مکعبی  -هاي خطی، 
:AD A A  ،, :A BD A B  ،-  اشتقاق

,  مکعبی :B AD B A  خطی اشتقاق  مکعبی  -و 
:BD B B    هر براي  که  باشند  موجود 

( , )a b A B  ،D صورت زیر باشد:به  
, ,( , ) ( ( ) , ( ) ).A B A B A BD a b D a D D b D    

  
  این صدق کند. بنابر  2-1قضیه   4تا    1هاي و در شرط

,  براي هر 'a a A   داریم  , ( ')A BD aa   Aچون   0
هر   براي  پس  است  aیکدار  A   داریم

, ( )A BD a   ،1- 2قضیه    1. بنابراین بنابر قسمت  0
AD  خطی اشتقاق  برهان  -یک  بقیه  است.  مکعبی 

  برقرار است.  1-2بنابر قضیه 
  

دو جبر باناخ باشند   Bو  Aفرض کنید  :  1-2گزاره  
و   ( )B   اگر0  .  :BD B B    یک

  مکعبی باشد، آنگاه-اشتقاق خطی
:
(( , )) ( , ( ))B

D A B A B
D a b D b

   
 0

 

  
  مکعبی است. -یک اشتقاق خطی

  به طریق مستقیم حکم برقرار است.  برهان:
  
  باناخ توسیع مدولیجبر  -3

-  Aیک باناخ  Xیک جبر باناخ و  Aفرض کنید
مدولی   توسیع  باناخ  جبر  از  منظور  باشد.  دومدول 

است که    Xو  A  مجموع -X  1و   Aمرتبط با  
Aبا X1  دهیم و ضرب و نرم روي آن  نمایش می

هر  )براي  , ), ( ', ')a x a x A X 1  زیر به صورت 
  شوند:تعریف می

( , )( ', ') ( ', ' ')a x a x aa a x x a     
  و

( , ) XAa x a x   
  

 [13]این نوع جبر باناخ براي اولین بار توسط ژانگ در  
از خواص مانستگی و   مورد مطالعه قرار داد و برخی 

  ها روي دوگان همانستگی، نتایج در رابطه با اشتقاق
،  [16]،  [15]،  [14]دوم این نوع از جبرهاي باناخ در  

  د. انمورد بررسی قرار گرفته [18]، [17]
)براي هر   , )a x A X 1 :داریم  

)0.10(          ( , )
( , )

a x
a a x a x a a x      

3

3 2 2
  

  
کانونی  نگاشت A:هاي  A A X  1،

:X X A X  1  نگاشت تصویري  و  هاي 
:A A X A  1  ،:X A X X  1    را

می اگر  درنظر  D:گیریم.  A X    نگاشت یک 
مکعبی باشد، آنگاه مشابه بخش قبلی، -همگن خطی

AD:هاي  نگاشت A A،  :XD X X، 
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, :A XD A X  و, :X AD X A  هاي با ضابطه
  مکعبی هستند: -هاي خطیزیر نگاشت

)0.11(                                        :A A AD D     
)0.12(                                   :X X XD D     
)0.13(                                   , :A X X AD D     
)0.14(                                 , :X A A XD D     
  

بنابراین با توجه به بحث انجام شده در بالا مشابه لم  
  ، لم زیر را داریم: 2-1

  
مدولی   :1-3لم   توسیع  باناخ  Aجبر  X1   در را 

می درنظر  صورت   این  گیریم. 
:D A X A X  1 خطی  1 نگاشت  - یک 

نگاشت اگر  تنها  و  اگر  است  خطیمکعبی  - هاي 
AD:مکعبی   A A   ،:XD X X، 

, :A XD A X  و, :X AD X A   موجود
)باشند که براي هر   , )a x A X 1  ،D  صورت  به

  زیر باشد:
퐷(푎, 푥) = (퐷 (푎) + 퐷 , (푥),퐷 (푥) +
퐷 , (푎)).  

  
کنید   :1-3تعریف   باناخ،  Aفرض  و  Xیک جبر 

Y  باناخ همگن -  Aدو  نگاشت  باشند.  دومدول 
:T X Y   را یکA-  ریختی مکعبی چپ نامیم

xهرگاه براي هر  X  :داشته باشیم  
( ) ( )T a x a T x  3  

  
ی مکعبی راست را براي هر ریخت-Aطور مشابه،  به

a Aوx X کنیم: صورت زیر تعریف میبه  
( ) ( )T x a T x a   3  

  
T:نگاشت X Y    یک مکعبی  -Aرا  ریختی 

ریختی مکعبی چپ و راست  -Aنامیم هرگاه آن یک  
  باشد.

A  جبر باناخ توسیع مدولی   :1-3قضیه   X1    را
می نظر  دردر  صورت این  گیریم. 

:D A X A X  1 مکعبی    1 اشتقاق  یک 
اشتقاق اگروتنهااگر  مکعبی  است  هاي 

:AD A A  ،, :A XD A X    وA -
مکعبی  ریختی XD:هاي  X X   و

, :X AD X A  هر براي  که  باشند  موجود 
( , )a x A X 1 ،D اشد:صورت زیر ببه  

퐷(푎, 푥) = (퐷 (푎) + 퐷 , (푥),퐷 (푥) +
퐷 , (푎)).  

  
کنید  برهان: D:فرض  A X A X  1 1 

،  1- 3صورت بنابر لم  یک اشتقاق مکعبی باشد. در این
خطینگاشت AD:مکعبی  -هاي  A A  ،

:XD X X،  , :A XD A X   و
, :X AD X A   هر براي  که  باشند  موجود 

( , )a x A X 1   ،D صورت زیر باشد: به  
퐷(푎, 푏) = (퐷 (푎) + 퐷 , ,퐷 (푏) + 퐷 , ).  

  
هر  براي  بالا  فرمول  از  استفاده  با 

( , ), ( ', ')a x a x A X 1  :داریم  
(( , )( ', '))D a x a x = (퐷 (푎푎′) + 퐷 , (푎 ⋅

푥′ + 푥 ⋅ 푎′),퐷 , (푎푎′) + 퐷 (푎 ⋅ 푥′ + 푥 ⋅
푎′))(훥)   

  
) بنابر  طرفی  هر1.10از  براي   (
( , ), ( ', ')a x a x A X 1  :داریم  

 
 

,

,

,

,

,

( , ) ( ', ')

( , ) ( ', ')

( ( ') ( '), ( ')

( ') ( ) ( ')

( ) ( ') ( ) ( ')

( ) ( ') ( ) ( ')

( ) ( ')) ( )

A X A X

A X A

X A X

A X X

A X

a x D a x

a a x a x a a x D a x

a D a a D x a D x

a D a a x a D a

x a D x x a D x

x a D a a x D x

a x D a

      

  

     

     

     

   

3

3 2 2

3 3 3

3

2 2

2 2

2

  

  و
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퐷((푎, 푥))(푎′,푥′) = 퐷((푎, 푥))(푎′ ,푎′ ⋅ 푥′ ⋅
푎′ + 푥′ ⋅ 푎′ + 푎′ ⋅ 푥′) = (퐷 (푎) ⋅ 푎′ +
퐷 , (푥) ⋅ 푎′ ,퐷 (푎) ⋅ (푎′ ⋅ 푥′ ⋅ 푎′) +
퐷 (푎) ⋅ (푥′ ⋅ 푎′ ) + 퐷 (푎) ⋅ (푎′ ⋅ 푥′) +
퐷 , (푥) ⋅ (푎′ ⋅ 푥′ ⋅ 푎′) + 퐷 , (푥) ⋅ (푥′ ⋅
푎′ ) + 퐷 , (푥) ⋅ (푎′ ⋅ 푥′) + 퐷 (푥) ⋅
푎′ + 퐷 , (푎) ⋅ 푎′ )(훥훥훥)  

  
دادن  قرار  با  x'حال  x  رابطه  0 بالا  در  هاي 

,براي هر 'a a A  :داریم  
( ') ( ') ( ) 'A AD aa a D a D a a 3 3   

  و
, , ,( ') ( ') ( ) 'A X A X A XD aa a D a D a a   3 3   

  
رابطه در  )هاياگر  )  ،( )  و  ( )    قرار

xدهیم  a'و  0    آنگاه داریم:  0
, ,( ') ( ')X A X AD a x a D x  3  

  و
( ') ( ')X XD a x a D x  3  

  
a  طور مشابه، اگر قرار دهیم به  x'  و  0  ، آنگاه 0

  داریم: 
, ,( ') ( ) 'X A X AD x a D x a  3  

  و
( ') ( ) 'X XD x a D x a   3  

 
  اي جبرهاي باناخ ملقمه -4

یک    풜دو جبرباناخ باشند که    프  و  풜فرض کنید  
풜اي دومدول است. جبرباناخ ملقمه-  프باناخ   ⋊프 

  شود:نرم زیر تعریف می با ضرب و
    , , ,a b ab b a          

  و
∥ (푎,훼) ∥ =∥ 푎 ∥풜 +∥ 훼 ∥프.  

  
نعمتی   و  جوانشیري  توسط  جبرها  در    [19]این 

معرفی و مورد مطالعه قرار گرفتند و نتایجی در رابطه  
انقباض میانگینبا  دوتصویري،  و  پذیري،  پذیري 

مورد   [20]ها توسط عبادیان و جباري در  دوتختی آن
  بررسی قرار گرفتند.

(푎,훼)  براي هر ∈ 풜 ⋊ 프 :داریم  
( , ) ( , )a a a a a a           3 2 2 3 )0.15(   

  
ملقمه  :1-4لم   باناخ  풜اي  جبر  ⋊프   نظر در    را 
دراینمی 퐷:풜صورت  گیریم.  ⋊프 → 풜 ⋊프 

خطی نگاشت  اگر  -یک  تنها  و  اگر  است  مکعبی 
خطینگاشت 퐷مکعبی  -هاي  :풜 → 풜 ،

퐷프:프 → 프،퐷 ,프:풜 → 프   و  퐷프,풜:프 → 풜 
(푎,훼)موجود باشند که براي هر   ∈ 풜 ⋊ 프  ،D

  صورت زیر باشد: به
퐷(푎,훼) = (퐷풜(푎) + 퐷프,풜(훼),퐷프(훼) +
퐷풜,프(푎)).   

풜اي  جبر باناخ ملقمه  :1-4قضیه   ⋊프    را در نظر
دراینمی 퐷:풜صورت  گیریم.  ⋊프 → 풜 ⋊프 

- اگروتنهااگر اشتقاقمکعبی است  -یک اشتقاق خطی
퐷풜:풜مکعبی  -هاي خطی → 풜 ،퐷프:프 → 프  و

퐷هاي  نگاشت ,프:풜 → 프 و  퐷프,풜:프 → 풜 
براي هر   باشند که  (푎,훼)موجود  ∈ 풜 ⋊ 프  ،D

  صورت زیر باشد: به
퐷(푎,훼) = (퐷풜(푎) + 퐷프,풜(훼),퐷프(훼) +
퐷풜,프(푎))    

  که طوريبه
1-  퐷프,풜(푎 ⋅ 훼) = 푎 퐷프,풜(훼)  ،  

퐷프,풜(훼 ⋅ 푎) = 퐷프,풜(훼)푎 و  퐷프,풜(훼훼′) = 0.   
2-  퐷풜 ,프(푎 ⋅ 훼) = 퐷풜,프(푎)훼،    

퐷풜 ,프(훼 ⋅ 푎) = 훼 퐷풜 ,프(푎)  و퐷풜 ,프(푎푎′) = 0.  
  

لم    برهان: (푎,훼)براي هر    1-4بنابر  ∈ 풜 ⋊ 프، 
D صورت زیر است:به  

퐷(푎,훼) = (퐷풜(푎) + 퐷프,풜(훼),퐷프(훼) +
퐷풜,프(푎)).    

,(푎,훼)  براي هر (푎′,훼′) ∈ 풜 ⋊ 프 :داریم  
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퐷((푎,훼)(푎′,훼′)) = (퐷풜(푎푎′) + 퐷풜(푎 ⋅
훼′) + 퐷풜(훼 ⋅ 푎′) +
퐷프,풜(훼훼′),퐷프(훼훼′) + 퐷풜,프(푎푎′) +
퐷풜,프(푎 ⋅ 훼′) + 퐷풜,프(훼 ⋅ 푎′))  

  
,(푎,훼)  همچنین براي هر (푎′,훼′) ∈ 풜 ⋊ 프 با   و

  ) داریم: 1.15استفاده از (
( , ) (( ', '))a D a 3  
= (푎 + 푎 ⋅ 훼 ⋅ 푎 + 훼 ⋅ 푎 + 훼 ⋅
푎,훼 )퐷((푎′,훼′)) = (푎 퐷풜(푎′) +
푎 퐷프,풜(훼′) + (푎 ⋅ 훼 ⋅ 푎)퐷풜(푎′)   )0.16(   
+(푎 ⋅ 훼 ⋅ 푎)퐷프,풜(훼′) + (훼 ⋅ 푎 )퐷풜(푎′) +
(훼 ⋅ 푎 )퐷프,풜(훼′) + (훼 ⋅ 푎)퐷풜(푎′) +
(훼 ⋅ 푎)퐷프,풜(훼′),훼 퐷프(훼′) +
훼 퐷풜,프(푎′))  

  و
퐷((푎,훼))(푎′,훼′) = 퐷((푎,훼))(푎′ + 푎′ ⋅
훼′ ⋅ 푎′+ 훼′ ⋅ 푎′ + 훼′ ⋅ 푎′,훼′ ) =
(퐷풜(푎)푎′ + 퐷프,풜(훼)푎′ + 퐷풜(푎)(푎′ ⋅
훼′ ⋅ 푎′) + 퐷프,풜(훼)(푎′ ⋅ 훼′ ⋅ 푎′) +
퐷풜(푎)(훼′ ⋅ 푎′ ) + 퐷프,풜(훼)(훼′ ⋅ 푎′ ) +
퐷풜(푎)(훼′ ⋅ 푎′) +
퐷프,풜(훼)(훼′ 푎′),퐷프(훼)훼′ +
퐷풜,프(푎)훼′ )  

  
a'  هاي بالا قرار دهیم رابطه  در  اگر a  ، آنگاه  0

  داریم: 
퐷프,풜(훼훼′) = 0  

  و
퐷프(훼훼 ) = 훼 퐷(훼 ) + 퐷(훼)훼′   

  
'اگر قرار دهیم      ، آنگاه داریم: 0

퐷프,풜(푎푎′) = 0  
  و

퐷풜(푎푎′) = 푎 퐷(푎′) + 퐷(푎)푎′   
  

کنیم فرض  اگر  '  همچنین   aو  0  آنگاه   0
  داریم: 

퐷프,풜(훼 ⋅ 푎′) = 퐷프,풜(훼)푎′   
  و

퐷풜,프(훼 ⋅ 푎′) = 훼 퐷풜,프(푎′)  

 طور مشابه اگر فرض کنیم به  a' و  0  آنگاه    0
  داریم: 

퐷프,풜(푎 ⋅ 훼′) = 푎 퐷프,풜(훼′)  
  و

퐷풜,프(푎 ⋅ 훼′) = 퐷풜,프(푎)훼′   
  

  برهان عکس بوضوح برقرار است. 
  

풜اي  جبر باناخ ملقمه  : 1-4نتیجه   ⋊프   را در نظر
آنمی در  که  هستند.   프 و 풜 گیریم  یکدار  دو  هر 

퐷:풜صورت  دراین ⋊프 → 풜 ⋊프   اشتقاق یک 
اشتقاق-خطی اگروتنهااگر  است  خطیمکعبی  - هاي 

퐷풜:풜مکعبی   → 풜   و  퐷프:프 → 프    موجود
(푎,훼)باشند که براي هر   ∈ 풜 ⋊ 프D صورت به

  زیر باشد:
퐷(푎,훼) = (퐷풜(푎),퐷프(훼))  

  
퐷:풜اگر   1-4بنابر قضیه    برهان: ⋊프 → 풜 ⋊프  

خطی اشتقاق  اشتقاق-یک  آنگاه  باشد  هاي  مکعبی 
퐷풜:풜مکعبی  -خطی → 풜    ،퐷프:프 → 프    و

퐷هاي  نگاشت ,프:풜 → 프  و   퐷프,풜:프 → 풜 
(푎,훼)وجود دارند که براي هر   ∈ 풜 ⋊ 프  ،D  به-

  صورت زیر است:
퐷(푎,훼) = (퐷풜(푎) + 퐷프,풜(훼),퐷프(훼) +
퐷풜,프(푎))    

퐷프,풜(훼훼′) و = 퐷풜,프(푎푎′)و   0 =  풜 چون . 0
هر دو یکدار هستند، پس بنابر مطلب بالا، براي  프   و

훼  هر ∈ 프  و  푎 ∈ 풜  می که  نتیجه  گیریم 
퐷프,풜(훼) = 퐷풜,프(푎)و    0 = بنابراین    0

퐷프,풜 = 퐷풜,프و    0 = کامل .  0 را  برهان    این 
  کند.می
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