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 14/02/1400تاريخ پذيرش مقاله:    26/04/1398تاريخ ارسال مقاله: 

 چکيده

 امروزه که هستند کيتوپولوژ يفضاها از مهم ياهايپا يکيتوپولوژ يدگيچيپ و رلمنيک اشنايلوسترن رسته

 نيا تياهم به پرداختن با مقاله نيا در. باشندينه ميزم نيا در پژوهش و قيقتح به مندعلاقه ياريبس دانانياضير

 يدگيچيپ و رلمنياشنا کيلوسترن رسته فلدها،يمن ژهيبو فضاها يبرخ شناخت يبرا آن يکاربردها و مفهوم دو

 ميخواه محاسبه صفر يهاهيعل مقسوم طول و يناو طول از استفاده با بيترت به فضاها را آن از يبرخ يکيتوپولوژ

 ميرلمن آنها خواهيک اشنايو رسته لوسترن يکيتوپولوژ يدگيچيکه به محاسبه پ ييفلدهاياز جمله من .کرد

 يريتصو يژه حاصلضرب فضاهايفلدها بويو حاصلضرب من 𝐺2(ℝ4)گرسمن همچون  يفلدهايمن يپرداخت، برخ

 ر همبنديمس يکيتوپولوژ يفضا يکيتوپولوژ يدگيچيپ 𝑇𝐶(𝑋)م يآنها خواهد بود. فرض کن ياو ضرب گوه يقيحق

𝑋  و𝑐𝑎𝑡(𝑋) يکيتوپولوژ يرلمن از فضايک اشنايرسته لوسترن 𝑋 ن عددها ابتدايق ايرا نشان دهد. در محاسبه دق 

  ها وم کرد با روشيم پرداخت و تلاش خواهيمورد نظر خواه ين از فضاهاييبالا و پا يهابه محاسبه کران

 ين مقاله طول ناويم. در ايق آن را بدست آوريتر کرده و عدد دقکيها را به هم نزدآن کران يعددها يياهکيتکن

 يمهم يابزار محاسبات 𝑐𝑎𝑡و  𝑇𝐶 ين جهت محاسبهييپا يهاعنوان کرانک فضا بهيصفر  يهاهيو طول مقسوم عل

 باشند.يها مين عددا ي محاسبهبرا

 

 .ي، طول مخروطيرسته قو، ياضرب گوه، يناو طول هاي کليدي: واژه
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 مقدمه -1

ک و يلوسترن توسط رلمن ابتداياشنا کيلوسترن رسته

 يايک پاي عنوانبه 1934 سال در رلمنياشنا

 آن از هدف که شد يمعرف فلدهايمن از يديجد

 از يبحران نقاط يرو نييپا کران کي آوردن بدست

 هيضق در باشد.يم فلدهايمن يرو هموار تابع هر

مشهور  هيقض [ به عنوان1] از مرجع 1.15

 يرو ايپا نيا کامل يمعرف به رلمن،ياشنا کيلوسترن

 نيگر ايد عبارت به است، شده پرداخته فلدهايمن

 رسته با را هموار توابع از يبحران نقاط تعداد هيقض

 ميمفاه عدد به نيا محاسبه در کند.يم يابيارز ايپا

 ازين نظر مورد يفضا يناو طول جمله از يکيتوپولوژ

 نيا يبرا بالا کران عنوانفضا به بعد يطرف از و است

 فايا عدد آن قيدق ارائه جهت يمهم نقش رسته،

 يايپا زين يکيتوپولوژ يدگيچيپ مفهوم. کنديم

 فاربر توسط 2001 سال در ابتدا که است يگريد

 يمعرف يکيتوپولوژ يهاربات حرکت يبررس يبرا

تم يالگور ساختن مقاله آن يصلا هدف که است شده

 مسئله از گرفتن الهام تينها در و مسطح حرکت

 يکيتوپولوژ يدگيچيپ محاسبه جهت مسطح حرکت

 از قبل فاربر .باشديم يقيحق يريتصو يفضاها

 يکيتوپولوژ يدگيچيپ مفهوم جه،ينت نيا به دنيرس

  قرار مطالعه مورد مسطح حرکت مسئله يبرا را

 يکيتوپولوژ يدگيچيپ که کنديم انيب و دهديم

 حرکت نديفرآ يهايوستگيناپ که است يک عددي

 رد ويگياندازه م Χکربندي يپ يفضا در را مسطح

 به رلمنيک اشنايلوسترن هينظر از استفاده با در ادامه

 ابتدا پردازد ويم يکيتوپولوژ يدگيچيپ مفهوم طالعه

 سپس با و آورديم بدست آن يبرا بالا کران کي

 کي ک فضاي صفر يهاهيعل مقسوم طول از تفادهاس

 دهديم ارائه يکيتوپولوژ يدگيچيپ يبرا نييپا کران

 يدگيچيمحاسبه پ به آمده بدست جينتا با و

 حاصلضرب و يبعد-2 يهاهيرو ها،کره يکيتوپولوژ

 نيا با رابطه شتر دريب اطلاعات. پردازديم هاکره

[ 5[ و ]4، ][3[، ]2مراجع ] در فاربر توسط مفهوم

ان شده است. لازم به ذکر است که فاربر در مرجع يب

 نظر در يفضا که يکند زمانيثابت م 8.2[ لم 4]

 رسته آنگاه باشد يل گروه کي شده گرفته

 يدگيچيپ با فضا آن از رلمنياشنا کيلوسترن

 خواهد بود. برابر فضا آن يکيتوپولوژ

 

 رلمنياشنا -کيرسته لوسترن -2

 کيلوسترن رسته مفهوم فيتعر به بتداا بخش نيا در

  يگريد يکيتوپولوژ مفهوم کي و رلمنياشنا

 رسته از ياساس يهاتيخاص سپس و ميپردازيم

 اشاره با و کرد ميخواه انيب را رلمنياشنا کيلوسترن

 يبرا يمتعدد يها، مثال𝐿𝑆رسته  يکاربردها به

م يمختلف خواه ين عدد از فضاهايبدست آوردن ا

 آورد.

 

 يکيتوپولوژ يک فضاي Χم يفرض کن .1.2فيتعر

رلمن از يک اشناين صورت رسته لوسترنيباشد، در ا

 ياست به قسم 𝑛ح ين عدد صحيکوچکتر Χ يفضا

𝑛توسط  Χ يکه فضا +  ر مجموعه بازيز 1

𝑈1 , … , 𝑈𝑛+1 ک يکه هر يشود به طوريپوشانده م

ن يند، ار باشيپذک نقطه انقباضيبه  Χها در  𝑈𝑖از 

 ي 𝑛ن يم، اگر چنيدهينشان م 𝑐𝑎𝑡(Χ)عدد را با 

𝑐𝑎𝑡(Χ)م يدهيوجود نداشته باشد قرار م = ∞. 

 از يپوشش نيچن انيب يبرا گريد يهاسندهينو

𝑐𝑎𝑡(Χ)آن را با  Χ يفضا = 𝑛 +  کننديان ميب 1

 است يفيتعر عدد از شتريب يکي فيتعر نيا عدد که

 چند هر .م کرديخواه هاستفاد آن از نجايا در ما که

 خود به يبهتر ظاهر هافرمول يبرخ آنها فيتعر با

 ،يفيتعر نيک چني رسديم نظربه يول رنديگيم

 ما واقع در و نباشد طيشرا تمام يبرا يکامل فيتعر

 بطور که ميااستفاده کرده متن نيا در يفيتعر از

 رسته از يترمناسب نييپا و بالا يهاکران خاص

 في[ تعر1ذکر که در مرجع ] به لازم هد.بد فضا کي

ب يا به ترتيت هد و گاني، وا64.1ف يو تعر 48.1

 اند.ان کردهيرا ب 𝐿𝑆از رسته  يگريد يهافيتعر
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 دارد. در يبستگ Χ يبه نوع هموتوپ 𝑐𝑎𝑡(Χ)عدد 

 م:يواقع دار

 

𝑋اگر . 2.2گزاره  ≃ 𝑌 ن صورت يباشد، در ا

𝑐𝑎𝑡(𝑋) = 𝑐𝑎𝑡(𝑌). 

  [ مراجعه شود.6به مرجع ]اثبات. 

 

𝑆𝑛 چون. 3.2مثال  ≃ ℝ𝒏+𝟏 −  ني، بنابرا{𝟎}

cat(𝑆𝑛) = cat(ℝ𝑛+1 − {0}). 

 

ر است يانقباض پذ Χک يتوپولوژ يفضا .4.2جهينت

𝑐𝑎𝑡(Χ)اگر و تنها اگر  = 0. 

ر است پس در يپذانقباض ℝ𝑛 يمثال فضا يبرا

𝑐𝑎𝑡(ℝ𝑛)جه ينت = 0. 

، 𝑐𝑎𝑡(Χ)ق عدد يمحاسبه دق يادر ادامه بر

 را ينييپا و بالا يهاکران رلمنياشنا و کيلوسترن

 با ابتدا که اندکرده يمعرف عدد نيا محاسبه يبرا

 نييپا کران ،يکيتوپولوژ مفهوم کي از استفاده

 م کرد.يان خواهيرا ب 𝑐𝑎𝑡(Χ) يشده برا يمعرف

 

 ييجابجا يک حلقهي 𝑅م يفرض کن. 5.2ف يتعر

 بيبا ضرا 𝑋از  يک فضا باشد. طول ناوي 𝑋شد و با

است به  ∞ا ي 𝑘ح ين عدد صحيکوچکتر 𝑅در 

𝑘)که تمام يطور + در  يناو يهاه از ضربيلا -(1

;Χ)افته يل يتحو يکوهمولوژ  ℝ) 𝐻∗  برابر صفر

 م.يدهينشان م 𝑐𝑢𝑝𝑅(Χ)ن عدد را با يشود. ا

 

باشد،  ييجابجاک حلقه ي 𝑅م يفرض کن. 6.2گزاره 

با رسته فضا  يا مساويک فضا کمتر ياز  يطول ناو

 ن مفهوم را به صورتياست. ا 𝑅ب يتمام ضرا يبرا

 م:يدهير نشان ميز
𝑐𝑢𝑝𝑅(Χ) ≤ 𝑐𝑎𝑡(Χ).  

 

 مراجعه شود. 5.1[ گزاره 1به مرجع ]اثبات. 

م کرد يان خواهيب 𝑐𝑎𝑡(Χ) يک کران بالا برايحال 

مورد نظر  يدهد بعد فضايمر نشان يه زيکه قض

 باشد:يم 𝐿𝑆 رسته ين کران بالا برايترمناسب

 

 رافشرده موضعاًيپ يک فضاي يبرا .7.2هيقض

.م، ير داريپذانقباض 𝑐𝑎𝑡(Χ) ≤ 𝑑𝑖𝑚(Χ) 

 مراجعه شود. 7.1ه ي[ قض1به مرجع ] اثبات.

 

 کيلوسترن رسته آوردن بدست ي[ برا1در مرجع ]

 يو بالا نييپا يهارانک از فضاها از رلمنياشنا

 شده استفاده عدد نيا محاسبه يبرا زين يگريد

 ن وييپا کران به عنوان تومر يايپا جمله از است

 انيب بالا کران بعنوان يمخروط طول و يقو رسته

 .است شده

 که است يگريد يکيتوپولوژ ساختار فضاها ضرب

 𝐿𝑆رسته  مفهوم اند کرده تلاش ياضير پژوهشگران

 فضاها، ضرب مورد در ريز هيقض از ستفادها با را

 ان کنند،يز بين باشند نرمال کاملا فضاها کهيمان

  نرمال ها کاملاًمجتمع -𝐶𝑊د که يتوجه کن

 باشند.يم

 

ر يمس يفضاها 𝑌و  𝑋م يفرض کن. 8.2ه يقض

𝑋همبند و  × 𝑌 ًنرمال باشد. آنگاه کاملا 
𝑐𝑎𝑡(𝑋 × 𝑌) ≤ 𝑐𝑎𝑡(𝑋) + 𝑐𝑎𝑡(𝑌).  

 

 مراجعه شود. 37.1ه ي[ قض1به مرجع ] بات.اث

 

 م مفهوم رستهيکنيان چند مثال تلاش ميحال با ب

𝐿𝑆  م.يق آن را ساده تر کنيافتن عدد دقيو 

 

 يحلقه کوهمولوژ يدارا يبعد-𝑛چنبره . 9.2مثال

 𝐻∗(𝑇𝑛;  ℚ)  با𝑛 نيباشد. بنابرايمولد م 

𝑐𝑢𝑝(𝑇𝑛) = 𝑛3.2ز گزاره . پس با استفاده ا 

𝑛م، يدار = 𝑐𝑢𝑝(𝑇𝑛) ≤ 𝑐𝑎𝑡(𝑇𝑛) . از طرف
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dim(𝑇𝑛)م يدانيگر ميد = 𝑛، م ين خواهيبنابرا

 داشت:
𝑛 = 𝑐𝑢𝑝(𝑇𝑛) ≤ 𝑐𝑎𝑡(𝑇𝑛)  
≤ dim(𝑇𝑛)  
= 𝑛   

 

𝑐𝑎𝑡(𝑇𝑛)جه يدر نت = 𝑛. 

 

 يبعد-𝑘 يقيحق يريتصو يفضا .10.2ملاحظه

ℝ𝑃𝑘  را با𝑃𝑘 م.يدهينشان م 

 

𝑐𝑎𝑡(𝑃𝑛)م يدانيم. 11.2مثال  = 𝑛پس با در ، 

𝑃2نظر گرفتن حاصلضرب  × 𝑃4  م يبه وضوح دار

𝑐𝑢𝑝(𝑃2 × 𝑃4) =  ن ي. بنابرا6
6 = 𝑐𝑢𝑝(𝑃2 × 𝑃4) ≤ 𝑐𝑎𝑡(𝑃2 × 𝑃4)      
≤ 𝑐𝑎𝑡(𝑃2) + 𝑐𝑎𝑡(𝑃4)     
= 2 + 4 = 6  

 

𝑐𝑎𝑡(𝑃2جه يس در نتپ × 𝑃4) = 6. 

 

𝑛اگر . 12.2مثال = 1, … , آنگاه  10

𝑐𝑎𝑡(𝑆𝑂(𝑛)) = 𝑐𝑢𝑝(𝑆𝑂(𝑛))[ و 7. به مرجع ]

 [ مراجعه شود.8]
 

همبند و بسته  يبعد-𝑛فلد يمن 𝑋اگر  .13.2ه يقض

𝜋1(𝑋)با  ≈ ℤ2 باشد، آنگاه 𝑐𝑎𝑡(𝑋) =

dim(𝑋)  اگر و تنها اگر𝑤dim (𝑋) ≠ که در آن  0

𝑤  عضو ناصفر از𝐻1(𝑋; ℤ2) .است 

 مراجعه شود.  11.4ه ي[ قض9به مرجع ] اثبات.

 

𝑤dim (𝑋)اگر  .14.2جه ينت = آنگاه  0

𝑐𝑎𝑡(𝑋) < dim (𝑋). 

 

𝑐𝑎𝑡(𝐺2(ℝ4)). 15.2مثال  = 3 . 

𝑐𝑢𝑝(𝐺2(ℝ4))توان نشان داد يم يراحتبه اولاً ≥ 3 

𝜋1(𝐺𝑘(ℝ𝑛)) نو چو ≈ ℤ2ن با توجه به ي، بنابرا 
 

𝑤4جه قبل چون ينت =  پس  0
3 ≤ 𝑐𝑢𝑝(𝐺2(ℝ4)) ≤ 𝑐𝑎𝑡(𝐺2(ℝ4)) < 4   

 

 فوق حاصل خواهد شد. يجه از نامساويو نت

 𝐿𝑆که از رسته  ييج و کاربردهايپس از مشاهده نتا

 زين ∨ و ⋃ يهموتوپ يهاتيکم يم، برايان کرديب

 م کرد.يخواه يرا بررس 𝐿𝑆رسته 
 

𝑥0 ينقطه .16.2فيتعر ∈ 𝑋 م يناميده ميرا ناتباه

𝑥0اگر شمول  ↪ 𝑋 باشد. ينگاشت هم تاربند 
 

باز باشند،  𝑋⋃𝑌در  𝑌و  𝑋( اگر 1) .17.2گزاره 

𝑐𝑎𝑡(𝑋⋃𝑌)آنگاه  ≤ 𝑐𝑎𝑡(𝑋) + 𝑐𝑎𝑡(𝑌) + 1 . 

ر همبند با يسنرمال م يفضاها 𝑌و  𝑋( اگر 2)

 ده باشند، آنگاه:يناتباه ياهيپا ينقطه
𝑐𝑎𝑡(𝑋 ∨ 𝑌) = max{𝑐𝑎𝑡(𝑋), 𝑐𝑎𝑡(𝑌)}.  

 

𝑋نجا، يا ∨ 𝑌 يمجزا يهااز مجموعه ياضرب گوه 

𝑋  و𝑌 باشند.ين ميمع ياهيبدست آمده با نقاط پا 

 مراجعه شود. 27.1[ گزاره 1به مرجع ] اثبات.
 

𝑐𝑎𝑡(𝑃2)م يدانيم .18.2مثال  =  و 2

𝑐𝑎𝑡(𝑃3) =  م داشت:  ين خواهيبنابرا 3
𝑐𝑎𝑡(𝑃2 ∨ 𝑃3) =  max{𝑐𝑎𝑡(𝑃2), 𝑐𝑎𝑡(𝑃3)}.  

 

 :يدر حالت کل
𝑐𝑎𝑡(𝑃𝑛1 ∨ … ∨ 𝑃𝑛𝑘) = max{𝑛1, … , 𝑛𝑘}.   

 

 م:يدار 𝑆𝑛و  ℂ𝑃𝑛ن در مورد يهم چن

𝑐𝑎𝑡(ℂ𝑃𝑛1 ∨ … ∨ ℂ𝑃𝑛) =
max{𝑛1, … , 𝑛𝑘}.   

 

𝑛 ،𝑐𝑎𝑡(𝑆𝑛)هر  يو چون برا =  م:يپس دار 1
𝑐𝑎𝑡(𝑆𝑛1  ∨ … ∨ 𝑆𝑛𝑘) =
max{𝑐𝑎𝑡(𝑆𝑛1), … , 𝑐𝑎𝑡(𝑆𝑛𝑘)} = 1.  

 

  يبرا ياساده يهامثال گذشته مطالب در چند هر
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 محاسبه در واقع يم وليان کرديب 𝐿𝑆رسته  محاسبه

 و يکيتوپولوژ يفضاها از ياريبس يبرا ايپا نيا

 نيباشد. با وجود ايم يدشوار کار فلدهايمن

ن مهم يگر به ايمندان د، ما و علاقهيدشوار

 يفلدهايمن يبرخ ين عدد را برايم ايم بتوانيدواريام

 م.يز محاسبه کنيگر نيد
 

 يکيتوپولوژ يدگيچيپ -3

 يدگيچيپ مفهوم فيتعر به بخش ابتدا نيا رد

 يهاتيخاص آن پس از و ميپردازيم يکيتوپولوژ

 کرد ميخواه انيب را يکيتوپولوژ يدگيچيپ از ياساس

 مفهوم،  نيا يکاربردها به اشاره با تينها در و

 از عدد نيا آوردن بدست يبرا يمتعدد يهامثال

 .آورد ميخواه مختلف يفضاها

 انير بيرا به صورت ز 𝑇𝐶(𝑋) يايپا[ فاربر 3در ]

 يرهايتمام مس يفضا 𝑃𝑋م يکند: فرض کنيم

:γوسته يپ [0, 1] ⟶ 𝑋  در𝑋  باشد و

𝜋: P𝑋 ⟶ 𝑋 × 𝑋 رينگاشت وابسته به هر مس 

𝛾 ∈ 𝑃𝑋 ييو انتها ييعنوان نقاط ابتداباشد که به 

𝜋(γ)بصورت  = (γ(0), γ(1)) شود.ينشان داده م 
 

ر يمس يفضا يکيتوپولوژ يدگيچيپ .1.3ف يتعر

است به  𝑛ح ين عدد صحي، کوچکتر𝑋همبند 

𝑋ن يکه ضرب کارتزيطور × 𝑋  با𝑛 ر مجموعه باز يز

𝑈𝑖 شود و يپوشانده م𝑋 × 𝑋 = 𝑈1 ∪ 𝑈2 ∪

… ∪ 𝑈𝑛 هر  يکه برايبه طور𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ک ي

:𝑠𝑖وسته يپ يبخش موضع 𝑈𝑖 ⟶ 𝑃𝑋  ازπ  وجود

𝑈𝑖 ،𝜋 يدارد که رو ∘ 𝑠𝑖 = 𝑖𝑑 باشد.يم 
 

ر است اگر يپذانقباض 𝑋ک يتوپولوژ يفضا. 2.3لم 

𝑇𝐶(𝑋)و فقط اگر  = 1. 

 [ مراجعه شود. 3به مرجع ] اثبات.

ر است يانقباض پذ يبعد-𝑛سک يمثال د يبرا

TC(𝔻𝑛)م، ين داريبنابرا = 1. 

  يايز پاين يکيتوپولوژ يدگيچيپ 𝐿𝑆مانند رسته 
 

 م:ياست، لذا دار يوپهموت
 

𝑋اگر  .3.3لم  ≃ 𝑌  باشد، آنگاه 
𝑇𝐶(𝑋) = 𝑇𝐶(𝑌).             

 

  [ مراجعه شود.3به مرجع ] اثبات. 

[ محاسبه شده 3ر در مرجع ]ين مثال زيهم چن

 است.
 

حرکت مسطح از  يکيتوپولوژ يدگيچي. پ4.3مثال 

 برابر است با: يبعد-𝑛کره 

TC(𝑆𝑛) = {
n فرد  2

n زوج   3
  

 

𝑆𝑂(2)چون  ≃ 𝑆1م:ين داري، بنابرا 

𝑇𝐶(𝑆𝑂(2)) = 𝑇𝐶(𝑆1) = 2.  

 

  فيرا تعر يکيک مفهوم توپولوژينجا ابتدا يدر ا

ن ييک کران پايم و سپس با استفاده از آن يکنيم

شده است را  يکه توسط فاربر معرف 𝑇𝐶(𝑋) يبرا

 م کرد.يان خواهيب

 

دان باشد. هسته يک مي 𝑘م يفرض کن. 5.3ف يتعر

 سميهمومورف
∪:  𝐻∗(𝑋; 𝑘) ⨂ 𝐻∗(𝑋; 𝑘) ⟶  𝐻∗(𝑋; 𝑘)     
   

;𝐻∗(𝑋صفر از  يه هايآل مقسوم علدهيا 𝑘)  .است

;𝐻∗(𝑋صفر از  يهاهيمقسوم عل يطول ناو 𝑘) 

ده آل يدر ا يهيربدين حاصلضرب غيطول بزرگتر

;𝐻∗(𝑋صفر  يهاهيمقسوم عل 𝑘) ن عدد با يست. اا

𝑧𝑐𝑙(𝑋) شود.ينشان داده م 

 

 يبزرگتر از طول ناو 𝑇𝐶(𝑋)عدد  .5.4ه يقض

;𝐻∗(𝑋صفر  يهاهيمقسوم عل 𝑘) باشد.يم 

 مراجعه شود. 7ه ي[ قض3به مرجع ] اثبات.
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باشد که توسط يم 𝑇𝐶(𝑋) ير کران بالا برايه زيقض

 ان شده است.يفاربر ب

 

 م: يدار 𝑋ر همبند يمس يضاهر ف يبرا .7.3ه يقض
𝑇𝐶(𝑋) ≤ 2. dim(𝑋) + 1.    

 

 مراجعه شود. 4ه ي[ قض3به مرجع ] اثبات.

 يک نامساوي 𝐿𝑆در ادامه با استفاده از مفهوم رسته 

 در محاسبه يم که کاربرد قابل توجهيکنيان ميب

 مختلف خواهد داشت. يفضاها يبرا 𝑇𝐶(𝑋)عدد 

 

رافشرده ير همبند و پيمس 𝑋 ياگر فضا .8.3ه يقض

 باشد،آنگاه
𝑐𝑎𝑡(𝑋) ≤ 𝑇𝐶(𝑋) ≤ 2𝑐𝑎𝑡(𝑋) − 1.   

 

 مراجعه شود. 5ه ي[ قض3به مرجع ] اثبات.

 

 𝑋ر همبند يک مسيمتر يهر فضا يبرا .9.3ه يقض

 م:يدار 𝑌و 
   𝑇𝐶(𝑋 × 𝑌) ≤ 𝑇𝐶(𝑋) + 𝑇𝐶(𝑌) − 1.   

 

 مراجعه شود.  11ه ي[ قض3. به مرجع ]اثبات

 يدگيچياز پ ييهاا و مثاليان قضايدر ادامه به ب

 م.يپردازيمختلف م يفضاها يکيتوپولوژ

 

 فلد همبند ساده باشد، آنگاهيمن 𝑋اگر  .10.3ه يقض

𝑇𝐶(𝑋) = dim(𝑋) + . در حالت خاص 1

𝑇𝐶(ℂ𝑃𝑛) = 2𝑛 + 1. 

 مراجعه شود. 1.3ه ي[ قض2به مرجع ] اثبات.

 

د، همبند باش يک گروه لي 𝐺م يفرض کن .11.3لم 

𝑇𝐶(𝐺) = 𝑐𝑎𝑡(𝐺). 

 مراجعه شود. 8.2[ لم 4به مرجع ] اثبات.

 

𝑇𝑛 يبعد-𝑛چنبره  .12.3مثال  = 𝑆1 × 𝑆1 ×

… × 𝑆1 11.3باشد پس طبق لم يم يک گروه لي ،

𝑇𝐶(𝑇𝑛) = 𝑐𝑎𝑡(𝑇𝑛) = 𝑛. 

 

𝑛هر  يبرا .13.3ه يقض ≠ 1, 3, ، عدد 7

𝑇𝐶(ℝ𝑃𝑛) د ن عديکوچکتر يمساو𝑘 است به 

 ℝ𝑘−1به  ℝ𝑃𝑛 يقيحق يريتصو يکه فضايطور

𝑛 ين برايشود. همچنيغوطه ور م = 1, 3, 7 ،

𝑇𝐶(ℝ𝑃𝑛) = 𝑛 + 1. 

مراجعه  6.4و گزاره  7.1ه ي[ قض2به مرجع ] اثبات.

 شود.

 

ها محاسبه  𝑃𝑛 يورچون بعد غوطه .14.3تذکر 

ذا با باشد ليک مسئله باز مينشده است و هنوز 

ز ين 𝑃𝑛يکيتوپولوژ يدگيچيه فوق پيتوجه به قض

 ماند.يم يک مسئله باز، باقي

 و يکيتوپولوژ يدگيچيپ در ياگوه ضرب به حال

 .ميپردازيم آن محاسبه يچگونگ

 

 يفضاها 𝑌و  𝑋م يفرض کن .15.3ه يقض

ر همبند با نقاط يک نرمال هاسدورف و مسيتوپولوژ

𝑋که يبطور ده باشد،يناتباه ياهيپا × 𝑋 ،𝑌 × 𝑌  و

𝑋 × 𝑌  نرمال هستند آنگاه 
𝑇𝐶(𝑋 ∨  𝑌) =
max{𝑇𝐶(𝑋), 𝑇𝐶(𝑌), 𝑐𝑎𝑡(𝑋 × 𝑌)}.   

 

 [ مراجعه شود.10به مرجع ] اثبات.

 

 .    16.3مثال
TC(𝑃4 ∨ 𝑆3) =

 max {
TC(𝑃4), TC(𝑆3),

  cat(𝑃4 × 𝑆3)
} = 8.  

 

 مجموعه. 17.3تبصره 
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𝐵 = {𝑤1
𝑎1𝑤2

𝑎2|𝑎1 + 𝑎2 ≤ 𝑛}  يه فضايپا 

;𝐻∗(𝐺2,𝑛 يحلقه کوهمولوژ يبرا يبردار ℤ2) يم 

 باشد.

 

𝑇𝐶(𝐺2(ℝ4)). 18.3گزاره  = 5. 

 يله هايمقسوم ع يابتدا به محاسبه طول ناو اثبات.

 ن از آنجا کهيم، بنابرايپردازيم 𝐺2(ℝ4)صفر 

𝐻∗(𝐺2(ℝ4)) = ℤ2[𝑤1, 𝑤2]/〈𝑤3̅̅̅̅ , 𝑤4̅̅̅̅  و 〈
𝑤1̅̅̅̅ = 𝑤1 ,  𝑤2̅̅ ̅̅ = 𝑤1

2 + 𝑤2 , 𝑤3̅̅̅̅ = 𝑤1
3 ,  𝑤4̅̅ ̅̅ =

𝑤1
4 + 𝑤1

2𝑤2 + 𝑤2
 م:ين داريبنابرا 2

𝐻∗(𝐺2(ℝ4)) = ℤ2[𝑤1, 𝑤2]/〈𝑤1
3,

𝑤1
2𝑤2 + 𝑤2

2 〉        
 

 ر خواهد بود:ين فضا بصورت زيا يهاهين پايچنهم
𝐵 = {𝑤1

𝑎1𝑤2
𝑎2|𝑎1 + 𝑎2 ≤ 𝑛} =

{𝑤1
𝑎1𝑤2

𝑎2|𝑎1 + 𝑎2 ≤ 2} =
{1, 𝑤1, 𝑤1𝑤2, 𝑤1

2, 𝑤2, 𝑤2
2}  

 

 م يهم اکنون فرض کن
𝛼, 𝛽 ∈ 𝐻∗(𝐺2(ℝ4)) ⊗ 𝐻∗(𝐺2(ℝ4))        

 

 ف شوند:ير تعريبه صورت ز

𝛼 = 𝑤1 ⨂ 1 + 1⨂𝑤1           
 و

𝛽 = 𝑤2 ⨂ 1 + 1⨂w2     

 

 م:يريگيادامه محاسبه در نظر م يحال برا

𝛼 = 𝑤1 ⨂ 1 + 1⨂𝑤1  
𝛼2 = 𝑤1

2 ⨂ 1 + 1⨂𝑤1
2  

𝛼3 = (𝑤1
2 ⨂ 1 + 1⨂𝑤1

2)(𝑤1 ⨂ 1 +
1 ⨂ 𝑤1) = 𝑤1

2 ⨂ 𝑤1 + 𝑤1⨂𝑤1
2  

 

 ياز طرف
𝛽 = 𝑤2 ⨂ 1 + 1⨂w2  
𝛽2 = 𝑤2

2 ⨂ 1 + 1 ⨂ 𝑤2
2 = 𝑤1

2𝑤2 ⨂ 1 +
1⨂𝑤1

2𝑤2  
 

𝛼3𝛽2 ن اساس يبر ا = 𝛼3βاما 0 ≠  جهيدر نت 0

𝑧𝑐𝑙(𝐺2(ℝ4)) ≥  8.3ه ي. با استفاده از قض4

 م:يدار
4 < 𝑇𝐶(𝐺2(ℝ4)) ≤ 2𝑐𝑎𝑡(𝐺2(ℝ4)) − 1  

4 < 𝑇𝐶(𝐺2(ℝ4)) ≤ 5  
 

. جه يدر نت 𝑇𝐶(𝐺2(ℝ4)) = 5  

 رسته مفهوم دو از ياصل مسائل انيب با مقاله نيا در

𝐿𝑆 يفلدهايمن فضاها و از يکيتوپولوژ يدگيچيپ و 

 نيا محاسبات از يديجد جينتا با نيهمچن و خاص

 را مفهوم دو نيتا ا ميداشت آن بر يسع مفهوم، دو

 يحدود تا يتوپولوژ و هندسه علم علاقمندان يبرا

 نيا يمحاسبه چرا که م،يکن ترآسان و ترفهم قابل

 صورت در و دشوار اريبس يهموتوپ ييايپا دو

 توجه با جهينت در باشد ويم يکاربرد اريبس محاسبه

 در مفهوم دو نيا شد انيب زين متن لياوا در آنچه به

  ديمف اريبس فلدهايبخصوص من فضاها شناخت

 يهر فضا يت برالازم به ذکر اس .باشديم

 توان با روش به کار بردهيز مين يگريک ديتوپولوژ

و محاسبه  ياها را بررسين پاين مقاله، ايشده در ا

م، ياوريق بدست نياحتمال دارد جواب دق يکرد ول

م. چه بسا ياستفاده کن يگريد يهاد از روشيلذا با

 يگرسمن، فضا يگر از فضاهايابعاد د يچون برا

𝑆𝑂(𝑛)ن يلنز هنوز ا يدولد و فضاها يفلدهاي، من

ن يباشد، بنابرايک مسئله باز ميمحاسبات به صورت 

ن محاسبات و يقات خود را در جهت ايدر ادامه، تحق

 م برد.  يش خواهيج خوب پيدن به نتايرس
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