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  چکیده

معرفی شده که   [19]و ژانگ ،]2[ آریستوف، [15]مفهوم جبرهاي باناخ تصویري تقریبی توسط پورمحمود آقابابا 
اند. در این مقاله تعریف ارائه شده توسط پورمحمود آقابابا را  نظر قرار دادهیک از جنبه متفاوتی تقریب را مد هر

هاي  دهیم که ضمن اینکه عمومی تر بوده و شرایط محدود کننده به مراتب کمتري دارد، داراي مثال مبنا قرار می
د بررسی باشد. چندین ویژگی موروثی از این مفهوم را مور هاي گوناگون جبرهاي باناخ نیز می متنوع و جالب از رده

تحت ضرب آرنز،  Aکه تصویري تقریبی بودن دوگان دوم جبر باناخ دهیم  دهیم، در حقیقت نشان می میقرار 
کند. در ادامه تصویري تقریبی بودن را روي جبرهاي باناخ ادغامی که  را ایجاب می Aتصویري تقریبی بودن خود 

عمیم مبتکرانه از جمع مستقیم جبرهاي باناخ است و شامل یکدار شده، ضرب لائو، ضرب نیم مستقیم و یک ت
وند اول در یک جبر باناخ ادغامی  کنیم جمع کنیم. ثابت می شود، مطالعه می توسیع مدولی جبرهاي باناخ می

وند دوم  شابه روي جمعتصویري تقریبی، تصویري تقریبی است در صورتیکه براي دست یافتن به نتیجه م
  مفروضات بیشتري نیاز خواهد بود.

  
  

 .ضرب آرنز، دوگان دوم جبر باناخ، جبر هاي باناخ ادغامی، عملگر قطري هاي کلیدي: واژه
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  مقدمه و مطالب مورد نیاز -1
ابتدا به بیان مقدماتی از مفهوم جبرهاي باناخ 

را روي دوگان تصویري تقریبی پرداخته سپس آن
  کنیم.عه میدوم مطال

یک جبر باناخ باشد عملگر  قطري  Aفرض کنید 
A  بصورتˆ: , ( )A A A A a b ab      

شود. هرگاه جبر مورد بحث معین باشد تعریف می
استفاده  Aبجاي   توان اندیس را حذف و ازمی

داراي وارون راست پیوسته باشد که  کرد. هرگاه 
A-  مدول همومرفیسم نیز است آنگاهA  تصویري

حالت تقریبی این مفهوم  ]15[خواهد بود. در مرجع 
ها برخی مزیتبصورت ذیل تعریف شده است که از 

 ]19[و  ]2[نسبت به تعاریف مشابه که در مراجع 
  است. آمده، برخوردار

  
را تصویري تقریبی نامیم هرگاه تور  A :1- 1تعریف

( )  از عملگر هاي خطی کراندار ازA  بتوي
ˆA A  چنان موجود باشد که در شرایط زیر

  صدق کند:
aالف) براي هر  A،  

( )a a   .  
a,ب) براي هر  b A ،  

. ( ) ( ) 0a b ab    . 
a,ج) براي هر  b A ،  

( ). ( ) 0a b ab    . 
 

)اگر تور  )  کراندار باشدA  بطور کراندار
شود که شود. ملاحظه میتصویري تقریبی نامیده می

  تصویري خواهد بود.  Aها برابر باشند آنگاهاگر 
جبر باناخ با ضرب آرنر دانیم که دوگان دوم یک می

را به  Aاول و دوم یک جبر باناخ است که خود
عنوان زیر جبر بسته شامل است. در ادامه منظور از 

با  A، همان دوگان دوم جبر باناخA**جبر باناخ 
ضرب است که این  ضرب آرنز اول است. لازم به ذکر

  معرفی شده است. ]1[ براي اولین بار توسط آرنز در

پردازیم. فرض  نخست به یادآوري ضرب آرنز می
a,کنید  x A ،*f A و **, A   در

به طریق   و  )اینصورت ضرب آرنز (اول
  شود: زیر تعریف می

. ( ) ( . ),
( )( ) ( . ),

( ) ( . ).

f a x f a x
f a f a

f f


  
    

 

  
شود که براي هر  با یک بررسی مستقیم مشخص می

  از**A  نگاشت** **,A A  ;
* *w w .در حالی که نگاشت  پیوسته است

** ** ,A A    لزوما* *w w 
A**پیوسته نیست مگر اینکه  A .  براي

ص خواص این ضرب می در خصواطلاعات تکمیلی 
  بهره برد.  ]6[ توان از

 A** و Aهمواره بررسی ارتباط خواص جبرهاي 
از موضاعات جالب در زمینه جبر هاي باناخ بوده 

میانگین پذیر است هرگاه  Aاست. به عنوان مثال 
**A در حالی که براي ]10[پذیر باشدمیانگین .

فاوت است و پذیري ضعیف موضوع کمی متمیانگین
ثابت  ]8[ وجود مفروضات اضافی ضروري است، در

باشد آنگاه  A**ایده آل چپ  Aشده که اگر 
پذیري ضعیف از میانگین Aپذیري ضعیف میانگین

**A تصویري بودن  آید. در خصوصبدست می
آل ایده Aشرایط بیشتري مورد نیاز است، هرگاه 

**A  با واحد تقریبی کراندار باشد آنگاه تصویري
کند را ایجاب می A، تصویري بودن A**بودن 

]12[ .  
  
 تصویري تقریبی بودن دوگان دومبررسی  -2

هاي روثی مفاهیم تصویري و یکدستی جبرخواص مو
بررسی  ]12[در  باناخ از دوگان دوم به خود جبر
ها نیز همراه بوده شده که البته با برخی محدودیت

داراي واحد  Aاست. در حقیقت در حالتی که 
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است ثابت  A**در  تقریبی چپ کراندار و ایده الی
را  Aتصویري بودن  A**شده تصویري بودن 

  کند.ایجاب می
**هاي باناخ مدول - Aچند  هر **ˆA A  و
**ˆ( )A A د ولی بکار بردن ایزومرف نیستن

به آن اشاره شده، راه  ]8[ارتباط بین آنها که در 
  گشا خواهد بود.

  
یک جبر باناخ باشد آنگاه عملگر  Aهرگاه: 1-2لم

**خطی پیوسته  ** **ˆ ˆ: ( )A A A A     چنان
, موجود است که براي هر ,a b x A  و هر

** **ˆm A A  .روابط زیر برقرارند  
)  ) أ )a b a b   . 

)  ) ب ). ( . )m x m x  . 
.  ) ت ( ) ( . )x m x m  . 
**  ) ث

**( ) ( ) ( )A A
m m   . 

  
، A: هرگاه دوگان دوم جبر باناخ2-2قضیه 

  نیز چنین است. Aتصویري تقریبی باشد آنگاه 
)فرض کنید تور برهان:  )  همان توري باشد که

آید. بدست می A**از تصویري تقریبی بودن 
A:**همچنین  A  نگاشت شمول و ،

** ** **ˆ ˆ: ( )A A A A    نگاشت معین شده ،
  ا درنظر گرفتن دنباله زیر . باشد. ب1,2در لم

**( )** ** ** ** **ˆ ˆ( ) AA A A A A A A      
 

:ˆ**دهیم قرار می ( )A A A       .
کند . آمده ایجاب می1-2که در لم خواصی از 

a,که براي هر  b A،  
. ( ) ( ) 0a b ab     

( ). ( ) 0a b ab     
** ( )a a . 

  

با بکار بردن اصل بازتابی  ]15[ . در3-2همانند لم
براي ) ]2[ . ازC.3,3به عنوان مثال قضیه موضعی (

)، تورهر  )
 هاي رتبه متناهی کراندار از عملگر

Aˆي بتو Aاز  A  چنان موجود است بطوریکه
)ˆ**عملگري روي -w*با توپولوژي  ,( ) )B A A A 

داریم: 
  بدین معنی که براي هر ،a A ،

*

( ) ( )wa a
   از ، که در آن منظور*w 

)ˆ**روي  w*همان توپولوژي  )A A  .است  
،n،Fبراي هر A  و*ˆ( )G A A  

,توان اند میمتناهی Gو Fکه  , ,n F G    را
چنان یافت که براي هر  ،  

1| ( ) ( ), | ( , )a a a F G
n


          . 

  
دهیم که تور در ادامه برهان نشان می

ˆ( ) ( , ( ))B A A A
   در شرایط معین شده ،

 Aي تصویري تقریبی بودن . برا1,1در تعریف
کنیم که براي کند. نخست ادعا میصدق می
,a b A :داریم  

( ) . ( ) 0wab a b  
    ، 

  
)ˆبه توپولوژي ضعیف روي  wکه در آن  )A A 
را در نظر بگیرید. اگر  کند. عدد مثبت دلالت می

*ˆ( )A A 0وn  ن باشد که چنا
0

3
n

 ،

0اي یافت که براي هر 0توان آنگاه می ،  

0

1| ( ) . ( ), |ab a b
n


       . 

  
0براي هر   ،0n n ، F A و

*ˆ( )G A A   کهF وG اند و متناهی
{ , , } ,{ , . }a b ab F a G  :خواهیم داشت ،  
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  لازم بذکر است که

. ( ) . ( ), ( ) ( ), .a b a b ab b a  
             . 

  
  شود همانطوریکه ادعا کرده بودیم:بنابراین نتیجه می

. lim ( ) . ( ) 0 ( , )w ab a b a b A  
 
    

  
توان آنرا عنوان مثال میبا یک بحث استاندارد، که به

اهر شود حد ظیافت نتیجه می، ]15[از  3- 2در لم
گردد. شده در بالا به همگرایی در نرم تبدیل می

a,شود براي هر بطور مشابه نیز ثابت می b A:  
( ) . ( ) 0

( )

ab a b
a a

 



 
 




 



 

 
. 

  
  تصویري تقریبی است. Aمطابق تعریف 

 
همانند دیگر مفاهیم کوهومولوژیک  :3- 2مثال 

پذیري تقریبی،  میانگین پذیري، مانند میانگین
توان انتظار داشت تصویري بودن و یا یکدستی، نمی

 برقرار باشد. در حقیقت اگر 2,2ه که عکس قضی
1( )A l G  اختیار کنیم که در آنG  یک گروه

 Aپذیر نامتناهی است آنگاه گسسته میانگین
تصویري  ،]15[ از 703 پذیر و طبق نتیجهمیانگین

تصویري تقریبی  A**تقریبی است در حالی که 
 A**نیست زیرا در غیر اینصورت با توجه به اینکه 

A**،]15[از  703نتیجه  نیز یکدار است بار دیگر از
ود که با عنایت به پذیر تقریبی خواهد بمیانگین

به یک  ]7[از  3,3، طبق قضیه G نامتناهی بودن
  شود. تناقض منجر می

جبرباناخ ارائه شده در مثال بالا آرنز منظم نبود. 
شود که آیا با افزودن  حال این سوال مطرح می

آل نظمی و یا ایدهبرخی شرایط اضافی مانند آرنز م
 2-2توان به عکس قضیه می A**در  Aبودن 

دهد که حتی  دست یافت. مثال بعدي نشان می
را محقق  2-2وجود چنین شرایطی نیز عکس قضیه 

  نخواهد کرد.
  

2Hفضاي هیلبرت : 4-2مثال  l را در نظر 
)بگیرید. مطابق معمول هرگاه  )K H  فضاي

بق نتیجه ارائه باشد، ط H عملگرهاي فشرده روي
)، ]14[ از 13,7,1شده در  )K H  آرنز منظم و

)**آل بسته در ایده ) ( )K H B H  است. از قضیه
 از 7,3پذیري و بنابر نتیجه  نگینمیا، ]18[در  9,1,3

)بطور کراندار تصویري تقریبی بودن  ،]15[ )K H 
(به  1,1شود. این در حالی است که قضیه  حاصل می

 ]13[) در 2-1همراه توضیحات آمده بعد از تعریف 
دهد که   نشان می ]15[از  7,3و نتیجه 
**( ) ( )K H B H .تصویري تقریبی نیست  

  
  هاي باناخ ادغامیجبر -3

ایده الی بسته از  Iهاي باناخ و جبر Bو Aهرگاه 
B  باشد و:A B  اي همومرفسیم پیوسته
||د که باش || 1   آنگاه با تعریف ضرب بصورت زیر

توان به جبر می Iو Aمستقیم 1lروي جمع 
A باناخ I   رسید؛  

( , ).( ', ') ( ', ( ) ' ( ') ')a b a b aa a b b a bb   
  

,که در آن  ' , , 'a a A b b I   .اختیار شده اند
A I  ادغامA  باB در راستاري I  نامیده

این مفهوم که ابتدا در زمینه مباحث صرفا  شود.می
در مرجع  ،]5[جبري مطرح شده بود به عنوان مثال 
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براي جبرهاي باناخ تعریف و مورد مطالعه قرار  ]17[
گرفت. برتري ضربی که در روش ادغامی تعریف 

هایی که قبلا روي جمع شود این است که ضربمی
شد را پوشش داده  هاي باناخ تعریف میمستقیم جبر

  دهد، از آن جمله و همه را در یک قالب قرار می
ستیقم و ضرب لائو توان به حاصلضرب نیم ممی

0عنوان مثال با اختیار اشاره کرد. به  باناخ  جبر
1l

A I با جمع و  به عنوان جمع مستقیم عادي
آید و با اختیار اي بدست می ضرب مؤلفه

#: , ( ) ( ,0)A     یکدار شده ،A 
آید. عنوان جبر باناخ ادغامی بدست میبه A#عنی ی

تابعک خطی ضربی ناصفر روي  همچنین هرگاه 
A  ،با اختیار باشد بصورت

#: , ( ) ( ( ), 0)A B a a    ، حاصلضرب
 لائويA  وB  یعنیA B عنوان جبر به

  باناخ ادغامی ظاهر خواهد شد.
Aخواص مهمی از  ]17[در  I  برحسبA 
بررسی شده است که در برخی موارد نتیجه  Iو 

کلی حاصل شده مانند وجود واحد تقریبی، محاسبه 
مرکز توپولوژیکی و بررسی آرنز منظمی و یا میانگین 

پذیري ضعیف در حالی که براي میانگین پذیري،
نتیجه کامل حاصل نشده است. به عنوان نمونه بر 

Aاي میانگین پذیري،  I پذیر است میانگین
  پذیر باشند.میانگین Iو Aاگروتنها اگر 

 1lهر چند در حالت بسیار خاص ادغام، براي جمع 
دو جبر باناخ با یک استدلال مستقیم به مستقیم -

شود که  آسانی نتیجه می
1l

A I  تصویري است اگر
 تصویري باشند و همانطوري که در ܫو  ܣوتنها اگر 

نیز آمده است این موضوع براي مفهوم  ]16[
تصویري تقریبی نیز صادق است ولی در حالت کلی 

اي براي ادغام برقرار نیست. البته در بررسی نتیجه
جایگاه  I و Aموضوع مشخص خواهد شد که 
دو متفاوت خواهد  یکسانی نداشته و نتایج براي این

  بود. 

A: هرگاه 1- 3قضیه  I  تصویري تقریبی
  نیز چنین است. Aباشد آنگاه 

AP: فرض کنید برهان: A I A ، ( , )AP a b a 
A:نگاشت تصویر و  A A I  

( ) ( ,0)A a a  گاه تور نگاشت شمول باشد. هر
( )  توري باشد که از تصویري تقریبی بودن

A I آید. با توجه به دیاگرامبدست می  
ˆ( ) ( )

ˆ

A I A I A I

A A A

   
 



  
  

  
  دهیم:قرار می براي هر 
ˆ( ) :A A AP P A A A        . 

  
a,براي هر  در ادامه b A:خواهیم داشت ،  

( ) . ( ) ( )( (( ,0).( ,0)))
.( )( ( ,0))

( )( (( ,0).( ,0)))
( )(( ,0) ( ,0))
( )( (( ,0).( ,0))
( ,0) ( ,0)) 0.

A A

A A

A A

A A

A A

ab a b P P a b
a P P b
P P a b
P P a b
P P a b
a b

  











  








  

 
 
 
 
 

 

  
  لازم به ذکر است که طبق فرض 

(( ,0).( ,0)) ( ,0) ( ,0) 0,a b a b     
  

) یعنی ) . ( ) 0ab a b    رابطه .
( ) . ( ) 0ab a b    بطور مشابه ثابت  نیز

شود محاسبه ساده و مستقیم نتیجه می با شود. می
  که 

( )A A A A A I
P P P    


  

  
  حال با بکار گیري رابطه اخیر خواهیم داشت:
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با  تصویري تقریبی است. Aبنابراین طبق تعریف 

 به هاي برابر در قضیه قبلتوجه به اینکه 


  آید.شود نتیجه زیر بدست میهاي یکسانی ختم می
  

A: هرگاه 2-3نتیجه  I  تصویري باشد
   ین است.نیز چن Aآنگاه 

شود در قضیه قبل مشخص می با برسی ماهیت 
نیز  ها یک کران براي که هر کران براي 

  است بنابراین: 
  

A: هرگاه 3- 3نتیجه  I  بطور کراندار
  نیز چنین است. Aآنگاه تصویري تقریبی باشد 

 Iدر ادامه مشاهده خواهد شد که موضوع براي 
کاملا متفاوت است و در حقیقت حکم قضیه قبل 

  برقرار نیست. Iبراي 
  

  :  فرض کنید 4-3مثال 
0 0 0
0 0

0
0 0

A B

I

   
    
   
 

  
 


 


 

  
A:و  B   نگاشت شمول باشد. در کمال تعجب

  شود که نگاشت ولی به سادگی نتیجه می

0 0 0 0
,

0 0 0 0

A I B

x x
a a

 

      
      

      


 

  
Aو  Bجبرهاي باناخ  I  را ایزومرف  

2توجه به اینکه کند. بامی 0I  ،I تواند نمی
  تصویري و یا حتی تصویري تقریبی باشد در حالیکه 

  

اشاره شده، تصویري بودن  ]19[همانطوري که در 
B .توسط هلمسکی بدست آمده است  

هرچند در مثال قبل ملاحظه شد که با وجود 
Aتصویري تقریبی بودن  I  ممکن استI 

به این  1,3چنین نباشد ولی با بررسی برهان قضیه 
نکته پی می بریم که عامل اصلی در تغییر نتیجه 

این است که برخلاف ، I با Aبراي جایگزینی 
ت متناظر آن یعنی تصویر روي ، نگاشAP نگاشت

I ،:IP A I I  ،( , )IP a x x ،
همومرفیسم جبري نیست. براي برطرف کردن این 
مشکل باید به دنبال همومرفیسم جبري دیگري از 

A I  برويI شیم که تحت ایزومرفیسمبا
{0} I I  روي ،I.با توجه  ، همانی باشد

همواره چنین همومرفیسمی موجود  4,3 به مثال
توان نتیجه نیست اما با افزوده برخی مفروضات می

  مثبتی حاصل نمود. 
  

Aو یکدار  I: هرگاه 5-3قضیه  I 
  نیز چنین است. Iتصویري تقریبی باشد آنگاه 

P: نگاشت فرض کنید برهان: A I I
  

)بصورت  , ) ( )P a x a e x    تعریف شود که
eدر آن  I  عضو واحد است. به وضوحP یه

انی است. هم Iهمومرفیسم جبري است که روي 
و در نظر  1,3هاي قضیه حال با استفاده از نماد

  گرفتن نمودار 
ˆ( ) ( )

ˆ

A I A I A I
P P

A A A

  

 

 
  



  
 

  
)و تعریف تور  ) متشکل از جملات زیر  
ˆ( ) :AP P I I I           

  
  حاصل 1,3تیجه مطلوب همانند برهان قضیه ن

  شود.می
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 اگر یکدار باشد. I: فرض کنید 6-3نتیجه 
A I  بطور کراندار تصویري تقریبی باشد

  نیز چنین است. Iآنگاه 
 در حالت تصویري 1,3نوبت به بررسی عکس قضیه

رسد. هرچند که براي حالت می Iتقریبی بودن 
خاص جمع مستقیم 

1l
A I  از ضرب ادغامی جواب

دهد که در حالت مثبت است ولی مثال زیر نشان می
به  Aو  Iتوان از تصویري تقریبی بودن  کلی نمی

Aخاصیت مشابه براي  I  .رسید  
  

1Iجبر باناخ  :7-3مثال  l  را با ضرب نقطه وار
 ]4[در نظر بگیرید. همانطوري که در فصل چهارم 

 پذیر تقریبی نیست، پس طبق نتیجهآمده میانگین
تصویري تقریبی نیست. این در  I# ،]15[از  8,3

نه تنها تصویري تقریبی بلکه  Iحالی است که خود 
بندي به این تصویري نیز است. بدین ترتیب با جمع

رسیم که با وجود تصویري تقریبی بودن نتیجه می
I  وصل از ادغام آنها، جبرباناخ حا

#I I   .تصویري تقریبی نیست  
نویسنده این مقاله از داوران محترم براي قدردانی: 

مطالعه دقیق و ارائه پیشنهادات سازنده سپاسگزاري 
  کند. می
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