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  چکیده
عددي است. با  یکی از مو ضوعات مورد علاقه در زمینه جبر خطی هاي زیر فضاي کرایلفهمگرایی روش بررسی

یک روش زیر فضاي کرایلف بوده و در زمینه همگرایی آن کارهاي زیادي انجام  ܵܧܴܯܩܦ روشتوجه به اینکه 
دهیم که براي هر دنباله غیر صعودي از نشده است. در این مقاله به این موضوع پرداخته خواهد شد. ما نشان می

(0)݂اعداد نا منفی  ≥ ݂(1) ≥ ⋯ ≥ ݂(݉ − 1) > ݂(݉) = ⋯ = ݂(݊) = مجموعه  0
,ଵߣ}		 … , ߣ , 0, … ߙاز اعداد مختلط و همین طور عدد دلخواه {0, ≤ ݊ توان دستگاه معادلات خطی می ݉−

݊منفرد  × ݔܣ، ݊ = ,ଵߣ}و مجموعه  αبا اندیس  ܾ … , ߣ , 0, … را طوري  ܣبه عنوان طیف ماتریس  {0,
‖ଶݎఈܣ‖فرض  براي حل این دستگاه استفاده شود، با ܵܧܴܯܩܦساخت که اگر از روش  = ، براي (0)݂

݇ = 1,… ,݉ − ‖ଶݎఈܣ‖ام،  -݇نرم بردار مانده مرحله  	1 = ݎکه در آن  شود، (݇)݂ = ܾ − بردار  ݔܣ
  ) مورد نظر است. هايدستگاهماتریس ضرایب دستگاه ( شد. سعی ما در این کار ساخت کاملبامانده آغازین می
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  مقدمه .1
ܣ	فرض کنید  ∈ ℂ× اندیس ماتریس .A را با 
دهیم که برابر با اندازه بزرگترین نشان می (ܣ)݀݊݅	

 Aبلوك ژوردان متناظر با مقدار ویژه صفر ماتریس 
باشد  نامنفرد Aاست. واضح است که اگر ماتریس 

(ܣ)݀݊݅	آنگاه  = نرمال و  Aو اگر ماتریس 0
(ܣ)݀݊݅منفرد باشد آنگاه  = 1.  

ܾفرض کنید  ∈ ℂ دستگاه معادلات خطی ،
	Ax = b را منفرد گوییم هرگاه ماتریس ضرایبA 

(ܣ)݀݊݅منفرد باشد به عبارت دیگر  > 0.  
(ܣ)݀݊݅فرض کنید  = را  ℂ. در این صورت ߙ

صورت جمع مستقیم فضاي برد ماتریس توان به می
  .[1]نوشت  ఈܣو فضاي پوچ ماتریس  ఈܣ

گوییم  Aرا معکوس درازین ماتریس  ܣماتریس 
  .[2]هرگاه شرایط زیر را دارا باشد 

ܣఈାଵܣ = ఈܣ 		, ܣܣܣ = ܣ 		, ܣܣ =
  ܣܣ

  
ܣنامنفرد باشد  ܣدر صورتی که ماتریس  =

توان به صورت یک چند را می ܣ. ماتریس ଵିܣ
  . [2]بیان کرد  Aاي بر حسب ماتریس جمله

ܤفرض کنید  ∈ ℂ×  ،ݒ ∈ ℂ  ݇و, ݊ ∈ ℤା   
ࣥ(ܤ, (ݒ = ,ݒ}݊ܽݏ …,ݒܤ ,   {ݒିଵܤ

  
 Bام تولید شده توسط  -kرا زیر فضاي کرایلف 

  نامیم.می	ݒ	و
به  1981اي که در سال در مقاله 2اولین بار سعد

چاپ رساند از زیر فضاي کرایلف براي حل دستگاه 
 از .[2] معادلات خطی در حالت خاص استفاده کرد

هاي زیر فضاي کرایلف، روش مهمترین روش
GMRES 3است که اولین بار توسط سعد و شولتز 
  .[3]ارائه شد  1986در سال 

این روش، در صورتی که ماتریس ضرایب دستگاه 
  نامنفرد باشد خوش تعریف خواهد بود.

                                                
2 Saad 
3 Schultz 

سازي شبیه روش یک پیاده 2001در سال  4سیدي
GMRES راي حل دستگاه معادلات خطی منفرد ب

این روش از نظر پایداري عددي . [4] ارائه داده است
و اقتصادي بودن از دیدگاه محاسباتی و میزان 

است و چون  GMRESحافظه مصرفی شبیه روش 
دنباله ساخته شده در این روش به جوابی از دستگاه 

عکوس درازین ماتریس خطی منفرد که بر حسب م
شود همگراست سیدي این ضرایب دستگاه بیان می

  نامید. GMRESܦروش را 
هرگاه اندیس ماتریس ضرایب دستگاه معادلات 

همان روش  GMRESܦخطی صفر باشد روش 
GMRES .است  

هاي زیر فضاي کرایلف یکی از قدرتمندترین روش
هاي تصویري براي حل دستگاه معادلات خطی روش

ها از قبیل هاي شاخص این روشباشند. ویژگیمی
سازي پایین و جواب تقریبی خوب حجم ذخیره

اي در ها از مقبولیت گستردهباعث شده که این روش
هاي مختلف علوم و مهندسی برخوردار میان گرایش

  شوند.
هاي زیر یکی از مهمترین مباحث مربوط به روش

است. هفضاي کرایلف، آنالیز همگرایی این روش
کرایلف به صورت یک روش هاي زیر فضاي روش

 شوندزمانی همگرا می نظر گرفته شده و تکراري در
  مانده به اندازه کافی کوچک باشد. که نرم بردار

ابعاد  nتکرار که  nبعد از حداکثر  GMRESروش 
ماتریس ضرایب دستگاه است به جواب دقیق 

 GMRESدستگاه همگراست. در زمینه همگرایی 
توان به مقالات زیر هاي زیادي شده است که میکار

 5لیسن و استراکوس 2004اشاره کرد. در سال 
هاي سه را براي ماتریس GMRESهمگرایی روش 

 2004. در سال [5]قطري تپلیتز بررسی کردند 
݁ݏݎݓبا معرفی کرانهاي  6لیسن وتیچی −

                                                
4 Sidi 
5 Liesen and Strakos 
6 Tichy   
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GMRES و Ideal − GMRES، ها را در مورد آن
  [6] .ندهاي نرمال مورد بررسی قرار دادماتریس

با تمرکز بر مدل خاص  2005علاوه آنها در سال ب
انتشار، شرایط مرزي دیریکله و با استفاده  –انتقال 

از تبدیلات متعامد به یک ماتریس بلوکی قطري با 
لیتز به بیان هاي نامتقارن سه قطري تپبلوك

 2009. در سال [7] اندپرداخته GMRESهمگرایی 
را براي  GMRESنرخ همگرایی روش  7لی و ژانگ 

هاي سه قطري تپلیتز محاسبه کردند و دستگاه
نشان دادند که وقتی بردار سمت راست، ستون اول 
یا آخر ماتریس همانی باشد فرمول بدست آمده 

در . [8] هاي موجود آن استتر از نمونهسادهبسیار 
کارهاي زیادي  ܵܧܴܯܩܦمورد همگرایی روش 

انجام نشده است و ما به دو موردي که در این زمینه 
و همکاران  8کنیم. گرین بامکار شده است اشاره می

ي مانده در کران بالاي نرم بردارها 2018در سال 
را مورد بررسی قرار داده و آنرا  	ܵܧܴܯܩܦروش 

بکار برده شده  ܵܧܴܯܩبا نرم بردار مانده روش 
براي بخش نامنفرد ماتریس ضرایب دستگاه مقایسه 

  .[9] اندکرده
ضمن  2018صفرزاده و سالمی در همان سال 

رابطه این  ݁݃݊ܽݎ	݈ܽܿ݅ݎ݁݉ݑ݊	ݔ݁݀݊݅معرفی 
بررسی  ܵܧܴܯܩܦمفهوم جدید را با همگرایی 

  .[10] کردند
ما در این مقاله، کاري که گرین بام براي روش 

GMRES  ܵܧܴܯܩܦانجام داده است را به روش 
داد که ، نشان [11]دهیم. گرین بام در تعمیم می

توان نامنفی را می هر دنباله غیر صعودي از اعداد
در حل  GMRESمانده براي الگوریتم  نرم بردارهاي

هاي معادلات خطی در نظر گرفت، بعضی از دستگاه
او در این مقاله سعی کرده ماتریس ضرایب دستگاه 

ݔܣ	معادلات خطی نامنفرد  = را به شکلی تعیین ܾ
  براي  	ܵܧܴܯܩنده روش کند که نرم بردار هاي ما

  

                                                
7 Li and Zhang 
8 Greenbuam 

  این دستگاه همان دنباله اعداد نامنفی شود. 
  
 هاي منفردبراي ماتریس GMRES روش .2

(DGMRES)  
هاي معادلات هاي تصویري براي حل دستگاهروش

0x خطی منفرد، با بردار دلخواه به عنوان بردار  
,ଵݔ اي از بردارهاي-آغازین، دنباله ,ଶݔ ,ଷݔ را به  …

 :کنندصورت زیر تولید می
,)(= 010 rAqxx kk  00 که = Axbr   و 
)(1 kq اي از درجهیک چند جمله 	݇ − به  1

  :صورت زیر است

).(=   ,=)( 1

1=
1 Aindcq i

i

k

i
k  






    

  
  فرض کنید

i
i

k

ikk cqp 
   

1=1 1=)(1=)(  
  

   :در این صورت داریم
ିఈݎ = ܾ − ିఈݔܣ =  
ܫ] − ݎ[(ܣ)ିଵݍܣ =   ݎ(ܣ)

  
kp(0)=1 که ݅ و براي هر  = 1,2, … , ، داریمߙ
0=(0))(i

kp.  با توجه به مطالب فوق، دو خانواده از
   :کنیمها را به صورت زیر تعریف میايچندجمله

ܲ
ఈ = ൛ ∈ ܲ: (0)() = 0, ݅ = 1,… ,   ,ൟ		ߙ

 
هاي از در جه کوچکتر یا اي، چند جملهܲکه 

  باشد ومی ݇مساوي 
ܲ
ఈ(0) = } ∈ ܲ

ఈ: (0) = 1		},  
  

=)(1 توان نشان داد کهبه آسانی می  ApAAD، 
=)()(پس  1  ARbApAbAD  .  

bbb فرض کنید ~ˆ  ˆ)( که  ARb  و 
)(~ ANb  چون )(ˆ ARb   توان نشان می 
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)(داد که  ARbAD  جواب دستگاه bAx ˆ=  
  . [2]است 

  
000، فرض کنید[12]: 1قضیه 

~ˆ= xxx   بطوري
0ˆ)( که

ARx  ~)( و 
0

ANx    آنگاه 
ିఈݔ = ܾܣ + ොݔ)(ܣ) (ܾܣ	− + ݔ

= ොିఈݔ + 																									ିఈݔ
  

  
0x=0 با توجه به قضیه بالا اگر 0)(یا 

ARx 

ିఈݔآنگاه  = ݔ =    :کنیمتعریف می .0
݁̂ିఈ = ොିఈݔ − ,ܾܣ ݇ =  
,ߙ ߙ + 1, ߙ + 2,⋯  

  
  بنا بر قضیه قبل، داریم:

ିఈݔ	 = ܾܣ + ොݔ)(ܣ) (ܾܣ	− + ݔ
= ܾܣ + 																	̂݁(ܣ)

  

  
   اینبنابر

݁̂ିఈ = ොିఈݔ − ܾܣ =   .̂݁(ܣ)
  

کوچک   k،݁̂ିఈدر صورتی که با افزایش مقدار
bAD شود خواهد بود.  ොିఈݔ تقریب مناسبی براي 

  از طرفی چون
݁̂ = ොݔ − ܾܣ ∈   (ఈܣ)ܴ

  
)( ، کافیست اثرିఈ̂݁ براي بررسی رفتار Apk

را بررسی کنیم. در نتیجه کافیست   (ఈܣ)ܴ	روي
 افزایش می یابد اثر kنشان دهیم وقتی که

)( Apkروي )( AR   .شودکوچک می 
ିఈݎ همچنین چون =   بنابراین ݎ(ܣ)

ିఈݎ̂ =   ݎ̂(ܣ)
  

)( به وسیله اثر ،ିఈ̂݁ مشابه ିఈݎ̂ در نتیجه Apk  
)( روي AR  شود. بنابراین اگر اثرمشخص می 

)( Apkروي )( AR  ିఈݎ̂ د بردارهايکوچک شو 
ିఈ̂݁ و    .نیز کوچک خواهند شد 

   از طرفی چون

 




kkkk

D

eAeAAprApr

eAbAxAxAbr

ˆ=ˆ)(=ˆ)(=ˆ

ˆ=)ˆ(=ˆˆ=ˆ

00

0000   

      

آید که آیا با کوچک کردن حال این سوال پیش می
ିఈ̂݁ بردار ିఈݎ̂بردار   چون شود؟نیز کوچک می 

Aتوان تی نمیمنفرد است به این سوال به راح
 پاسخ داد. براي پاسخ به این سوال چون

ିఈݎ̂ ∈ )( ، تمام محاسبات را در(ఈܣ)ܴ AR

Â دهیم. فرض کنیدانجام می A تحدید   به روي 

)( AR باشد بنابراین Â   .نامنفرد است 
=dim)( فرض کنید ARm  و 

0>21 m   مقادیر منفرد ماتریس Â 
 هاي یکانی، ماتریسSVDباشند. بنابر قضیه تجزیه

U و V መܣ	طوري کهوجود دارد به  = ܷΣܸ∗   و
Σ = ,ଵߪ)݃ܽ݅݀ ⋯ ,   بنابراین. (ߪ

ฮܣመ	݁̂ିఈฮଶ
ଶ
= ‖ܷΣܸ∗݁̂ିఈ‖ଶଶ =

∑ ଶ((ܸ∗݁̂ିఈ)ߪ) ≥ ଶߪ ‖݁̂ିఈ‖ଶଶ
ୀଵ   

  
-مولفه  (ିఈ̂݁∗ܸ) که jام بردار ܸ∗݁̂ିఈ است.  

   در نتیجه
ିఈ‖ଶݎ	‖ = ିఈ‖ଶ̂݁ܣ‖ = ฮܣመ	݁̂ିఈฮଶ ≥
  .݁̂ିఈ‖ଶ	‖ߪ

  
به صفر میل کند آنگاه  ିఈݎ̂ بنابر رابطه بالا، هرگاه

ିఈ̂݁ بردار بطور  .نیز به صفر میل خواهد کرد 
 د که:توان نشان دامشابه می

ିఈ‖ଶݎ̂	‖ ≥   .݁̂ିఈ‖ଶ	‖ߪ
  

݇ و همچنین به ازاي = ,ߙ ߙ + 1, ߙ + 2, … 
  داریم:

ฮܣመିఈ	̂ݎିఈฮଶ ≥ ߪ
(ିఈ)‖	̂ݎିఈ‖ଶ ,  

  
ߪ که

(ିఈ) کوچکترین مقدار منفرد ماتریس 
ିఈݎ̂طرفی چوناست. از መିఈܣ ∈    :داریم  (ఈܣ)ܴ
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ఈܣ‖ ିఈ‖ଶݎ	 = ฮܣመఈ	̂ݎିఈฮଶ ≥
ߪ
(ఈ)‖	̂ݎିఈ‖ଶ.  

  
k بنابراین کافیست وقتی که  شودبزرگ می 

ఈܣ ିఈݎ	ఈܣ کوچک شود. درنتیجه اگر ିఈݎ	 → 0 
ିఈݎ̂	  آنگاه → 0	.  

  :به طور خلاصه داریم
ఈܣ ିఈݎ	 → 0⟹ ିఈݎ̂ → 0⟹ ݁̂ିఈ → 0.  

 
هاي نامنفرد، هاي تصویري براي دستگاهمشابه روش

W زیر فضاي قیود را با بعد مناسب طوري انتخاب  
ఈܣبردار کنیم تامی W بر هر بردار در  ିఈݎ	 عمود  

   ايباشد. چون چند جمله
(ߣ) = 1 − ∑ ܿߣఈା ,ିఈ

ୀଵ   
  

 ݇ − ic مجهولߙ  دارد، بنابراین 
kWdim =)(  .  

،  ⋯،  ݎఈܣ هايماتریسی با ستون ܸفرض کنید 
  باشد یعنی ݎିଵܣ

ܸ =   [ݎିଵܣ⋯ݎఈܣ]
  
ܿو = (ܿଵ, ⋯ , ܿିఈ)் در نتیجه  

ିఈݔ = ݔ + (ܣ)ିଵݍ = ݔ +
∑ ܿିఈ
ୀଵ ݎఈାିଵܣ = ݔ + ܸܿ  

ିఈݎ = ݎ(ܣ) =
ݎ + ∑ ܿܣఈାݎ 			 = ݎ − ିఈܸܿܣ

ୀଵ   
  

 Wهاي آن همان پایه فضاياگر ماتریسی که ستون
W است را دوباره با نشان دهیم در این صورت  

W برିఈݎ	ఈܣ چون  عمود است، داریم 
ିఈݎ	ఈܣ∗ܹ = ݎ)ఈܣ∗ܹبنابراین. 0 − ܸܿ) =0 

   و در نتیجه
ݎఈܣ∗ܹ =   .ఈାଵܸܿܣ∗ܹ

  
(ఈାଵܸܣ∗ܹ)ݐ݁݀ در صورتی که ≠ ، خواهیم 0

  داشت
ܿ =   ݎఈܣ∗ଵܹି(ఈାଵܸܣ∗ܹ)

 

  بنابراین
ିఈݔ = ݔ + ܸܿ =  
ݔ +   ݎఈܣ∗ଵܹି(ఈାଵܸܣ∗ܹ)ܸ

  
 نحال به بررسی شرایطی که تحت آ

(ఈାଵܸܣ∗ܹ)ݐ݁݀ ≠   پردازیم. می 0
  

ܣ، فرض کنید[13] :2تعریف  ∈ ℂ×  و 
	ܾ ∈ ℂاي. چند جمله kPp اي را چند جمله 

b نسبت به بردارA مینیمال ماتریس  رگوئیم اگ 
k 0 کوچکترین عددي باشد که=)( bAp .  

مفهوم چندجمله اي مینیمال یک ماتریس  در ادامه،
  شود. با توجه به یک بردار، تعمیم داده می

  
ܣ ، فرض کنید[14]: 4تعریف  ∈ ℂ×  و

=)(Aind. ايین صورت چند جملهدر ا 


kPp اي مینیمالرا چند جمله -α ناقص 
ˆ)( نسبت به بردار ܣماتریس  ARu  اگر گوئیم 

k 0 کوچکترین عددي باشد که=ˆ)( uAp   
اي قضیه زیر، وجود و منحصر بفردي چندجمله

A ماتریس ناقصα -مینیمال   دهد.را نشان می 
  

nnCA ، فرض کنید[14] :5قضیه   و
=)( Aindاي مینیمال. آنگاه چند جمله   

A ناقص ماتریس ෝ	ݑنسبت به بردار  ∈   (ఈܣ)ܴ
این   موجود و منحصر به فرد است. همچنین اگر

kpdegاي باشد به طوري که چند جمله ، در )(=
 این صورت qkq q که     درجه چند 

A اي مینیمالجمله û نسبت به    است.  
 کند که جواب معکوس درازینبعدي بیان میقضیه 

bAD 0 توان بر حسبرا میx و ترکیب خطی  
  نوشت. ݎିଵܣ،  …، ݎఈܣبردارهاي

  
ܣ ، فرض کنید[14] :6قضیه  ∈ ℂ×  و

=)(Aind. هرگاه p  -اي مینیمالچند جمله 
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α ناقص ماتریس A 0 نسبت به بردارê  از درجه 
k باشد، آنگاه i

i
k

i
cp  
 ˆ1=)(

1=
iĉ که ،  

  منحصر بفردند و

.ˆ=ˆ 0
1

1=
00 rAcxxbA i

i

k

i

D 


 


 

 
ܣ  ، فرض کنید[14] :7قضیه  ∈ ℂ×با 

=)(Aind، p  α -اي مینیمالچند جمله 
A ناقص 0ê نسبت به بردار  k از درجه   و 

0
1

1=0 ˆ= rAcxx i
i

k

ik
  باشد. اگر دترمینان

VAW ماتریس 1*   مخالف صفر باشد، آنگاه 
ିఈݔ = ܾܣ +    ොݔ

  
VAW، در حالتی که[4] :8قضیه  1= بردار ، 
݇ براي تمام ିఈݔ ≤ ݇ 0 کهk ه چند درج 

A ناقص ߙ -جمله اي مینیمال 0ê نسبت به بردار   
  است، موجود و منحصر به فرد است.

W در حالتی که VA را  1  انتخاب کنیم چون 
0

*1* = rAWVcAW  پس  
,)(=)( 0

*11*1 rAVAVcAVA    
  

ک معادلات نرمال مسئله کمترین مربعات و به کم
  :داریم

minభ,…,ೖషഀ‖ܣ
ఈ(ܸܿܣ − )‖ଶݎ 	 =  

min
௫ೖషഀ∈௫బାೖషഀ(,ഀబ)

 ିఈ‖ଶݎఈܣ‖
  

   :بنابراین به طور خلاصه
ܵܧܴܯܩܦ ିఈݔ		݂݀݊݅ ∈ ݔ +ࣥିఈ(ܣ, (ݎఈܣ

.ݏ ିఈ‖ଶݎఈܣ‖				ݐ =
min௫∈௫బାೖషഀ(,ഀబ)‖ܣ

ఈ(ܾ − ଶ‖(ݔܣ
= min∈ೖഀ()‖ܣ(ܣ)

ఈܾ‖ଶ

   

  
  DGMRES الگوریتم .3

DGMRES الگوریتم بار توسط سیدي در اولین  
 تر آن برايارائه شده است. اما نسخه کامل [4]

   آورده شده است. [9]ها از منبع سازي مثالپیاده
  

ܣ فرض کنید ∈ ℂ× با =)(Aind  و 
ܾ ∈ ℂدر بخش قبل دیدیم چون ماتریس .DA 

A اي برحسبیک چند جمله  است روش 
DGMRES هاي زیر فضاي با استفاده از روش

bAx ، دستگاه منفردbAD کرایلف جواب = را  
 .زندتقریب می
0x فرض کنید 00 حدس اولیه و  = Axbr  بردار  

 دهیممانده متناظر با آن باشد. قرار می
0

1
1 = rAv   که 

20= rAروش ، DGMRES

݇براي  = ߙ +   ، ିఈݔهاي تقریبیجواب …,1
 11

110 ,,, vAAvvspanxx k
k


  
   

  
 به شرط این که

2
)( 


 kAxbA کمترین  

 .کندمقدار باشد، را پیدا می
براي انجام این کار، ابتدا به کمک الگوریتم آرنولدي 

  ي متعامد یکه براي زیر فضاي کرایلفیک پایه
 1

1
11 ,,, vAAvvspan k  

  
هاي ي حاصل را ستونسازیم. پایه متعامد یکهمی

   :گیریمماتریس زیر در نظر می
ܸ = ,ଵݒ] … ,   [ݒ

 
kV با توجه به الگوریتم آرنولدي براي ماتریس و  

kkH ماتریس بالا هسنبرگی 1, kk با ابعاد  1)( ،
  :رابطه زیر برقرارست

ܣ ܸ = ܸାଵܪାଵ, 			                              )1(  
  

kx چون جواب تقریبی   ق به فضاي آفینمتعل 
 1

1
110 ,,, vAAvvspanxx k

k


  
   

  
باشد پسمی

 


kk
Vxx

0
 ، که با تعیین= این  

شود. با توجه به مطالب جواب تقریبی مشخص می
  :بخش قبل داریم
,== 0    kkk AVrAxbr  

   و
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.= 1
0 








  kk VArArA  

  
   :) داریم1بنا به رابطه (

Ar୩ି = Ar − AVౡషಉశభHౡషಉశభ,ౡషಉξ												
= Ar − AିଵVౡషಉశమHౡషಉశమ,ౡషಉశభHౡషಉశభ,ౡషಉξ

⋮																																																	
= Ar − VౡశభHౡశభ,ౡషಉξ																																								

  

   که
H୩ାଵ,୩ି = Hౡశభ,ౡHౡ,ౡషభ⋯Hౡషಉశభ,ౡషಉ.  

  
=)( چون 110 eVrA k 

 ݁کهଵ = (1,0, … ,0)் 
   پس

ିఈݎఈܣ = ܸାଵ൫݁ߚଵ − Hౡశభ,ౡషಉߦ൯        )2(  
  

 بنابراین بردار  اي انتخاب شود کهباید به گونه 
مینیمم شود که با حل مسئله  ೖషഀ‖ଶݎఈܣ‖

  کمترین مربعات
min	కฮ݁ߚଵ −Hౡశభ,ౡషಉߦฮଶ  

  
 توان بردارمی 0xxk را بدست آورد. چون  

k ترکیب خطی بردار اول در الگوریتم آرنولدي  
1k راي تعیین این ترکیب خطی بهاست ب بردار  

هاي بالا اول در الگوریتم آرنولدي و ماتریس
ାଵ,ܪ  هسنبرگی متناظر , ,,ିଵܪ نیاز داریم. …

اي از بردارهاي مستقل به محض اینکه مجموعه
 خطی فضاي کرایلف ساخته شود به طوري که

0=1,kkh  :داریم  
ܣ ܸ = ܸܪ  

  
min  0},1{ بنابراین براي  kl ،lkrA 

  به
  :باشدصورت زیر می

)ˆ(=

ˆ=

ˆ=

,

1

1

,

1

0

,

1

0













lkk

l

kk

lkk

l

kk

lkkk

l

lk

HHeV

HHVrA

HVArArA



















 

  
 که براي تعیین    باید مسئله کمترین مربعات 

  

)( lkk  با ماتریس ضرایب lkk
l

k HH 


,
1 ˆ حل  

  .شود
GMRES این الگوریتم بسیار شبیه براي حل  

دستگاه معادلات خطی نامنفرد است که در جدول 
) شخص 2) آورده شده است. با توجه به رابطه (1(

   تواند رابطهمی
‖Ar୩ି‖ଶ = ฮ݁ߚଵ −Hౡశభ,ౡషಉߦฮଶ  

  
kx را بدون محاسبه واقعی زیر نظر داشته باشد.  

kx بنابراین تنها محاسبه تازمانی که این نرم تا  
زیر یک تلورانس مطلوب کاهش یابد، لازم است. 

 توجه کنید که اگر ) بزرگتر 1الگوریتم جدول ( 
A از اندیس  ، جوابپس الگوریتم باشد، 

ݔఈାଵܣ =   در حالیکه اگرکند، را پیدا می ఈܾܣ
A کوچکتر از اندیس باشد الگوریتم سعی دارد  

bAxA دستگاه خطی  =1 را حل کند که  
  .ممکن است سازگار نباشد

  
. ساخت مسئله ایی با منحنی همگرایی 4

  و همین طور مقادیر ویژه مقرر شدهمعلوم 
-می GMRESܦما در این مقاله به همگرایی روش 

پردازیم و به این سوال که آیا براي هر دنباله غیر 
توان ماتریس ضرایب صعودي از اعداد نامنفی می

هاي) معادلات خطی منفردي یافت دستگاه (دستگاه
ید هاي بردارهاي مانده آنها تولکه این دنباله،  نرم

  دهیم.باشد؟ پاسخ می GMRESܦشده توسط روش 
  

ܣ	فرض کنید  :9قضیه  ∈ ℂ×  با
ߙ	 = ܾو  (ܣ)݀݊݅ ∈ ℂ در این صورت هرگاه .

ݔܣدستگاه معادلات خطی  = با الگوریتم  ܾ
  حل شود، آنگاه  GMRESܦ

ఈାݎఈܣ = ఈାାଵݎఈܣ = ⋯ = ݎఈܣ = 0  
  

݉که  =   . (ఈܣ)ܴ݉݅݀
ߙبرهان: چون  =   بنابر تجزیه ژوردان  (ܣ)݀݊݅
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ܣ = ܵ ቂܤ
ܰ
ቃ ܵିଵ   

  
ܤکه ماتریس  ∈ ℂ× پوچ  ܰ نامنفرد و ماتریس

ߙتوان با  =   است. بنابراین (ܰ)݀݊݅
ఈܣ = ܵ ቂܤ

ఈ

ܱ
ቃ ܵିଵ  

  
݉در نتیجه  = dimܴ(ܣఈ) ≤ ݊ −   .ߙ

از جواب  ିఈݔتقریب  GMRESܦبنابر الگوریتم 
ݔܣدستگاه معادلات خطی  = ام -kدر مرحله  ܾ

∘ݔمتعلق به فضاي آفین  + ࣥିఈ(ܣ,   که (∘ݎఈܣ
ࣥିఈ(ܣ, (∘ݎఈܣ = ,∘ݎఈܣ}݊ܽݏ … ,   {∘ݎିଵܣ

  
∘ݎو  = ܾ − ିఈݔ. بنابراین  ∘ݔܣ = ∘ݔ +  که  ݒ

ݒ ∈ ࣥିఈ(ܣ,   (∘ݎఈܣ
  

  ام-kمانده مرحله  و بردار
ିఈݎఈܣ = ܾ)ఈܣ −   					(ିఈݔܣ
															= ∘ݎఈܣ − ݒఈାଵܣ = ∘ݎఈܣ −   ݑ

  
ݑ که = ݒఈାଵܣ ∈ ࣥିఈ(ܣ,   .(∘ݎఈܣ

,ଵݓ}فرض کنید  … , یه متعامد یکه براي پا {ିఈݓ
,ܣ)ࣥିఈزیر فضاي کرایلف  باشد. چون  (∘ݎఈܣ

݉ ≤ ݊ −   	، داریم:ߙ
,ܣ)ఈାଵࣥܣ (∘ݎఈܣ = ,ଵݓ}݊ܽݏ … ,   {ݓ

  
توان را می ିఈݎఈܣمانده  در این صورت نرم بردار

  به صورت زیر نوشت:
ିఈ‖ଶݎఈܣ‖ =
min௨∈ഀశభࣥೖషഀ(,ഀ∘)‖ܣ

ఈݎ∘ −   ଶ‖ݑ
  

  توان نشان داد که:بنابر خاصیت مینیمم بالا، می
< ,ݎఈܣ ݓ >ଶ=  
∥ ఈାିଵݎఈܣ ∥ଶଶ −∥ ఈାݎఈܣ ∥ଶଶ,  
݆ = 1,… , ݉						                                  )3(  

  
ఈݎ )،3(که در رابطه  =   در نظر گرفته شده  ݎ

  

هاي ماتریسی باشد که ستون ܹاست. فرض کنید 
,ଵݓ}آن  … ,   باشد. بنابراین {ݓ

ݎఈܣ∗ܹ = 
∗ଵݓ
⋮
∗ݓ

൩ ݎఈܣ =


< ,ݎఈܣ ଵݓ >

⋮
< ,ݎఈܣ ݓ >

൩  

  
  در نتیجه

0 =∥ ఈାିଵݎఈܣ ∥ଶଶ −< ݎఈܣ , ݓ >
−∥ ఈାݎఈܣ ∥ଶଶ

				=∥ ఈାିଵݎఈܣ ∥ଶଶ −< ݎఈܣ , ݓ >
−< ,ݎఈܣ ݓ > −∥ ఈାݎఈܣ ∥ଶଶ

⋮

					= ∥ ఈାିଵݎఈܣ ∥ଶଶ −< ݎఈܣ , ݓ > −⋯
−< ݎఈܣ , ଵݓ > −∥ ఈାݎఈܣ ∥ଶଶ

  

  
݉چون  = ,ଵݓ}بنابراین  (ఈܣ)ܴ݉݅݀ … ,   {ݓ

است. از  (ఈܣ)ܴیک پایه متعامد یکه براي فضاي 
ݎఈܣطرفی چون  ∈   پس (ఈܣ)ܴ

ݎఈܣ = ∑ < ,ݎఈܣ ݓ > ݓ
ୀଵ               )4(  

  
) را حساب کنیم خواهیم 4بردار معادله ( 2گر نرم ا

  داشت
‖ଶଶݎఈܣ‖ = ∑ < ,ݎఈܣ ݓ >ଶ

ୀଵ   
  

ఈାݎఈܣدر نتیجه  = . چون براي 0
݆ = ݉ + 1,… , ݊ ،< ,ݎఈܣ ݓ >	= 0 

݆بنابراین براي هر  = ݉ + 1,… , ، داریم 	݊
ఈାݎఈܣ =   .کندن اثبات را کامل میکه ای 0

به سوال  در اینجا قصد داریم در قالب قضیه زیر
  پاسخ دهیم.طرح شده در ابتداي بخش 

  
  فرض کنید دنباله نزولی : 10قضیه 

݂(0) ≥ ݂(1) ≥ ⋯ ≥ ݂(݉ − 1) > ݂(݉)  
= ⋯ = ݂(݊) = 0,  

  
,ଵߣ}مجموعه  … , ߣ , 0, …   از اعداد مختلط و  {0,
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ߙعدد دلخواه  ≤ ݊ ده است. در این داده ش ݉−
ܣصورت ماتریس  ∈ αبا  ×ܥ = و  (ܣ)݀݊݅

وجود دارد به  λଵ ،… ،λمقادیر ویژه غیر صفر 
براي دستگاه  ܵܧܴܯܩܦطوري که اگر الگوریتم 

ݔܣخطی  =  که ݎఈܣبا بردار مانده اولیه  	ܾ
∥ ݎఈܣ ∥ଶ=  بکار برده شود آنگاه براي (0)݂

݇ = ߙ + 1, ߙ + 2,… , ߙ + ݉ − خواهیم  1
  داشت:

∥ ାఈݎఈܣ ∥ଶ= ݂(݇).  
  

مقادیر غیر صفري هستند  λଵ ،… ،λ چونبرهان. 
 اي در چند جمله aمقدار  در این صورت

(ݖ) = ݖ) − …(ଵߣ ݖ) − (ߣ = z −
∑ ܽݖିଵ
ି   

  
  کنیم:غیر صفر است. تعریف می

݃(݇) = ඥ(݂(݇ − 1))ଶ − (݂(݇))ଶ;   
݇ = 1,… ,݉ − 1  

  
ܸفرض کنید  = …,ଵݒ} , پایه متعامد یکه  {ݒ

ℂدلخواهی براي 
  وܸ = ماتریسی  [ݒ…ଵݒ]
هستند. چون  ܸهاي آن عناصر باشد که ستون

(݉)݃نامنفرد و  	ܸماتریس  = ݂(݉ − ، پس (1
ܸلات خطی دستگاه معاد

ݕ∗ = (݃(1), … , ݃(݉))௧ 
ݕداراي جواب منحصر بفرد  = ܾᇱ ∈  \{0}ܥ

اي را به گونه 	ܸتوان ماتریس همچنین می است.
∥انتخاب کرد که  ܾᇱ ∥ଶ= ᇱܾ. چون (0)݂ ≠ 0 

ܹ بنابراین بردارهاي = {ܾᇱ, …,ଵݒ ,  {ିଵݒ
ℂپایه اي براي  ܹی اند در نتیجه مستقل خط

 
ماتریسی باشد که ستونهاي  ܹاست. فرض کنید 

را به صورت زیر  ℬعملگر  هستند. ܹآن عناصر 
  کنیم:تعریف می

ℬ: ܥ ⟶ ܥ
ܾᇱ ⟶ ଵݒ
ଵݒ ⟶ ଶݒ

⋮
ିଶݒ ⟶ ିଵݒ

ିଵݒ ⟶ ܾܽᇱ + ܽଵݒଵ +⋯+ ܽିଵݒିଵ

   

 ܹدر پایه  	ℬدر این صورت ماتریس نمایش 
 (ݖ)ماتریس همراه زیر با چند جمله اي مشخصه 

  است.

[ℬ]ௐ = ൦

0 ⋯ 0 ܽ
1 ⋯ 0 ܽଵ

⋱ ⋮ ⋮
1 ܽିଵ

൪  

  
ܤاگر قرار دهیم  = ܹ[ℬ]ௐܹିଵ  در این صورت

λଵ ،… ،λ هستند. از  ܤژه ماتریس مقادیر وی
′ܾ طرفی چون ≠ نامنفرد است،  ఈܤو ماتریس  0
 وجود دارد به طوریکه ܾبردار ناصفر 
ܾᇱ = ఈܤ ܾ کنیم:. تعریف می  

ܾ =  ܾ
0
൨ ∈ ℂ


, ܣ = ቂܤ

ܰ
ቃ ∈ ℂ×  

  
ܰکه  ∈ ℂష×ష  هر ماتریس پوچ توان با

݅݊݀(ܰ) =   ین صورت است. در ا ߙ
ఈܾܣ = ቂܤ

ఈ

0
ቃ  ܾ
0
൨ = ቂܾ′

0
ቃ ∈ ℂ  

  
ఈܾ‖ଶܣ‖بنابراین  = ݂(0)  .  

ܸکنیم همچنین تعریف می = ቂ ܸ
0
ቃ  که با ضرب

  ترانهاده مزدوج آن در رابطه بالا خواهیم داشت: 

ܸ
ఈܾܣ∗ = ܸ

∗ܾᇱ = 
< ܾᇱ, ଵݒ >

⋮
< ܾᇱ, ݒ >

൩ = 
݃(1)
⋮

݃(݉)
൩.  

  
ݔܣحال اگر دستگاه معادلات خطی  = را با  ܾ

ݔبا بردار آغازین  ܵܧܴܯܩܦروش  = حل  0
݇کنیم براي  = ߙ + 1,… , ߙ + ݉ −   داریم 1

ିఈ‖ଶݎఈܣ‖ = ݂(݇ − ߙ + 1).  
 

ଵܧفرض کنید  ⊂ ଶܧ ⊂ ⋯ ⊂ اي از دنباله ܧ
ℂزیر فضاهاي 

 با شرط ،  
dim൫E൯ = ݆, ݆ = 1,⋯ ,݉  

  
ܾ ∈ ℂ  ࣱو = ,ଵݓ} … , پایه متعامد  {ݓ

  باشد به طوري که  ܧ اي برايیکه
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ଵݓ൛݊ܽݏ , … , ൟݓ = E , ݆ = 1,… ,݉  
  

در نظر  ࣱرا ماتریس بردارهاي W و همین طور 
∋ گیریم یعنیمی 	ℂ× ܹ = . [ݓ…ଵݓ]

و  ܧهر عملگر خطی نامنفرد روي  ℬفرض کنید 
در پایه استاندارد  ℬماتریس نمایش  ܤماتریس 

> [11] 3-1باشد. بنا به قضیه  ܾ, ݓ >≠ اگر  ،0
ܤوتنها اگر  ࣥ൫ܤ, ܾ൯ = ;ܧ ݆ = 1,… و   ݉,

 ܴاست که  ܪܴ به صورت ࣱدر پایه  ℬعملگر 
  ماتریس بالا مثلثی نامنفرد و

ܪ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 … 0 ଵ

	ழ,௪வ

1 ⋱ ⋮ 	ழ,௪భவ
	ழ,௪வ

0
⋱ ⋮

1 	ழ,௪షభவ
	ழ,௪வ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

  
ر قضیه زی [11] 3-2با توجه به تعاریف بالا و قضیه 

  شود. نتیجه می
  

  دنباله نامنفی و غیر نزولی از اعداد :10قضیه 
݂(0) ≥ ݂(1) ≥ ⋯ ≥ ݂(݉ − 1) > ݂(݉)  
= ⋯ = ݂(݊) = 0  

  
ߙو عدد دلخواه  ≤ ݊ مفروض است. در این  ݉−

در هر مرحله از روش  ାఈݎఈܣصورت بردار مانده 
ݔܣبراي حل دستگاه  ܵܧܴܯܩܦ = با  ܾ

(ܣ)݀݊݅ =   در شرط ߙ
ାఈ‖ଶݎఈܣ‖ = f(k); k = 1,… ,݉  

  
 تنها اگر   و کند اگرصدق می

A = B⊕N  
 که

ܤ =   ∗ܹܪܴܹ
  

 بردارباشد و  αو N هر ماتریس پوچ توان با اندیس 

ܾ = ൬ܾ
0
൰ ∈ ℂ

  ܹکه∗ ܾ = ൭
݃(1)
⋮

݃(݉)
൱  (1)݃و ،

   اند.در قضیه قبل تعریف شده (݉)݃و  …
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  DGMRES : الگوریتم روش1ول جد
 
 
 
 
 
 
 
 

DGMRES for the Drazin inverse solution of bAx = , index of A  is  

Given an initial 
20= rA  guess 0x , compute 0=0 Axbr   and 0rA .  

Set and 0
1=1 rAv   .   

For k = 1, 2, ... 
Construct the next Arnoldi vector:  
Set kAvkv =1 .    
For ݆ = 1, … , ݇ 
Compute 1

*= kvjvjkh . 

Replace jvjkhkvkv  11 . 

Compute 
21=1,  kvkkh . 

If 0=1,kkh  , set a flag;  

Otherwise set kkhkvkv 1,/1=1  . 
If >k  and flag not set, 
Form .,10==1,

ˆ
jkjkHjkkH 


  

Solve the least squares problem 
1=1,

ˆ ekkH   for .  

Set akVxakx  0=  . 
Compute akAxbakr  =  and akrA 

 . 

If 
2akrA 

  sufficiently small, then terminate; 

Otherwise, continue. 
If flag is set, form the final iterates and terminate:   
Let 1}.,{min=~

kk   
For 	݈ = ෨݇, ෨݇ − 1,… ,0  
Form .1,

1
0=

1=,
ˆ

 
 jkjkHl

j
l

kHlkkH        
Solve the least squares problem 1,

ˆ elkkH    for  . 

Set lkVxlkx  0= .  

Compute lkAxblkr  =  and lkrA 
 .      



  ۱۷۶                                 1400 آبانو  مهر، سی و دوم، شماره هفتمهاي نوین در ریاضی/ سال / پژوهشو همکاران ملیحه صفرزاده
 

 

  منابعفهرست 
 
[1]  S. Campbell and C. J. Meyer, 

Generalized Inverses of Linear 
Transformations, Pitman, London, San 
Francisco, Melbourne, 1979.  
 

[2]  Y. Saad, "Krylov subspace methods for 
solving large unsymmetric linear 
systems," Mathematics of Computation, 
vol. 37, pp. 105-126, 1981. 
  

[3]  Y. Saad and M. H. Schultz, "GMRES: a 
generalized minimal residual algorithm 
for solving nonsymmetric linear 
systems," SIAM Journal on Scientific 
and Statistical Computing, vol. 7, p. 
856–869, 1986. 
  

[4]  A. Sidi, "DGMRES: A GMRES-type 
algorithm for Drazin-inverse solution of 
singular nonsymmetric linear systems," 
Linear Algebra and its Applications, vol. 
335, p. 189–204, 2001.  
 

[5]  J. Liesen and Z. Strakos, "Convergence 
of GMRES for Tridiagonal Toeplitz 
Matrices," SIAM Journal on Matrix 
Analysis and Applications, vol. 26, no. 1, 
p. 233–251, 2004.  
 

[6]  J. Liesen and P. Tichý, "The worst-case 
GMRES for normal matrices," BIT 
Numerical mathematics, vol. 44, no. 1, 
pp. 79-98, 2004.  
 

[7]  J. Liesen and Z. Strakos, "GMRES 
Convergence Analysis for a Convection-
Diffusion Model Problem," SIAM 
Journal on Scientific Computing, vol. 26, 
no. 6, pp. 1989-2009, 2005. 
  

[8]  R. C. Li and W. Zhang, "The rate of 
convergence of GMRES on a tridiagonal 
toeplitz linear system. II," Linear 
Algebra and its Applications, vol. 431, 
no. 12, pp. 2425-2436, 2009.  
 

[9]  A. Greenbaum, F. Kyanfar and A. 
Salemi, "On the convergence rate of 

DGMRES," Linear Algebra and its 
Applications, vol. 552, pp. 219-238, 
2018.  
 

[10] M. Safarzadeh and A. Salemi, 
"DGMRES and index numerical range of 
matrices," Journal of Computational and 
Applied Mathematics, vol. 335, pp. 349-
360, 2018.  
 

[11] A. Greenbaum, V. Pták and Z. Strakoš, 
"Any Nonincreasing Convergence Curve 
is Possible for GMRES," SIAM Journal 
on Matrix Analysis and Applications, 
vol. 17, no. 3, p. 465–469, 1996.  
 

[12] Y. Saad, Iterative Methods for Sparse 
Linear Systems, Philadelphia: SIAM, 
2003.  
 

[13] J. J. Climent, M. Neumann and A. Sidi, 
"A semi-iterative method for singular 
linear systems with arbitrary index," 
Journal of Computational and Applied 
Mathematics, vol. 87, no. 1, pp. 21-38, 
1997.  

  


