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  چکيده
Sاست. يک مجموعه  V(G)با مجموعه رئوس  nيک گراف ساده و متناهي از مرتبه  Gفرض کنيد  V(G)  يک مجموعه

نمايش داده   (G)که با  Gباشد. عدد احاطه گري  Sنباشد، همسايه يک رأس در   Sاست هرگاه هر رأسي که در  Gاحاطه گر از 
 -(G)يک  (G)است. يک مجموعه احاطه گر از اندازه  Gاحاطه گري در   يمي شود برابر مي نيمم اندازه تمام مجموعه ها

يک تابع مانند Gروي گراف  (STRDF)ن علامتدار تاممجموعه ناميده مي شود. يک تابع احاطه گر روم
f : V(G) { , , } 112  (است به شرط آنکه  الف

x N(v)
f (x)


 xبراي هر  1 V(G) )N(v)   مجموعه ي

fبا ويژگي  u) ، ب) هر رأس vهمسايه هاي  (u)  1  مجاور با حداقل يک رأسv  باf (v)  است. وزن يک  2
STRDF  براي تابعf برابر

v V(G )
f (v)

   تعريف مي شود. عدد احاطه گر رومن علامتدار تام برايG  را که باstR (G)  

که  Gاست. عدد پايداري احاطه گر رومن علامتدار تام در گراف  Gها روي  STRDFنمايش مي دهيم برابر  مي نيمم وزن تمام  
stRstآن را با (G)  برابر با مي نيمم تعداد رأسهايي است که حذف آنها عدد احاطه گر رومن علامتدار تام را تغيير   دهيم  يمنمايش

دهد. در اين مقاله روي اين مفهوم متمرکز مي شويم و عدد پايداري احاطه گر رومن علامتدار تام را براي برخي از خانواده گرافها شامل 
  ها محاسبه مي کنيم.گرافهاي دوبخشي ، گراف هاي کامل، دورها و مسير

: احاطه گري، تابع احاطه گر رومن علامتدار تام، عدد احاطه گري علامتدار تام، عدد پايداري احاطه گري رومن واژه هاي کليدي
  .علامتدار تام
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  مقدمه - ١
Gفرض کنيد  (V(G),E(G)) يک گراف ساده از

و مجموعه يالهاي  V(G)با مجموعه رئوس  nمرتبه 
E(G) باشد. همسايگي باز يک رأس مانندv مجموعه ي را

N(v) {u uv E}   و همسايگي بسته آن را مجموعه
N[v]ي ،  N(v) {v}    در نظر مي گيريم. درجه رأس
v درG را باGdeg (v) وΔ(G) ،δ(G)  به ترتيب

است.  Gماکسيمم درجه و مي نيمم درجه بين تمام رئوس 
و nCرأس را با  n، دور با  nKرأس را با  nگراف کامل با 

 -r، نمايش مي دهيم. يک گراف nPرأس را با  nمسير با 
 rگرافي است ، که مي توان رئوس آنرا به  ،Gبخشي

مجموعه نا تهي افرازکرد بطوريکه درهرمجموعه ي  افراز 
rpرئوس دوبدو غيرمجاورباشند . براي اعداد مثبت  ,...,p1 ،

بخشي کامل  -rگراف
rp ,...,pK

1
بخشي با افراز  -rگرافي   

rV,...,V1  ازV(G)  به طوريکه  استi iV p ،
iبراي  r 1  و هر دو رأس متعلق به دو مجموعه ي افراز

متفاوت، با هم مجاوراند. گراف دوبخشي کامل از مرتبه 
m n از اندازه هاي  هابا مجموعه هاي  افرازm وn را

Sنمايش مي دهيم. يک مجموعه   m,nKبا  V(G)  يک
نباشد  Sمجموعه احاطه گر گوييم،هرگاه براي هر رأس که در 

 Gمجاور باشد. عدد احاطه گر Sحداقل با يکي از رأس هاي
نمايش داده، آنرا مي نيمم اعضاي تمام  (G)را که با 

يک  منظور از تعريف مي کنيم.Gمجموعه هاي احاطه گر در
(G)-   ،اندازه ي  از ياحاطه گر ي مجموعهمجموعه
(G) گراف توسط باورمفهوم پايداري احاطه گري در  .است 

مي  Gمعرفي شده است. پايداري احاطه گر يک گراف  ]٢[در
نيمم تعداد رأسهايي است که حذف آنها عدد احاطه گري را 

stرا با  Gتغيير دهد، پايداري احاطه گري گراف  (G)
  

يک تابع احاطه گر  [٣] و همکاران نمايش مي دهند. آهنگر
مانند ي تابع  را Gروي گراف  (STRDF)رومن علامتدار 

f : V(G) { , , } 112  بطوريکه، اندتعريف کرده  
، Gاز vبراي هر راس مانند

u N(v)
f (u)



  بعلاوه  و  1

f با uبراي هر رأس  (u)  1راسي مجاور با آن مانندv
fکه بطوري موجود باشد (v)  . وزن يک تابع احاطه گر 2

را Gروي گرافfعلامتداررومن 
v V(G)

f (v)
 تعريف

f)کرده و آنرا با  )عدد احاطه گر رومن  دهيم ينمايش م .

مي نيمم وزن تمام  توابع  احاطه گر را  Gعلامتدار تام ازگراف

stRکنيم و آنرابا تعريف مي Gرومن علامتدار روي  (G)
stRنمايش مي دهيم. يک  (G)-  تابع را يکSTRDF 

stRاز وزن  Gروي  (G)  در نظر مي گيريم. براي هر
دهيم: قرار مي Gروي f، مانندSTRDF تابع 

i iV V (f ) {v V(G) f (v) i}   ، که
i , , 112. هر  ياگر برا بنابراينi   ،iV    آنگاه

مي تواند به صورت Gروي ، STRDF تابع 
(V ,V ,V )1 1 مشخص کند. عدد  V(G)افزاري از   2

احاطه گر رومن علامتدار تام براي همه گرافهاي بدون رأس 
fايزوله خوش تعريف است زيرا  :V(G) { , , } 112  با

f (v) 1  براي هرv V(G)  يک STRDF  .است
(G)بنابراين در اين مقاله فرض بر اين است که  1  .  

  از نتايج زير در ادامه  اين مقاله استفاده شده است.

]):١- ١قضيه اعدادي طبيعي باشند.  pو nفرض کنيم  1([
  در اين صورت:

stR ,n(K ) , n (i  1 1 3 2 ،  

stR p,p

p
. (K ) (ii

p


   

2 3
4 3

  

  
]):  ٢- ١قضيه ])1   

stR n(K ) , n .  3 3  
  

]) : ٣- ١قضيه   طبيعي: nبراي هر  1([
  

,   

 

stR n

n n mod

(P )
n o.w

 


  
    

 4
2

1
2

      

nو  براي   3  :  
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  يج اصلينتا - ٢

دراين بخش عدد پايداري احاطه گر رومن علامتدار تام براي  
  کنيم . ياز خانواده از گراف ها را پيدا م يبعض

  
   :١- ٢قضيه 

stR nst (K ) n , n .   2 4  
n، براي ٢-١اثبات: بنابر قضيه  3, stR n(K )  و با  3

nKحذف يک رأس، گراف تبديل به  1  مي شود که همچنان
است و با حذف رئوس   ٣عدد احاطه گر رومن علامتدار تام آن 

کاهش نيابد همچنان مقدار عدد  ٢رئوس به تا زماني که تعداد 
خواهد بود پس بايد به  ٣احاطه گر رومن علامتدار تام  برابر 

رأس ادامه دهيم (يعني حذف  ٢حذف رئوس تا رسيدن به 
n  شده و  K2رأس) که در اين حالت گراف تبديل به  2

خواهد شد لذا  ٢رومن علامتدار تام آن عدد مقدار عدد احاطه گر 
مقدار عدد احاطه گر رومن علامتدار تام کاهش يافته بنابراين 

nبراي   4  ،stR nst (K ) n   2.  
  

nxمعادله  : ٢- ٢لم  x x   1 2   براي
 ix , , 112  وn    همواره داراي جواب است.  2

  اثبات:  
nاگر  2 است قرار دهيم  يکافx 1 xو 1  2 1.  
nاگر  xدهيم ي، قرار م3 ,x  2 11 و  2

x  3 1 .  
nفرض کنيم  اکنون  زوج باشد آنگاه قرار مي n. اگر4

ixدهيم  ,1 برايni , ,...,12
2

jxو    1  براي

nj ,...,n 1
2

nفرد باشد و  n.و اگر 5  آنگاه

n 3 زوج است،  بنابراين بر اساس حالت قبلي

nx x x    1 2 3 يداراي جواب است و کاف 
nکه   nx ,x   1 21 nxو 2  1  در نظر

  کند. يبگيريم که اين مطلب را  تمام م
  

 : ٣- ٢لم 
n,mبراي هر   1  ،stR n,m(K )  2.  

فرض کنيد  اثبات: nV u ,u ,...,u1 1 و  2

 mV v ,v ,..., v2 1 nدو بخش گراف   2 ,mK 
iباشند. براي هر  n 1  ،iN(u ) V و براي هر  2

j m 1  ،jN(v ) V لذا بنابر تعريف  1

 STRDF داريم:     

i

n
v N(u )

f (v) f (u ) ... f (u )


     11 1

  و 

j

m
v N(v )

f (v) f (v ) ... f (v )


     11 در 1

  :نتيجه 
n m

i j
i j

(f ) f (u ) f (v )
 

    
1 1

2  

stRبنابراين  n,m(K )  2.  
  

  :  ٤- ٢قضيه 

stR n,m

n ,m
n ,m

(K )
n ,m
n m

 
      
  

3 1 4
2 2 4
3 3 4
2 4

  

اثبات: فرض کنيد  nV u ,u ,...,u1 1 و  2

 mV v ,v ,..., v2 1 nدو بخش گراف   2 ,mK 
باشند. بديهي است نشان گذاري به هر نحوي که باشد آنگاه  

nf (u ) ... f (u )  1 و 1

mf (v ) ... f (v )  1 1 .  
nحالت اول: فرض کنيم  1 وm  ، اگر  4

f (u ) 1 jآنگاه براي هر  1 m 1  ،jf (v ) 1 

f)لذا  ) m   1 fواگر  5 (u ) 1 با تعريف  2
f (v ) 1 2 ،f (v )  2  و 1

mf (v ) ... f (v )  3   
f)آنگاه  )  ،٣-٢بنابراين براساس لم 3

stR ,m(K ) 1 3.  
nحالت دوم:  ,m 2 4 ،f را به صورت زيرتعريف مي

  کنيم: 
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f (u ) 1 2،f (u )  2 fو  1 (v ) 1 2  ،
f (v )  2 mfو  1 (v ) ... f (v )  3  

f)است و  STRDFيک  fبديهي است که . )  و  2
stR،٣-٢لذا بر اساس لم  ,m(K ) 2 2.  

nحالت سوم:  ,m 3   ، را به صورت زير تعريف 4
fکنيم: يم (u ) 1 2،f (u )  2 fو  1 (u ) 3 وبراي  2

V2  از نشان گذاري حالت دوم استفاده مي کنيم لذا
(f )  stRاو لذ3 n,m(K )   ٣-٢اما براساس لم  3

،stR n,m(K )  stR، لذا  2 n,m(K )  يا  2

stR n,m(K )  . اما3
f (u ) f (u ) f (u )  1 2 3 و تنها حالت هاي ممکن   1

  به شرح زير است :
f (u ) ,f (u ) , f (u )  1 2 31 1 1  

f (u ) ,f (u ) ,f (u )   1 2 32 1 1  
f (u ) ,f (u ) ,f (u )  1 2 32 2 1  
f (u ) ,f (u ) ,f (u )  1 2 32 2 2  

که با توجه به ساختار گراف و شرايط نشان گذاري 
f (u ) f (u ) f (u )  1 2 3 لذا در اين حالت   2

stR n,m(K )  stRپس 3 n,m(K )  3.  
nحالت چهارم:  m  به  fي، با تعريف نشان گذار 4

  فرم  
f (u ) 1 2،f (u )  2  و 1

mf (u ) ... f (u )  3 و  
f (v ) 1 2 ،f (v )  2  و 1

mf (v ) ... f (v )  3 ،  
f)و  STRDF يک fکه  )  ، ٣-٢، بر اساس لم  2

stR n,m(K )  2.  
  است:موارد زير براحتي قابل استحصال  : ٥- ٢تبصره

stR ,(K ) 11 2  ،stR ,(K ) 12 3  ،

stR ,(K ) 13 3  ،stR ,(K ) 2 2 2  ،

stR ,(K ) 2 3 stRو  3 ,(K ) 3 3 4.  

  
  :  ٦- ٢قضيه 

stR n,m

n ,m
st (K )

m n m

 
    

1 3 4
3 4

  

اثبات: فرض کنيد  nV u ,u ,...,u1 1 و  2

 mV v ,v ,..., v2 1  n,mKدو بخش گراف 2
nباشند.اگر  ,m 1 ، V1با حذف تنها رأس بخش 4

m  رأس ايزوله باقي مي ماند يعني گراف تبديل بهmK  
نشان گذاري  ١نابرتعريف بايد هر رأس را با مي شود که ب

mstRکنيم لذا  (K ) m   ، يعني در اين حالت با 4
حذف يک رأس عدد احاطه گري گراف تغيير کرد لذا 

stR ,mst (K ) 1 1.  
nاگر  ,m 2 ، ٤-٢، بنابر قضيه 4

stR ,m(K ) 2  V1، حال  با حذف يک رأس از بخش 2
،  ٤-٢مي شود که باتوجه به قضيه  mK1,گراف تبديل به 

stR ,m(K ) 1   يعني  3
در اين حالت با حذف يک رأس عدد احاطه گري گراف تغيير  

stRحالت نيزکرد لذا در اين  ,mst (K ) 2 1.  
nاگر ,m 3 ،  ٤-٢، بنابر قضيه  4

stR ,m(K ) 3 . اکنون  با حذف يک رأس از بخش 3
V1  گراف تبديل به,mK2  ٤-٢مي شود که باتوجه به قضيه 

 ،stR ,m(K ) 2 يعني در اين حالت نيزبا حذف يک   2
رأس عدد احاطه گري گراف تغيير کرد لذا در اين حالت نيز 

stR ,mst (K ) 3 1.  
nاينک فرض کنيم  m  ، بنابر قضيه قبل4

stR n,m(K )  ،  حذف  ٤-٢، اکنون  بر اساس قضيه 2
n,mرئوس تا زماني که  عدد احاطه گري گراف  تغيير  4

که داراي تعداد رئوس کمتر  V2نمي يابد، حال اگر از بخش 
رأس را حذف  m3مساوي با بخش ديگر است تعداد 

nتبديل به کنيم گراف  ,K  ٦-٢مي شود که بر اساس قضيه  3
است. يعني در اين حالت با حذف  ٣، عدد احاطه گري آن

m3  رأس عدد احاطه گري گراف تغيير کرد و همچنين با
mحذف تعداد کمتر از  کند. لذا در  ي، اين عدد تغيير نم 3

stRاين حالت n,mst (K ) m  3.  
  

nهر   يبرا : ٧- ٢قضيه   3:  
   .

stR n

n (mod )
st (C )

o.w


 


2 3 4
1
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 چهار حالت در نظر مي گيريم.  ٣-١اثبات: با استفاده از قضيه 

n  الف) اگر  (mod ) 4  آنگاهn t و  4

stR n
n(C ) 
2

، گراف nC، با حذف يک رأس از 

nPتبديل به  1  ،مي شود لذا n (mod ) 1 3 پس 4

stR n
t n(P ) t
         

1
4 1 3 2 1 1

2 2
پس با حذف يک رأس عدد احاطه گر رومن علامتدار تام براي  

stRاين گراف تغيير مي کند لذا در اين حالت  nst (C ) 1
 .  

nب) حالت دوم وقتي  (mod )1 آنگاه  4

n t 4 stRو  1 n
n(C )   3

2
، با حذف يک 

nP، گراف تبديل به nCرأس از  1  مي شود و
n (mod ) 1 4 پس

stR n
t n(P ) t

      
1

4 12
2 2

پس در اين   

حالت نيز با حذف يک رأس عدد احاطه گر رومن علامتدار تام 
براي اين گراف تغيير مي کند لذا در اين حالت نيز 

stR nst (C ) 1 .  
nج) حالت سوم وقتي  (mod ) 2 آنگاه  4

n t 4 stRو لذا 2 n
n(C ) 

 
6

2
يک  ، با حذف

رأس از
nCگراف تبديل به ،

nP 1 مي شود پس
n (mod ) 1 1 بنابراين : 4

stR n
t(P ) t

n n


        

 
 

1
4 1 3 2 2

2
2 22

2 2

   

پس در اين حالت نيز با حذف يک رأس عدد احاطه گر رومن 
حالت نيز علامتدار تام براي اين گراف تغيير مي کند لذا در اين 

stR nst (C ) 1 .  
nد) حالت چهارم زماني که  (mod ) 3 آنگاه  4

n t 4 stRو لذا 3 n
n(C ) 

 
3

2
، با حذف يک 

nP، گراف تبديل بهnCرأس از 1 مي شود پس
n (mod ) 1 2 لذا:  4

stR n
t t(P )

n nt


              

 
   

1
4 2 3 4 5

2 2
3 32 3 3

2 2

   

بنابراين در اين حالت با حذف يک رأس عدد احاطه گر رومن 
علامتدار تام براي اين گراف تغييري نمي کند لذا در اين حالت 

nPدو رأس کنارهم را حذف مي کنيم که گراف تبديل به  2 مي
  شود. 

  بنابراين:

stR n
t(P ) t

n n


        

 
 

2
4 3 1 2 2

2
3 12

2 2

  

پس عدد احاطه گر رومن علامتدار تام براي اين گراف با حذف 
stRدو رأس تغيير مي کند لذا در اين حالت  nst (C )  2.  

  
nبراي  : ٨- ٢قضيه  3  ،stR nst (P ) 1.  

  چهار حالت را در نظر مي گيريم. ٣-١اثبات: با استفاده از قضيه 

n  الف) اگر  (mod ) 4  آنگاهstR n
n(P ) 
2

 .

nP، گراف تبديل به nPبا حذف يک برگ از  1  :مي شود لذا

stR n
t n(P ) t
         

1
4 1 3 2 1 1

2 2  
با حذف يک رأس عدد احاطه گر رومن علامتدار تام براي اين  و 

stRگراف تغيير مي کند بنابراين در اين حالت  nst (P ) 1 .  

nب) اگر (mod )1 stRآنگاه  4 n
n(P )   3

2
nP، گراف تبديل به nP. با حذف يک برگ از 1   مي شود پس

n (mod ) 1 4 : بنابراين  

stR n
t n(P ) t


   1

4 12
2 2

  

پس در اين حالت نيز با حذف يک رأس عدد احاطه گر رومن  
علامتدار تام براي اين گراف تغيير مي کند لذا در اين حالت نيز 

stR nst (P ) 1 .  
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nج) اگر  (mod ) 2 آنگاه   4

stR n
n(P )   4

2
، nP. پس با حذف يک برگ از

nPگراف تبديل به  1.مي شود  
n (mod ) 1 1 :بنابراين 4

stR n
t(P ) t

n n


        

 
 

1
4 1 3 2 2

2
2 22

2 2

  

حذف يک رأس عدد احاطه گر رومن پس در اين حالت نيز با 
علامتدار تام براي اين گراف تغيير مي کند لذا در اين حالت نيز 

stR nst (P ) 1 .  
nد)  (mod ) 3 در اين حالت يک رأس از درجه دو را   4

   yPو  xPتبديل به دو مسير  nPحذف مي کنيم بنابراين  
xمي شود که  y n  1ي. راس را چنان انتخاب م 

  کنيم که :
 x (mod )1 yو لذا ،  4 (mod )1 لذا ، 4

stR x
x(P ) 

 
3

2
 ، 

stR y
y(P ) 

 
3

2
  بنابراين: و 

stR x stR y
x y(P ) (P )

x y n

      

  


3 3
2 2

6 5
2 2

  

پس عدد احاطه گر رومن علامتدار تام براي اين گراف تغيير  
stRکند .پس مي nst (P ) 1ي. واين اثبات را تمام م -

  کند.
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