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یک عدد صحیح  ݊، ℂ ي مختلطاز صفحهي باز همبندي یک زیر مجموعه  Ωیک فضاي هیلبرت، ܪفرض کنید 
باشد. در این مقاله براي یک  ܪروي  Tداگلاس شامل عملگر خطی کراندار - یک کلاس کاون B୬(Ω)مثبت و 

Tدهیم که اگر ، نشان میΩحالت خاصی از  ∈ B୬(Ω	) نیومن  –طوري باشد که مدل متعارفش یک عملگر ون
کنیم که الحاقی از مدل متعارف متناظر با این مطالعه فرض میه علاوه، در ب انعکاس پذیر است. ܶگردد، آنگاه 

‖M‖توانیم این را با  فرضی که نیومن باشد. ما می –، یک عملگر ونKي ي برگمن تعمیم یافتههسته ≤
c‖P‖Ω  یا‖M‖ = c‖P‖Ωجایگزین کنیم. در حقیقت  ܲاي ، براي هر چند جملهK مولد براي  ي بازیک هسته

را روي آن تعریف  Zതي توانیم عملگر ضرب شده بوسیلهباشد که ما میمی ࣥتحلیلی - فضاي هیلبرت  تابعک هم
باشد آنگاه این  Λي ي اکیداً مثبت روي مجموعهیک تابع هسته  ܭکنیم. توجه به این نکته لازم است که اگر

گسترش یابد. لازم به یادآوري است که  	ܭي باز مولدهستهبا  Λتواند به یک فضاي هیلبرت تابعکی بر هسته می
ܪ	:Tعملگر خطی کراندار  → یک جبر  Tتولید شده توسط  ∗ܥنیومن گوییم هرگاه جبر -را یک عملگر ون 	ܪ	

داگلاس انعکاس پذیر نیستند زیرا –کلاس کاونشد که در حالت کلی عملگرهایی از نیومن باسد. باید متذکر -ون
هم ارز یکانی است. ما  Zതي غیر انعکاسی ضرب شده به وسیلهن کلاس با الحاقی از عملگر ضربی گري از ایهر عمل
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  مقدمه -1
هیلبرت جدایی پذیر و  یک فضاي ܪفرض کنید 

B(ܪ) ي عملگرهاي خطی کراندار جبري از همه
 Ωي باز همبند باشد. براي یک زیر مجموعه ܪروي 

، فرض کنید ݊و یک عدد صحیح مثبت  ℂاز 
B୬(ܪ)  در ܶنمایش عملگرهاي 	B(ܪ) به  باشد

 طوري که در شرایط زیر صدق کند:
Ω ⊆ σ(T) = ቄλ ∈ 	ℂ:T − λ		نباشد	پذیر	 کوسمع ቅ )1(  

)2 ( ran(T − λ) = H			،	Ω	در	λ		براي  
)3  (V∈	Ω ker(T − λ) = H  
)4  (dimker(T − 	λ) = n					،	Ω	در	λ	براي  

ي کاون و داگلاس به وسیله B୬(Ω)فضاهاي 
) اطمینان 2) و (1. شرط (]2[معرفی شده است

قرار  ܶاي از درون طیف نقطه 		Ωکند که ایجاد می
Tگرفته است و − 	λ   .از راست معکوس پذیر است

هم ارز یکانی است با  B୬൫Ω൯هر عملگر در کلاس 
ي الحاقی از مدل متعارف متناظر با یک هسته

 به صورتکه به اختصار  ܭي برگمن تعمیم یافته
g.B.K. 3[شود نوشته می[. 

یک فضاي  ي باز مولد برايیک هسته ݇در حقیقت 
توان باشد که میمی ࣥتحلیلی -هیلبرت تابعکی هم

را روي آن  ̅ݖي ضرب شده به وسیله ௭̅ܯعملگر 
Mതعملگر  .تعریف کرد

مدل ∗ܭ  کننده رويعمل ∗
  .]14،11،8،3[شود نامیده می  ܭبا متعارف متناظر

Aبه ذکر است که  اگر  لازم ∈ B(H) آنگاه ،
Lat(A) ي زیر فضاهاي ي همهي شبکهبه وسیله

جبر  AlgLat(A)شود و تعریف می Aی از پایای
 باشد به طوريمی 	(ܪ)Bدر Bي عملگرهاي همه
Lat(A)که  ⊂ lat(B).  

شود اگر انعکاسی گفته می (ܪ)B در Aعملگر 
AlgLat(A)=W(A) ، کهW(A)  کوچکترین زیر

و در توپولوژي  	Iو همانی  Aشامل  B(H)جبري از 
  باشد.عملگر ضعیف بسته می

ي از توابع تحلیلی روي دامنه Hفضاي هیلبرت 
را در نظر بگیرید به طوري که براي هر  Ωي صفحه

λ ∈ Ω  تابعک خطیe  از مقادیر درλ  رويH 
شامل توابع  Hکراندار باشد. به علاوه، فرض کنید 

 z ي متغیر مستقلثابت و ضرب شده به وسیله
ي اي در طول قضیهپیوستگی از مقادیر نقطهباشد. 

λکند که براي هر یس بیان مینمایش ر ∈ Ω  یک
K تابع منحصر بفرد ∈ H وجود دارد به طوري که  

e(f) = f(λ) =< f, K > ,					f ∈ H.  
  

1فرض کنید براي  ≤ n ≤ ∞ ،  
L୬ଶ = {ξ = {a୩}୩ୀଵஶ : a୩ ∈ ℂ,∑ |a୩|ଶஶ

୩ୀଵ < ∞}  
 

  مفاهیم پایه -2
، یک فضاي هیلبرت Λي داده شده براي مجموعه

فضاي هیلبرتی است که زیر فضاي  Λکی روي تابع
,خطی از  ℑ(L୬ଶ , Λ) 1 ≤ n ≤ باشد، که می ∞
ℑ(L୬ଶ , Λ) ي توابع فضاي خطی از همه−L୬ଶ  مقدار

  است.  	Λروي 
:K تابع هسته به صورت Λ × Λ → B(L୬ଶ تعریف  (

  :شود به طوري کهمی
)1 (K(λ, μ) = K(μ, λ)∗ 
݉) براي هر عدد صحیح 2( ≥ ي خانواده و هر 1

{λଵ, λଶ ,∙∙∙, λ୫} ⊂ Λ  ماتریس عملگرm×m ،
K୫ = ቀK൫λ୧, λ୨൯ቁ , 1 ≤ i, j ≤ k  یک عملگر

 .خواهد بود L୬ଶ⨂ℂ୫مثبت روي 
) براي هر 2در ( ܭ، m×mاگر ماتریس عملگر 

m ≥  Kیک به یک باشد در این صورت گوییم  1
  ي اکیداً مثبت است.تابع هسته

 Λک فضاي هیلبرت تابعکی روي ی ࣥفرض کنید 
  باشد. اگر براي هر 

λ ∈ Λ ،ξ ∈ L୬ଶ  ،K(λ,⋅)ξ ∈ ࣥ و  	f ∈ ࣥ  
< f, K(λ,⋅)ξ >ࣥ=< f(λ), ξ > f   
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   λدر  Kي مولد داراي هسته  ࣥآنگاه گوئیم
یکتا  K ي مولدشود که هستهثابت می باشد.می

ي اکیداً مثبت روي یک تابع هسته ܭاگر  ).3است (
Λ تواند به یک فضاي ن هسته میباشد، آنگاه ای

گسترش  ܭي مولد با هسته Λهیلبرت تابعکی بر 
  (Λ)ुي این مطلب، فرض کنیدبراي مشاهده یابد.

,ℑ(Λیک زیر فضاي خطی از  L୬ଶ ي شامل همه (
  توابع به صورت

f = 	∑ K(λ୧,⋅)୩
୧ୀଵ ξ୧	, λ୧ ∈ Λ	, ξ୧ ∈ L୬ଶ ,  

  
gباشد. اگر  = ∑ K(λ୧,⋅)η୧୫

୧ୀଵ  تابع دیگري در
ु(Λ)  باشد و  

〈f, g〉 =< ∑ K൫λ୧, λ୨൯ξ୧,
୧.୨ୀଵ η୨ >  

  
.>واضح است که  , . یک ضرب داخلی روي  <

ु(Λ) ي کوشی در باشد. به علاوه یک دنبالهمی
ु(Λ)  ࣥاي است و تتمیم نقطههمگراي  از
ु(Λ)  نسبت به<. , . یک زیر فضاي خطی از  <

ℑ(Λ, L୬ଶ  ࣥباشد. هچنین با توجه به ساختار می (
 ࣥي مولد براي یک هسته ܭشود که مشخص می

که  اکیداً مثبت باشد يیک تابع هسته ܭاگر  است.
براي فضاي هیلبرت  ي باز مولدمعمولا یک هسته

ࣥ باشد، آنگاهمی Λبر  ࣥتابعکی  = ࣥ.  
و هر فضاي  ℂیک زیر مجموعه از  Λفرض کنید 

تحت نگاشت ضربی  Λهیلبرت تابعکی روي 
f: Λ → ℂ  با ضابطهf(z) = zത  .تحدیدي پایا باشد

از این نگاشت براي چنین فضاي هیلبرت تابعکی با 
Mത شود.نمایش داده می  

,ॏഥ(Λفرض کنید  L୬ଶ اي از توابع نمایش مجموعه (
حه در صف Λي مقدار روي دامنهL୬ଶ−تحلیلی  -هم 

 zതي باشد. این مجموعه تحت نگاشت ضرب به وسیله
 Λي فضاهاي هیلبرت تابعکی روي پایا است. همه

پایا خواهد بود. یک فضاي هیلبرت  Mതتحت 
,ॏഥ(Λکه زیر فضاي خطی از  Λتابعکی روي  L୬ଶ )	 

 Λروي  تحلیلی- شد فضاي هیلبرت تابعکی همبامی
  شود.نامیده می

  
:Kي بع هستهتا :1- 2تعریف  Λ × Λ → ℬ(L୬ଶ ) 

در متغیر  (⋅,⋅)Kشود اگر شبه تحلیلی نامیده می
  تحلیلی باشد.-و در متغیر دوم همتحلیلی بوده  اول

  
ي شبه یک تابع هسته ܭفرض کنید  :2- 2تعریف 

.H୮(λ باشد و Λتحلیلی روي  K)  ماتریس عملگر
p)مثبت  + 1) × (p + ي درایهباشد که  (1
(݉,   به صورت ان (݊

பౣ

୫!பౣ
ப

୬! பത
,λ)ܭ λ),			0 ≤ m, n ≤ p  

  
تبهگون است اگر نا ܭي گوئیم تابع هستهاست. می
H୮(λ. K)  براي هرλ ∈ Λ  و براي هر عدد صحیح

  یک به یک باشد. مثبت 
  

ي شبه تحلیلی هر تابع هسته :3-2تعریف 
 ي برگمن تعمیم یافتهرا هسته Λبر  ܭناتبهگون 

Mതگوییم اگر  ∈ B(ࣥ)  و براي هرλ ∈ Λ  برد
Mത
∗ − λ  بسته باشد و  

ran	K(λ,⋅) = ker	(Mത
∗ − λ).  

  
ي شبه تحلیلی یک تابع هسته ܭفرض کنید 

باشد. آنگاه یک فضاي هیلبرت  Λناتبهگون روي 
ࣥتحلیلی  –تابعکی هم  وجود دارد به  Λروي  	

یک  Λروي  ܭبهگون ي ناتطوري که تابع هسته
  باشد.می	 ࣥي باز مولد براي هسته

  
  نتیجه اصلی -3

Tفرض کنید  ∈ B୬(Ω)  با الحاقی از مدل  ܶکه
 	ܭي ي برگمن تعمیم یافتهمتعارف متناظر با هسته

  هم  ࣥتحلیلی -براي یک فضاي هیلبرت تابعکی هم
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در این بخش شرایط کافی روي  ارز یکانی است.
ز مدل متعارف براي نشان دادن انعکاس الحاقی ا

  گردد.، ارائه میTپذیري عملگر 
از  Kي ي فشردهکنیم که زیر مجموعهیادآوري می

ℂ  را یک مجموعه طیفی براي عملگرT ∈ B(H) 
σ(T)گوئیم، اگر  ⊆ K ،‖f(T)‖ ≤
max	{|f(z)|: z ∈ k}  براي هر تایع گویايf  با

   .Kهاي خارج از قطب
ر خطی کراندار لازم به ذکر است که عملگ

T:	ܪ → نیومن گوییم هرگاه -را یک عملگر ون ܪ	
نیومن -یک جبر ون Tتولید شده توسط   ∗ܥجبر

ساراسون ثابت کرد که عملگرهاي نرمال،  باشد.
نشان داده  ي ددنس. بوسیله]7[انعکاسی هستند 

 .]4[شده است که هر ایزومتري انعکاسی است 
اند که عملگرهاي همچنین الین و تامسن نشان داده

، . برکویسی، فییاس]6[زیرنرمال، انعکاسی هستند 
اند که عملگرهاي لانگسام و پیرسی نشان داده

(BCP)  ي ددنس و به وسیله .]1[انعکاسی هستند
عملگرهاي انعکاسی روي یک فضاي با بعد  فیلمر

انعکاس  .]5[اند متناهی مورد بررسی قرار گرفته
زندار دوطرفه مطالعه و بررسی هاي وپذیري از انتقال

همچنین بعضی از شرایط کافی  .]11، 9[است  شده
براي انعکاس پذیري عملگرهاي ضربی روي فضاهاي 

اند به خصوص که فضاهاي دیریشله تحقیق شده
بررسی قرار  روي صفحه موردباناخ توابع تحلیلی 

   .]12، 10[است  گرفته
س پذیري ي انعکامطالعههدف ما در این قسمت 

T ∈ B୬(Ω) باشد که درآن میΩ ي یک دامنه
کراندار است. گوي باز واحد در صفحه مختلط را با 

U دهیم.نمایش می  
  

ي برگمن یک هسته Kفرض کنید  :1-3قضیه 
Ωي تعمیم یافته بر دامنه ⊆ U  طوقشاملG   باشد

U∂به طوري که  ⊆ Ωഥ ∩ 	Gഥ اگر مدل متعارف .

 -یم یافته، عملگر وني برگمن تعممتناظر با هسته
  انعکاس پذیر است. Tنیومن باشد، آنگاه 

Mതبا الحاقی از عملگر  	Tدانیم کهمی برهان:
 ࣥبر  ∗

  هم ارز یکانی است.
Xاگر  ∈ Alg	Lat(T) آنگاه ،Lat(T) ⊆ Lat(ܺ) .

X (Mഥ)یعنی اگر  ∈ Alglatآنگاه ،  
Lat(Mഥ) ⊆ Lat(X) .  
 

 K(λ,⋅)ξبعدي از  که یک پیماي تک جاییاز آن 
Mഥتحت 
در هم پایا است  ∗Xپایا است، پس تحت  ∗
X∗K൫λ,⋅൯ξنتیجه = φ(λ)തതതതതതK൫λ,⋅൯ξ  . بنابراین براي

f	  هر ∈ λ	 وࣥ ∈ Ω  
< Xf, K൫λ,⋅൯ξ >	=	< f, X∗K൫λ,⋅൯ξ >  
	=	< f, φ(λ)തതതതതതK൫λ,⋅൯ξ >	= φ(λ)f(λ).  

  
Xداریم  φ پس براي بعضی از ضربگرهاي = M .

 هیلبرت تابعکی است پسیک فضاي  ࣥچون 
Xࣥ ⊆ ܫX نتیجه در. ࣥ = φ ∈ ࣥ. 

،λاز طرف دیگر، براي هر  ∈ Ω φ(λ) ∈ σ(X) .
|φ(λ)|پس  ≤ ‖X‖  و در نتیجهφ ∈ Hஶ(Ω) .

0فرض کنید براي  < t <  .داشته باشیم 1
G = {z: t < |z| < را به  ܯي و مجموعه {1

  گیریم؛صورت زیر در نظر می
M = ቄf ∈ ࣥ: ∫ z୬f(z)dz = 0,||ୀ୰ 		n ≥ 0ቅ  

  
tه در آن ک < r < واضح است که  .1

M ∈ Lat(Mത) اما .Lat(Mത) ⊆ Lat(X)  و
X = M بنابراین ،M ∈ Lat(M) توجه کنید .

MI که = φ ∈ M ܫ زیرا ∈ ، همچنین 	ܯ
Hஶ(Ω) ⊆. Hஶ(G)  بنابراینφ ∈ Hஶ(G)  و

φرا به صورت  φتوان می = φଵ + φଶ نوشت که 
߮ଵ و  ܷ ار رويیک تابع تحلیلی کراندφଶ  یک تابع

:z}تحلیلی کراندار روي  |z| > t} باشد که در می
  بینهایت صفر است. 
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|z|براي تمام  اکنون > t توان نوشت:می  
φଶ(z) = ∑ C୬ିଵ

୬ୀିஶ z୬   
  

φچون  ∈ Mپس ،  
∫ z୬(φଵ(z)||ୀ୰ +φଶ(z))dz = 0, n ≥ 0  

  
  در نتیجه 

Cି୬ =
ଵ
ଶ୧ ∫ Z୬ିଵφଶ||ୀ୰ (z)dz = 0,  

n = 1,2, …  
  

φଶپس  = φو  0 = φଵ ∈ Hஶ	(U)  یکܷ چون 
–رابل–کاراتئودوري است بنا به قضیه فارل دامنه

از چند  	P୬شیلدز یک دنباله کراندار یکنواخت 
 φها موجود است که به طور نقطه وار به ايجمله

  .همگرا استܷ در 
پس نیومن است –یک عملگر ون ܶاز آن جایی که 

‖(ܶ)p୬‖براي ≤ ‖P୬‖ஐ ≤ d  ،݀ > چون  .0
در توپولوژي ضعیف عملگرها  (ࣥ)B ي ازاگوي یکه

اي در ر دنبالهفشرده است، با در نظر گرفتن زی
 داریم (ࣥ)Bدر  ܣبراي بعضی  صورت لزوم، در آن

P୬(T) → A. 
݂فرض کنید  = ∑ K(λ୧,⋅)ξ୧୬

୧ୀଵ  ुدر(Ω)  ،باشد
T)fصورت در این  = ∑ P୬୬

୧ୀଵ (λ୧)K(λ୧,⋅)ξ୧(P୬ 
و در نرم به  	݂ܣ بهبه طور ضعیف 

∑ φ(λ୧)K(λ୧,⋅)ξ୧୬
୧ୀଵ .تعریف  با همگرا است

M(f)  ुو این واقعیت که൫Ω൯  چگال  ࣥدر
Aگیریم که است نتیجه می = M.  

Xدر نتیجه = M ∈ W(T)  دهد و این نشان می
  عکاس پذیر است. ان Tکه 

  
ي قبل فرض کردیم که : در قضیه2- 3نتیجه 

ي برگمن الحاقی از مدل متعارف متناظر با هسته
ما  نیومن می باشد. –تعمیم یافته یک عملگر ون

 ي فرضی کهتوانیم آن را به وسیلهمی
ฮM୮ฮ 	≤ C‖P‖ஐ	  یاฮM୮ฮ = ‖p‖ஐ  براي هر  

  

  .جایگزین کنیم P ايچند جمله
–اشاره کنیم که عملگرهایی از کلاس کاون باید

پذیر نیستند زیرا هر داگلاس در حالت کلی انعکاس
ارز یکانی با الحاقی از عملگري از این کلاس هم

ما  است. zത عملگر غیر انعکاسی ضرب شده به وسیله
  هستیم. Tپذیرينیازمند شرایط اضافی براي انعکاس
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