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  چکیده

)ها  ی دادههاي تحلیل پوششدر مدل )DEA هاي  پذیري ضعیف به ازاي خروجی در بسیاري موارد اصل دسترسی

هاي محیطی به کار برده شده است. با توجه به این اصل، مدل هاي مختلفی براي ارزیابی نامطلوب مانند آلاینده

پذیري ضعیف کاسمانن ی در مدل دسترسیشود. در این مقاله، دوآلیتکارایی واحدهاي تحت ارزیابی ارائه می

هاي کنیم. در ادامه تعبیرهاي اقتصادي دوال را در تکنولوژي) را بیان می2017) و امیرتیموري و همکاران (2005(

در مثالی هاي مطرح شده نماییم. سپس روشفوق بیان کرده و همچنین نقاط تصویر واحدهاي ناکارا را معرفی می

  باشد. هاي مختلف در خط تولید یک کارخانه میشامل طراحی شود کهشرح داده می
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  . مقدمه1

)ها تکنیک تحلیل پوششی داده )DEA  که اولین

) مطرح شد، 1978بار توسط چارنز و همکاران (

هاي ها و شاخهزاري کارآمد براي محققین در رشتهاب

مختلف علوم از جمله تحقیق در عملیات، ریاضیات 

باشد. در رابطه با کاربردي، مدیریت و اقتصاد می

با انتخاب مناسبی  DEAساختار تکنولوژي تولید، 

ها و ساختن مفروضات کلی ها و خروجیاز ورودي

پذیري و بازده به مقیاس به ، دسترسینظیر محدب

پردازد. گیري میارزیابی عملکرد واحدهاي تصمیم

ها به هدف اصلی از به کار بردن تحلیل پوششی داده

هاي مطلوب و افزایش حداقل رساندن ورودي

  هاي مطلوب است.حداکثري سطح خروجی

در دو دهه اخیر یکی از موضوعات مهم و جالبی که 

ورد توجه قرار گرفته حضور عوامل توسط محققین م

هاي هاي صوتی، آلایندهنامطلوب نظیر آلودگی

باشند که به محیطی و ... در تکنولوژي تولید می

گردند. حضور هاي مطلوب تولید میهمراه خروجی

ها بر روي برآورد اندازه کارایی این گروه از خروجی

هاي تحت ارزیابی تأثیر بسزایی دارند. مجموعه

پذیري ضعیف براي ) اصل دسترسی1970رد (شفا

هاي مطلوب و نامطلوب را با یک فاکتور خروجی

کاهش یکنواخت ضربی مطرح کرد. هایلو و ویمن 

  ) نیز روشی ناپارامتري با استفاده از 2001(

هاي نامطلوب به منظور فراهم آوردن شکل خروجی

تري از تکنولوژي تولید ارائه کردند. اساس این  کامل

ش، اصلاح روش غیر پارامتري بنکر و ماندیریتا رو

هاي ) و دیدگاه آن نسبت به خروجی1986(

نامطلوب در تکنولوژي تولید، همان رویکرد کاهشی 

ها با این استدلال که  ها بود. آنبراي ورودي

ها براي هاي نامطلوب نیز همانند وروديخروجی

گیرنده هزینه به همراه دارند، اصل واحد تصمیم

ها در نظر پذیري قوي را براي این خروجیسترسید

ي نقدي بر ) با ارائه2003گرفتند. فار و گرسکوف (

) بیان کردند که در نظر 2001کار هایلو و ویمن (

هاي نامطلوب به عنوان ورودي، گرفتن خروجی

متناقض با قوانین فیزیکی و اصول استاندارد تئوري 

ائه کرد که در ) مدلی ار2005تولید است. کاسمانن (

آن از ضرایب انقباض غیر یکنواخت استفاده شده 

) ادعا کردند که 2009گرسکوف ( است. فار و

پذیري مجموعه امکان تولیدي که در اصل دسترسی

کند باید کوچکتر از مجموعه امکان شفارد صدق می

) باشد. 2005تولید ارائه شده توسط کاسمانن (

ارائه یک مثال  ) با2009کاسمانن و پودینوفسکی (

عددي نشان دادند که مدل تولید شده توسط فار و 

گرسکوف برخی از اصول مهم تئوري تولید یعنی 

کند. یابی و تحدب را نقض میاصل کمینه برون

ها همچنین ثابت کردند که مجموعه امکان تولید  آن

تعریف شده توسط کاسمانن کوچکترین مجموعه 

پذیري ضعیف یامکان تولید است که شامل دسترس

باشد. محققین هاي مطلوب و نامطلوب میخروجی

هاي نامطلوب به مطالعه زیادي در مورد خروجی

توان به کاسمانن و آن جمله می اند که ازپرداخته

)، کاسمانن و پودینوفسکی 2011کاظمی متین (

)، چن و همکاران 2015)، هو و لیو (2011(

)، زو 2018) و مهدیلوزاد و پودینوفسکی (2017(

جهانی صیادنویري و همکاران  )،2019وهمکاران (

)، هالکوس 2019)، شیرازي و محمدي (2019(

)، چن ولین 2020هانکلووا ( )، طلوع و2019وپترو (

) اشاره نمود. تعریف 2020) وزانگ و سو (2020(

موجود از اصل دسترسی پذیري ضعیف شفارد به 

سطح شکل ضربی به این معنا است که صفر بودن 

افتد که خروجی نامطلوب فقط در صورتی اتفاق می

سطح خروجی مطلوب نیز صفر شود. از سویی در 

  بسیاري از کاربردهاي واقعی با مواردي مواجه 

ها مقدار مشخص و معینی از شویم که در آنمی

هاي نامطلوب بدون تولید هیچگونه خروجی خروجی

ره عنوان مثال یک کوشوند. بهمطلوب تولید می

آجرپزي را در نظر بگیرید که از ذغال براي تولید 

کند. واضح است گرما جهت ساخت آجر استفاده می
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شود. براي سوختن ذغال باعث تولید آلودگی میکه 

تولید هر آجر، دماي کوره آجرپزي باید به درجه 

معینی برسد. بنابراین در این حالت قبل از تولید 

ب تولید شده خروجی مطلوب باید خروجی نامطلو

باشد در حالی که هیچ آجري تولید نشده است. 

) تعریفی جدید از 2017امیرتیموري و همکاران (

ها به شکل پذیري ضعیف براي خروجیدسترسی

جمعی پیشنهاد کردند که بر طبق آن، با کم شدن 

یک فاکتور کاهش ثابت به صورت مجموع از هر 

هاي نامطلوب، خروجی، سطح فعالیت شاخص

  یابد. هش میکا

در این مطالعه فرم مضربی دو مدل کاسمانن 

پذیري امیرتیموري و  ) و مدل دسترسی2005(

کنیم. چون هر دو  ) را بررسی می2017همکاران (

شود،  سازي ساختار خطی آن حفظ می مدل با خطی

) و مدل 2005دوآل دو مدل کاسمانن (

)، 2017پذیري امیرتیموري و همکاران ( دسترسی

احراز جهت مانند حالت ورودي محور محاسبه بدون 

شود. متغیرهاي مدل مضربی شده و بررسی می

تفسیر اقتصادي به عنوان قیمت سایه دارند که 

هاي اقتصادي در اطلاعات مفیدي را براي تحلیل

ها نیز  دهند، بنابراین به آن اختیار ما قرار می

پرداخته خواهد شد. در واقع دوالیتی در حضور 

 هایی با دسترسی نامطلوب و با تکنولوژي عوامل

هاي  شود. مجموعه داده پذیري ضعیف بررسی می 

شود و  مربوط به خط تولید یک کارخانه استفاده می

شود.  نتایج با استفاده از روش پیشنهادي بررسی می

ها در مثال کاربردي با استفاده از  بندي طرح رتبه

  گیرد. کارایی متقاطع صورت می

ها بدین ترتیب است: در  ی سایر بخشسازمانده

هاي کاسمانن به بررسی دوال مدل 3و  2هاي بخش

) و 2017) و امیرتیموري و همکاران (2005(

همچنین معرفی نقاط تصویر براي واحدهاي ناکارا 

، در یک مثال کاربردي 4پرداخته می شود. در بخش

در رابطه با طراحی هاي مختلف در خط تولید یک 

دو تکنولوژي را با هم مقایسه خواهیم کرد. کارخانه، 

  شود.در بخش آخر نتیجه گیري مطرح می

  

  )2005. دوآل تکنولوژي کاسمانن (2

)تصمیم گیرنده  Kفرض کنید )DMU  باN

)ورودي  1,...,  , 1,..., ) nkn N k K x  دبراي تولی 

M مطلوب  خروجی ( 1,...,  , 1,..., ) mkm M k K v  و

J نامطلوب  خروجی( 1,...,  ,  1,..., ) jkj J k K w  

گیرند. تکنولوژي تولید با مورد استفاده قرار می

  هاي نامطلوب به صورت زیر است:حضور خروجی

{( , , ) بوس��������������یلھ x مي تواند تولید شود |( , )}T x v w v w

  

یک مجموعه بسته و محدب فرض شده و  Tکه 

پذیري هاي مطلوب دسترسیها و خروجیورودي

) دسترسی پذیري ضعیف 1970قوي دارند. شفارد (

  را به صورت زیر تعریف کرده است:

  

پذیر به طور ضعیف دسترس هاخروجی - 1 تعریف

0هستند، اگر 1 ,  ( , , )x v w T    آنگاه

( ,  ,  )x v w T   . 

باعث کاهش یکسان  فاکتور کاهش منحصر بفرد 

شود. هاي مطلوب و نامطلوب میدر خروجی

ت را براي ) فاکتور کاهش یکنواخ2005کاسمانن (

به کار گرفت و با فرض  هر واحد تصمیم جداگانه

هاي ها و خروجیپذیري قوي وروديدسترسی

هاي عیف خروجیپذیري ضمطلوب، دسترسی

و بازده به مقیاس متغیر و  Tنامطلوب، تحدب

یابی تکنولوژي تولید را به صورت زیر کمینه برون

  نشان داد:
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واضح است به دلیل وجود 
k k  ) 1در تکنولوژي ،(

KT .با یک 2005اسمانن (ک غیر خطی است (

ساده ولی کاربردي  تغییر متغیر

(1 )  ,  k k k k k k        مدل را به صورت ،

خطی تبدیل نمود. در تغییر متغیر اعمال شده، 

k k k     حساسیت وزنی واحدk ام می باشد

قسمتی از  kشود.بندي میکه به دو قسمت دسته

ماند وام است که فعال باقی میkخروجی واحد 

k  نشان دهنده قسمتی از خروجی واحدk ام

باشد که سطح فعالیت آن کاهش داده شده است. می

  باشد:ی شده به صورت زیر میمدل خط
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)2(  

با توجه به این که سمت راست در تکنولوژي فوق 

توان اندازه کارایی تکنیکی  عاري از متغیر است، می

)براي ارزیابی متغیرهاي تصمیم گیرنده  )DMU  را

ها و ديعنوان مثال اگر بخواهیم وروبه کار برد. به

توانیم هاي نامطلوب را کاهش دهیم، میخروجی

مدل شعاعی ورودي محور را به کار برده و به صورت 

  زیر نشان دهیم:
*
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 )3(             

)واحد تحت ارزیابی  - 2تعریف  )oDMU  کارا

*است اگر و فقط اگر در هر جواب بهینه  1   و

مقدار متغیرهاي کمکی متناظر قیود نامساوي برابر 

  صفر باشد.

توان ثابت کرد اگر به آسانی می

: ( , , )o o o oDMU x v w  کارا نباشد آنگاه تصویر

) به 2005کاراي آن روي مرز تکنولوژي کاسمانن (

  شکل زیر است:
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)در آن که  ) ( ),  v xs s  متغیر هاي کمبود و مازاد

  باشند.) می3متناظر با قید هاي اول و سوم فرمول (

توان دوآل ) خطی است، بنابراین می3( چون مدل

  آن را به صورت زیر نوشت:
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آزاد   

)5(  

  

در مسئله پرایمال به دلیل اصل دسترسی پذیري 

قید به  wهاي نامطلوب خروجی ضعیف براي

هایی هاي وروديهم وزن صورت تساوي است و 

است که در تکنولوژي کاسمانن آزاد نگه داشته شده 

به عنوان  ouاست. در مسئله دوآل، متغیر آزاد 

ام kگیرندهمتغیر تصمیمبیشترین مقدار سود در 

شود. همچنین باید توجه داشته باشیم که تعبیر می

نمونه برداري  DMUقید اول، حداقل براي یک

مرجع در مسئله پرایمال نافذ  DMUعنوانشده به

قیمت هاي باشد. شرط محدود کننده (قید دوم) 
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هاي مشاهده شده هاي وروديسایه را به جاي قیمت

  کند.بیان می

  

. دوآل تکنولوژي امیرتیموري و همکاران 3

)2017(  

) اصل 2017در تکنولوژي امیرتیموري و همکاران (

دسترسی پذیري ضعیف به شکل دیگري به صورت 

  زیر تعریف شده است:

  

ها به طور ضعیف دسترس پذیر خروجی - 3تعریف

)هستند، اگر  , ) 0 ,  ( , , ) Tm j x v w    آنگاه ،

0 ( , , )m jx v w T    که در آن .

( ,..., ) , ( ,..., )j m        به ترتیب بردارهاي

M  تایی وJ 0تایی با  .هستند  

هر ورودي/ خروجی یک ) براي 3بنا به تعریف (

توان به کار برد و بدون از فاکتور کاهش ثابت می

دست دادن کلیت، فرض شده است که این فاکتور 

هاي مطلوب و نامطلوب ثابت، فقط براي خروجی

باشد. با اصول شمول مشاهدات، تحدب و دسترسی 

هاي مطلوب ها و خروجیپذیري قوي براي ورودي

لوب بدون تغییر هاي نامطدر سطحی که خروجی

پذیري ضعیف براي باقی بمانند و اصول دسترسی

هاي مطلوب و نامطلوب و کمینه برون یابی، خروجی

  تکنولوژي زیرساخته شده است:
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در این تکنولوژي 
m  m امین مولفه و

j j و   امین مولفه بردارهاي  j m  می

kz 0باشد و  ،1,...,K k  ضریب حساسیت

ها ها وخروجیبه کار برده شده براي ارتباط ورودي

 )6باشد. تکنولوژي تولید (در ترکیب محدب می

1)فرض ، باغیرخطی است )  , k k k kz z      

0k , که در آن  k    از نظر علامت آزاد است زیرا

 باشد. با به کار بردن این تغییرات در محدود نمی

تبدیل  صورت خطی زیرمتغیرها تکنولوژي به

  شود: می

1 1

1 1
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گیري کافی است حال براي ارزیابی یک واحد تصمیم

یک بار حل کنیم. به  DMUمدل فوق را براي هر

هاي ها و خروجیعنوان مثال براي کاهش ورودي

نامطلوب از مدل شعاعی ورودي محور استفاده کرده 

  شود:و مدل به صورت زیر ارائه می
*
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1 1

1 1
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)واحد تحت ارزیابی - 4تعریف  )oDMU کارا است

*اگر و فقط اگر  1  و تمام متغیرهاي کمکی

  برابر صفر باشند.

:اگر واحد تحت ارزیابی ( , , )o o o oDMU x v w ناکارا  
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به  باشد، آنگاه نقطه تصویر کاراي آن روي مرز تولید

  صورت زیر خواهد بود:
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)که در آن ) ( ),  v xs s  متغیرهاي کمبود و مازاد

) هستند. 8متناظر با قیدهاي اول و سوم در فرمول (

خواهیم دو مدل را به لحاظ پیچیدگی اکنون می

)، 3محاسباتی مقایسه کنیم. تعداد متغیرهاي مدل (

2 2N M J   باشد، لذا ناحیه شدنی آنمی
2 2N J MR    8شود. تعداد متغیرهاي فرمول (می (

2 2 2 2N M J   باشد و ناحیه شدنی آنمی
2 2 2 2N J MR    .بنابراین واضح است که  است

رگتر ناحیه شدنی مدل امیرتیموري و همکاران بز

) نیز خطی است، 8باشد. از آن جایی که مدل (می

  شود:به صورت زیر نوشته می ل آندوآ
( )
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)10(  

  

هاي بد ها و خروجیدر مسئله پرایمال، ورودي

هاي خوب در یابند در حالی که خروجیکاهش می

kzشوند. همچنین سطح ثابت نگه داشته می  

ها در سطح هاست که با وروديتعدادي از خروجی

شود و باید براي کاهش آلودگی بهینه تولید نمی

باشد تعدیل شود. در فرمول دوآل، قید دوم نافذ می

در مسئله پرایمال است.  که متناظر متغیر آزاد 

به باشد لذا بنا چون متغیر مازاد این قید صفر می

تواند در پرایمال می قضیه مکمل زائد، متغیر 

 مثبت باشد.

  . مثال کاربردي4

شود نتیجه اجراي در مثالی که در ذیل ارائه می

هاي پیشین را مورد هاي مطرح شده در بخشمدل

هاي مربوط به دهیم. مجموعه دادهبررسی قرار می

آمریکائی براي ارزیابی  خط تولید از یک کارخانه 23

) براي 2012پایداري کارایی (چن و همکاران، 

بررسی انتخاب شده است. خطوط تولید کارخانه ما 

کنند. بنابراین هر هاي مختلف هدایت میرا به طرح

گیرنده یا تواند به عنوان واحد تصمیمطرح می

DMU .هر طرح  براي ارزیابی در نظر گرفته شود

هاي فرآیند طرح صنعتی از دو مقیاس درونی به نام

شود. کارایی و فرآیند طرح بیولوژیک ساخته می

کلی هر طرح به وسیله ترکیب کارایی این دو فرایند 

شود. کارایی فرایند طرح صنعتی بر گیري میاندازه

هاي تولید ارزیابی حسب معیارهاي صنعتی و ویژگی

ت از نسبت مجموع وزنی، شود و آن عبارت اسمی

هاي یارهاي تولید به مجموع وزنی، معویژگی

به صورت نسبت صنعتی. فرایند طرح بیولوژیک 

  هاي محیطی به مجموع مجموع وزنی فاکتور

هاي شود. ویژگیهاي وزنی تولید ارزیابی میویژگی

تولید در فرایند طرح صنعتی در صورت کسر قرار 

ژیک در مخرج کسر گرفته و در فرآیند طرح بیولو

قرار دارد. معیارهاي مهندسی در نظر گرفته شده در 

ارزیابی فرآیند طرح صنعتی عبارتند از: جابجایی 

)اینچ مکعب )cidمیزان اسب بخار ،( )rhp نسبت ،

) فشار )cmp )و نسبت محور  )axle معادل تست .

) وزن )etw ) و اقتصاد سوخت  )mpgعنوانبه 

اند. در هر دو هاي تولید در نظر گرفته شدهویژگی

فرآیند طرح صنعتی و فرآیند طرح بیولوژیک حضور 

)دارند، اما انتشار هیدرو کربن )hcکسید ، مونوا

)کربن )Coدي اکسید کربن ،
2( )Co  و اکسید

)نیتروژن )xNo فاکتورهاي به کار برده شده در ،

ها در  فرآیند طرح بیولوژیک هستند. مجموعه داده

) نشان داده شده است. با توجه به روش 1جدول (

هاي قبل، براي بررسی کارایی  ارائه شده در بخش
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) استفاده 1هاي جدول (فرآیند این طرح از داده

هاي بهینه کنیم. آغاز کار با بدست آوردن جوابمی

) و 2005مسئله دوآل در دو تکنولوژي کاسمانن (

  ) خواهد بود. 2017امیرتیموري و همکاران (

هاي مطلوب به وسیله بردارهاي سایه خروجیقیمت
v آمار توصیفی، 2شود. جدول (نمایش داده می (

هاي دوآل به دست آمده از مسئله vهاي بهینه

 ) و تکنولوژي امیر2005تکنولوژي کاسمانن (

) براي دو خروجی 2017تیموري و همکاران (

) مطلوب، معادل تست وزن )etw اقتصاد سوخو  

( )mpg کند. دو ستون اول، میانگین را ارائه می

طرح گزارش شده است. ستون  23هاي سایه قسمت

  ها ثابت هایی که قیمت سایه آندوم تعداد طرح

ها قیمت سایه دهد. بقیه طرحباشد را نشان میمی

دهد که ) توضیح می2صفر دارند. نتایج جدول (

هاي مطلوب، در ي سایه مثبت براي خروجیهاقیمت

هر دو مدل، هزینه اضافی به ازاي مصرف بیشتر آنها 

هاي کنند در حالی که قیمتبه کارخانه تحمیل می

سایه صفر هیچ هزینه اضافی ندارند. با توجه به نتایج 

ها با قیمت سایه مثبت در DMU)، تعداد2جدول (

مطلوب در تکنولوژي امیرتیموري و  هر دو خروجی

) کمتر از تکنولوژي کاسمانن 2017همکاران (

) است، همچنین میانگین دو خروجی 2005(

مطلوب در تکنولوژي امیرتیموري و همکاران 

) 2005) نسبت به تکنولوژي کاسمانن (2017(

  بیشتر است.

به عبارت دیگر با توجه به تکنولوژي دسترسی 

همکاران، مصرف سوخت یا  پذیري امیرتیموري و

هاي ارائه شده براي تولید، هزینه وزن بیشتر در طرح

هاي کمتري را براي کارخانه در بر دارد و طرح

) 3شوند. در جدول (بیشتري مورد قبول واقع می

) و 2005اندازه کارایی دوآل تکنولوژي کاسمانن (

) را گزارش 2017( تکنولوژي امیرتیموري و همکارن

کنیم. همچنین براي هم مقایسه می باداده و 

واحدهاي ناکارا نقاط تصویر دو تکنولوژي را از 

) 4) محاسبه کرده و در جدول (9) و (4هاي (فرمول

) مشاهده 3کنیم. همان طور که در جدول (ارائه می

شود واحد تحت ارزیابی اول در تکنولوژي می

باشد و واحدهاي اول و هیجدهم کاسمانن ناکارا می

) ناکارا 2017در تکنولوژي امیرتیموري وهمکاران (

هستند. مقدار کارایی در تکنولوژي امیرتیموري و 

) از تکنولوژي کاسمانن کمتر و 2017( همکاران

باشد. از نتایج جدول تعداد واحدهاي ناکارا بیشتر می

طرح ارائه شده براي  23شود که از ) مشخص می3(

  باشد.یتولید، طرح اول، طرح مناسبی نم

  

  مجموعه داده ها براي خط تولید -1جدول

( )

Carline

DMU
 

( )1

Cid

x
 

( )2

rhp

x
 

( )3

cmp

x
 

( )4

axle

x
 

( )1

etw

v
 

( )2

mpg

v
 

( )1

Hc

w
  

( )2

Co

w
 

3

2

( )

CO

w

 
( )4

NOx

w

 

 

1  31/268 23/247 84/9 31/3 3923 32/9 0216/0 4108/0 77/329 0054/0 

2 140  160 7/9 04/4 3583 83/25 0067/0 1667/0 67/343 0033/0 

3 182 217 10 46/3 3750 3/22 024/0 18/0 397 01/0 

4 182 5/215 10 46/3 3938 85/20 0075/0 0425/0 5/107 005/0 

5 281 250 4/9 27/3 4500 5/15 04/0 57/0 5/485 005/0 

6 161 5/205 10 82/3 3688 55/25 0055/0 145/0 157 005/0 

7 140 155 7/9 2 4250 4/37 008/0 23/0 237 02/0 

8 140 155 7/9 2 4000 2/45 007/0 19/0 196 01/0 

9 244 210 7/9 64/3 5250 1/16 028/0 53/0 283 005/0 
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10 280 292 8/9 55/3 5250 75/16 026/0 36/0 5/531 015/0 

11 330 310 8/9 31/3 6000 27/15 04/0 7467/0 33/522 01/0 

12 280 67/262 4/9 69/3 5556 9/16 0062/0 1333/0 117 0011/0 

13 280 292 8/9 55/3 5000 9/17 026/0 21/0 495 01/0 

14 330 310 8/9 31/3 6000 1/17 039/0 945/0 5/517 01/0 

15 330 310 8/9 15/3 5375 85/17 0215/0 445/0 5/250 005/0 

16 330 310 8/9 53/3 5900 92/16 0132/0 228/0 105 002/0 

17 330 310 8/9 31/3 6000 6/11 042/0 35/0 532 01/0 

18 330 310 8/9 15/3 5375 9/12 0145/0 235/0 5/244 005/0 

19 330 310 8/9 53/3 5900 22/12 007/0 084/0 8/102 004/0 

20 140 171 7/9 13/4 3625 3/28 011/0 29/0 114 01/0 

21 140 171 7/9 09/4 3875 75/23 0235/0 335/0 374 01/0 

22 140 143 7/9 01/4 3594 28/24 0225/0 2325/0 75/166 01/0 

23 244 207 7/9 85/3 4250 6/17 032/0 5767/0 334 0033/0 

 
 

  هاي سایه دو خروجی مطلوبقیمت -2جدول 

  تکنولوژي کاسمانن  تکنولوژي امیرتیموري
  

0vها باDMUتعداد   تعداد  میانگینDMU0ها باv   میانگین  

9 000295/0  15 000013/0  
 معادل تست وزن

( )etw  

3 014826/0  12 010261/0  
 اقتصاد سوخت

( )mpg  

  

 ) واحدهاي کارا را با روش3با توجه به نتایج جدول (

روش کنیم. در این بندي میکارایی متقاطع رتبه

هاي واحدها را از فرم مضربی دو تکنولوژي ابتدا وزن

) داده شده است 10) و (5هاي (که توسط فرمول

kمحاسبه کرده، سپس اندازه کارایی متقاطع واحد 

ام با کمک فرمول زیر به  pهاي واحد ام را با وزن

  آوریم: دست می

  

)11(  

( )

( ) 1

( ) ( )

1 1

M
p

m mk o
p m

k N J
p p

n nk j jk
n j

v u

ce

x w



 



 









 

  

  

در واقع روش کارایی متقاطع یک روش دوفازي 

است که فاز اول آن به دست آوردن کارایی واحد 

باشد و فاز دوم آن به تحت ارزیابی توسط مدل می

  ) است. اگر این تکنیک براي 11کار بردن مدل (
  

تمام واحدها اعم از کارا و ناکارا انجام شود ممکن 

انگین یک واحد ناکارا بالاتر از میانگین واحد است می

شود لذا این کار کارا شود و رتبه بندي نادرست می

دهیم. محاسبه را فقط براي واحدهاي کارا انجام می

) منجر به 11کارایی متقاطع واحدها از فرمول (

) که در آن ماتریس 6) و (5هاي (تشکیل جدول

) و 2005( کارایی متقاطع دو تکنولوژي کاسمانن

) قرار دارد می شود، 2017همکاران ( وامیرتیموري 

میانگین کارایی هر واحد محاسبه شده و با توجه به 

ها میانگین، رتبه هر واحد در سطر آخر جدول

)، 6) و (5هاي (گزارش شده است. با توجه به جدول

 ) و امیر2005هاي کاسمانن (در تکنولوژي 12واحد

رتبه اول را دارد، قیمت ) 2017تیموري و همکاران(

سایه براي دو خروجی مطلوب در این واحد صفر 

باشد و بدین معنی است که هزینه اضافی را به می
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بهترین  کند و به این ترتیب کارخانه تحمیل نمی

   10) طرح 5باشد. طبق جدول ( طرح می

) 2005ترین طرح در تکنولوژي کاسمانن (ضعیف

براي دو خروجی  باشد که بیشترین قیمت سایه می

) 6باشد و طبق جدول ( مطلوب در این واحد می

ترین طرح در تکنولوژي امیرتیموري  ضعیف 5طرح 

باشد قیمت سایه دو خروجی  ) می2017و همکاران (

مطلوب در این واحد نیز بیشترین مقدار مثبت را 

کند  دارد که هزینه اضافی را به کارخانه تحمیل می

ها آخرین رتبه را در و چون هر دوي این واحد

بندي واحدهاي کارا دارند، خود دلیلی بر  جدول رتبه

  باشد. بندي کارایی متقاطع میتایید روش رتبه

  

  )2017) و امیرتیموري و همکاران (2005هاي کاسمانن (کارایی دوآل تکنولوژي -3جدول 

  خط تولید  دوآل تکنولوژي کاسمانن  دوآل تکنولوژي امیرتیموري

9658/0  9720./0  1  

1  1  2  

1  1  3  

1  1  4  

1  1  5  

1  1  6  

1  1  7  

1  1  8  

1  1  9  

1  1  10  

1  1  11  

1  1  12  

1  1  13  

1  1  14  

1  1  15  

1  1  16  

1  1  17  

9872/0  1  18  

1  1  19  

1  1  20  

1  1  21  

1  1  22  

1  1  23  

  

  هاي ناکاراي دو تکنولوژي کاسمانن و امیرتیمورينقاط تصویر واحد -4جدول 

4w  
3w  

2w  
1w  

2v  
1v  

4x  
3x  

2x  
1x   کاسمانن 

0052/0  55/320  3993/0  0210/0  50/20  23/4495  22/3  56/9  73/233  36/244  1DMU  

  امیرتیموري                    

0052/0  48/318  3967/0  0209/0  71/19  47/4794  17/3  50/9  77/238  75/255  1DMU  

0049/0  37/241  2320/0  0143/0  73/21  13/5306  11/3  67/9  04/257  07/267  18DMU  

  



  70                         1401 تیرو  خرداد، ششمهاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و / پژوهش و همکاران ديحمرممیا رامیح
 

 

 

  ماتریس کارایی متقاطع کاسمانن –5جدول 

  

  5ادامه جدول 

23  22  21  20  19  18  17  16  15  14  13    

2393/0  4163/0  3552/0  5105/0  5960/0  3282/0  1509/0  5495/0  2954/0  1404/0  3089/0  2  

0776/0  4214/0  1875/0  2029/0  3249/0  1879/0  2222/0  1456/0  0901/0  0468/0  1  3  

1688/0  3000/0  2687/0  4730/0  1  4133/0  1833/0  5111/0  2784/0  1526/0  2945/0  4  

1  8552/0  8460/0  6169/0  8059/0  7296/0  9920/0  9273/0  7322/0  6480/0  7747/0  5  

1270/0  1019/0  1248/0  4915/0  5807/0  3068/0  0859/0  4167/0  2811/0  2251/0  1113/0  6  

2505/0  2752/0  2757/0  3738/0  9620/0  3460/0  1597/0  1  4037/0  2028/0  1857/0  7  

1123/0  3015/0  2378/0  4068/0  4517/0  1940/0  0853/0  2689/0  1551/0  0736/0  2156/0  8  

1  1  9156/0  8756/0  5905/0  5882/0  6022/0  6312/0  6284/0  7321/0  5688/0  9  

7000/0  8942/0  9127/0  8838/0  9606/0  8741/0  1  8982/0  7972/0  8183/0  1  10  

8517/0  9227/0  1  8986/0  8527/0  8205/0  1  8704/0  8258/0  1  9208/0  11  

1979/0  3123/0  2581/0  2914/0  1  4407/0  2929/0  6086/0  2833/0  1454/0  3781/0  12  

12  11  10  9  8  7  6  5  4  3  2   

1  1430/0  2050/0  2270/0  1  5025/0  9236/0  1890/0  1  4049/0  1  2  

2544/0  0636/0  2133/0  0812/0  2728/0  2373/0  3027/0  0919/0  8399/0  1  1  3  

9554/0  1610/0  2576/0  2112/0  1  7801/0  9052/0  1457/0  1  2976/0  7568/0  4  

1  7319/0  5809/0  1  7033/0  4560/0  7974/0  1  9015/0  8190/0  1  5  

1  1462/0  1461/0  1900/0  9246/0  1  1  0870/0  2852/0  0896/0  5690/0  6  

7787/0  1876/0  1830/0  3325/0  1  1  7017/0  1624/0  1  2391/0  2718/0  7  

4964/0  0763/0  1541/0  1138/0  1  6944/0  7346/0  0912/0  1  3003/0  6351/0  8  

7167/0  6830/0  5732/0  1  9385/0  8115/0  7515/0  7844/0  7018/0  6730/0  1  9  

1  8710/0  1  8640/0  9511/0  1  8258/0  7526/0  8462/0  8665/0  1  10  

9375/0  1  9365/0  1  9213/0  8837/0  8062/0  8886/0  7850/0  8429/0  1  11  

1  1731/0  2385/0  2341/0  4890/0  2926/0  5651/0  1934/0  1  3584/0  5733/0  12  

7585/0  3870/0  6936/0  3923/0  5656/0  1  3627/0  2712/0  0000/1  8504/0  2950/0  13  

6436/0  8128/0  5735/0  1  8188/0  6946/0  7165/0  7243/0  5997/0  5892/0  8880/0  14  

6387/0  9848/0  5426/0  1  1  1  5534/0  1  7067/0  6360/0  3978/0  15  

1  2181/0  1879/0  3421/0  3248/0  2366/0  4258/0  1931/0  6281/0  1877/0  2347/0  16  

1  7466/0  6922/0  1  8307/0  6769/0  7304/0  8454/0  8542/0  7964/0  9135/0  17  

8758/0  9999/0  8800/0  7409/0  1  6884/0  6181/0  1  6237/0  7076/0  9570/0  18  

1  1998/0  2000/0  3090/0  2558/0  1458/0  3407/0  3684/0  1  4517/0  3075/0  19  

7395/0  7804/0  6417/0  9457/0  1  9207/0  8425/0  6568/0  7041/0  6353/0  1  20  

6428/0  5263/0  4445/0  8422/0  1  6371/0  9334/0  8012/0  8829/0  8205/0  1  21  

6777/0  263/0  3038/0  4546/0  1  5035/0  7632/0  6610/0  9765/0  1  1  22  

1  0634/0  0333/0  1769/0  1310/0  0521/0  1566/0  1855/0  1144/0  0643/0  2737/0  23  

  میانگین  7306/0  5741/0  7931/0  5042/0  6707/0  6461/0  7785/0  5663/0  4400/0  4645/0  8234/0

  رتبه  4  10  2  18  7  8  3  11  22  21  1

K 

K 
P 

P 
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2122/0  5170/0  3910/0  2597/0  1  5938/0  1  6673/0  3999/0  2963/0  1  13  

9105/0  7832/0  1  8655/0  5319/0  5274/0  5914/0  6030/0  1586/0  1  5295/0  14  

9016/0  569/0  5764/0  4680/0  7144/0  7356/0  9553/0  9082/0  1  1  5538/0  15  

2520/0  1885/0  1953/0  2093/0  1  4317/0  2310/0  1  3926/0  2122/0  2093/0  16  

8715/0  1  8491/0  6834/0  8942/0  7815/0  1  9023/0  7322/0  6627/0  8069/0  17  

6880/0  5689/0  5801/0  5847/0  8122/0  1  1  8054/0  8931/0  1  1  18  

2992/0  3188/0  2428/0  1727/0  1  4596/0  1  1  3151/0  1443/0  4686/0  19  

7981/0  8204/0  1  1  6247/0  5962/0  6076/0  6732/0  6577/0  9098/0  5825/0  20  

1  1  1  8288/0  4770/0  4823/0  5301/0  5937/0  5648/0  5245/0  5376/0  21  

6099/0  1  6887/0  5701/0  4045/0  3625/0  6749/0  5857/0  3998/0  2181/0  6520/0  22  

1  0721/0  0747/0  0868/0  0895/0  0882/0  0368/0  5063/0  1670/0  0840/0  0525/0  23  

  میانگین  5523/0  4654/0  /4958  6849/0  5638/0  5131/0  7124/0  5342/0  5446/0  5745/0  5576/0

  رتبه  14  20  19  6  12  17  5  16  15  9  13

  

  تریس کارایی متقاطع امیرتیموريما - 6جدول 

12  11  10  9  8  7  6  5  4  3  2      k 

1  9646/0  1  9583/0  9875/0  0033/1  9495/0  1  9439/0  9632/0  1  2  

9981/0  7937/0  9081/0  8555/0  1  9397/0  9554/0  9081/0  1  1  1  3  

1  8517/0  9041/0  9274/0  1  9774/0  9811/0  9318/0  1  9670/0  1  4  

1  9520/0  9618/0  9782/0  9999/0  1  9666/0  1  9623/0  9625/0  1  5  

8710/0  7498/0  6739/0  9900/0  1  8974/0  1  8616/0  1  8639/0  9149/0  6  

9870/0  9635/0  9355/0  9983/0  1  1  9640/0  1  9510/0  9388/0  9832/0  7  

9846/0  9622/0  9324/0  9991/0  1  9988/0  9641/0  1  9509/0  9386/0  9830/0  8  

1  9720/0  8997/0  1  1  9851/0  9310/0  1  9410/0  8985/0  9108/0  9  

9708/0  9850/0  1  9563/0  9720/0  1  9264/0  1  9093/0  9393/0  9823/0  10  

9288/32  1  4407/1  0744/2-  1  1  7646/12  7776/6-  9139/18  6707/7  3088/5  11  

1  7950/0  7844/0  1  1  1  7370/0  7375/0  8274/0  7524/0  8892/0  12  

9984/0  6199/0  8592/0  6960/0  9294/0  1  6661/0  5483/0  8497/0  8359/0  1  13  

1  9999/0  9957/0  9943/0  9853/0  1  9323/0  1  9275/0  9496/0  9853/0  14  

7557/0  6415/0  3808/0  9074/0  1  9437/0  6667/0  5360/0  6893/0  4046/0  4223/0  15  

9310/0  3603/0  3401/0  5657/0  1  1  8371/0  3481/0  9522/0  3965/0  4624/0  16  

1  8696/0  9587/0  8722/0  1  1  8958/0  9063/0  9454/0  9440/0  9280/0  17  

1  1  9361/0  9679/0  1  1  8606/0  9738/0  8954/0  8748/0  8534/0  18  

1  8410/0  1  8255/0  9369/0  1  8761/0  8181/0  8957/0  8953/0  9459/0  19  

9848/0  9640/0  9333/0  1  1  9994/0  9634/0  1  9410/0  9379/0  9825/0  20  

9846/0  9622/0  9324/0  9991/0  1  9987/0  9641/0  1  9509/0  9386/0  9830/0  21  

9726/0  9506/0  9273/0  9967/0  1  1  9517/0  1  9396/0  9372/0  9891/0  22  

1  7812/0  7218/0  9751/0  1  8015/0  9041/0  1  1  9423/0  8856/0  23  

  میانگین  1217/1  1941/1  7858/1  5152/0  4665/1  9783/0  9910/0  7820/0  8805/0  8562/0  4937/2

  رتبه  8  6  2  21  4  11  10  18  15  17  1

P 
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  6ادامه جدول 

23  22  21  20  19  17  16  15  14  13    

9568/0  9901/0  9869/0  9955/0  9610/0  9747/0  9480/0  9542/0  9597/0  9932/0  2  

8583/0  1  9487/0  9344/0  9634/0  9666/0  9287/0  8610/0  7294/0  1  3  

9227/0  1  9810/0  9765/0  9541/0  9145/0  9391/0  8993/0  8234/0  9375/0  4  

9783/0  9999/0  1  1  9518/0  9520/0  9518/0  9519/0  9521/0  9618/0  5  

1  9776/0  1  9427/0  7733/0  7105/0  8387/0  8030/0  7712/0  6977/0  6  

9987/0  9873/0  9987/0  1  9316/0  9203/0  9465/0  9564/0  9867/0  9234/0  7  

1  9882/0  1  1  9283/0  9183/0  9443/0  9544/0  9857/0  9207/0  8  

9918/0  9202/0  9297/0  9277/0  9632/0  9205/0  9896/0  9962/0  1  8947/0  9  

9563/0  9713/0  9773/0  9903/0  9291/0  9562/0  9230/0  9484/0  1  9733/0  10  

7732/4-  9614/9  1324/13  0343/6  1482/2  9999/0  1  0205/2-  9991/0  2655/2  11  

7800/0  1  8771/0  7729/0  9302/0  9390/0  8990/0  7502/0  7384/0  8040/0  12  

4957/0  9742/0  7381/0  6674/0  1  1  8187/0  6142/0  5209/0  1  13  

9296/0  9880/0  1  9840/0  9539/0  1  9540/0  9501/0  1  9820/0  14  

7708/0  4251/0  4673/0  5167/0  7467/0  3735/0  1  1  1  3479/0  15  

4765/0  4215/0  4302/0  5381/0  1  3031/0  1  6622/0  3979/0  3316/0  16  

8337/0  9160/0  8888/0  8822/0  1  1  9513/0  9061/0  8164/0  1  17  

9122/0  8602/0  8684/0  8512/0  9929/0  1  1  9931/0  1  9317/0  18  

7648/0  894/0  8755/0  9084/0  1  9461/0  9186/0  8587/0  7968/0  1  19  

1  9877/0  1  1  9285/0  9189/0  9447/0  9549/0  9882/0  9208/0  20  

1  9882/0  1  1  9283/0  9183/0  9443/0  9544/0  9857/0  9207/0  21  

1  1  1  9980/0  9135/0  9167/0  9260/0  9374/0  9686/0  9173/0  22  

1  9953/0  9237/0  8182/0  9130/0  1  1  8668/0  7070/0  8630/0  23  

  میانگین  9360/0  8632/0  7505/0  9412/0  8833/0  9913/0  1375/1  4836/1  3518/1  6178/0

  رتبه  13  16  19  12  14  9  7  3  5  20

  

 

  گیري. نتیجه5

پذیري ضعیف در این مقاله دوآل تکنولوژي دسترسی

ها و ) در جهت کاهش ورودي2005کاسمانن (

هاي نامطلوب مانند حالت شعاعی ورودي خروجی

مچنین دوآل تکنولوژي دسترسی محور بیان شد. ه

) را نیز 2017پذیري امیرتیموري و همکاران (

  محاسبه کرده و با توجه به این که هر دو 

ها محدب بودند، قضیه اساسی دوآلیتی تکنولوژي

ها به کار برده شد. چون ریزي خطی براي آنبرنامه

هر دو تکنولوژي در اصول شمول مشاهدات، تحدب، 

هاي ها و خروجیبراي وروديپذیري قوي دسترسی

هاي مطلوب و دسترسی پذیري ضعیف براي خروجی

مطلوب و نامطلوب و اصل کمینه برون یابی صدق 

ها در تعریف اصل کردند و تنها تفاوت آنمی

پذیري ضعیف بود لذا تفسیر اقتصادي دسترسی

هاي سایه با توجه به تابع هدف دوآل در هر قیمت

ار نزدیک بودند. تکنولوژي دو تکنولوژي به هم بسی

کاسمانن کوچکترین تکنولوژي است که در اصول 

کند. در قسمت مثال کاربردي مقاله، فوق صدق می

هاي یک کارخانه آمریکایی براي خط تولید را داده

هاي سایه بررسی کردیم و با توجه به تعداد قیمت

مثبت براي خروجی مطلوب تعبیر اقتصادي براي دو 

K 
P 
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اي ارائه دادیم. صورت حالت مقایسه تکنولوژي به

تکنولوژي امیرتیموري و همکاران تقریب خوبی 

هاي نسبت به تکنولوژي کاسمانن در این داده

دهند که ممکن است نتایج در کاربردي به دست می

عنوان پیشنهاد، هاي دیگر متفاوت باشد. بهداده

  توان به تعبیرهاي اقتصادي دوال در  می

پذیري مدیریتی اشاره  ا دسترسیهایی بتکنولوژي

نمود. همچنین، تعبیر اقتصادي دوال در فضاي عدم 

تواند  اي) می هاي فازي، نادقیق و بازهقطعیت (داده

  موضوع جالبی براي بررسی باشد.

  

   



  74                         1401 تیرو  خرداد، ششمهاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و / پژوهش و همکاران ديحمرممیا رامیح
 

 

 

  منابع  تسرهف

 
[1] A. Amirteimoori, S. Kordrostami, M. 
Fooladvand, Efficiency measurement 
using nonparametric production analysis 
in the presence of undesirable outputs: An 
application to power plants, Operations 
Research and Decisions, 3 (2017) 5-20. 
 
[2] A. Charnes, W.W. Cooper, E. Rhodes, 
Measuring the efficiency of decision 
making units, European Journal of 
Operational Research 2 (1978) 429-444. 
 
[3] A. Hailu, T.S. Veeman, Non-
parametric productivity Analysis with 
Undesirable Outputs: An Application to 
the Canadian Pulp and Paper Industry, 
American Journal of Agricultural 
Economies 83 (2001) 605616. 
 
[4] C. Chen, J. Zhu, J.Y. Yu, H. Noori, A 
new methodology for evaluating 
sustainable product design performance 
with two-stage network data envelopment 
analysis, European Journal of Operational 
Research, 221 (2) (2012) 384-359. 
 

[5] F. Shirazi, E. Mohammadi, Evaluating 
efficiency of airlines: A new robust DEA 
approach with undesirable output, 
Research in Transportaion Business & 
Management, 33 (11) (2019). 
 
[6] G. Halkos, K. N. Petrou, Treating 
undesirable outputs in DEA: A critical 
review, Economic Analysis and Policy 62 
(5) (2019) 97-104. 
 
[7] G. Zhang, J. C. Cui, Ageneral inverse 
DEA model for non- radial DEA, 
Computers & Industrial Engineering 142 
(4) (2020) 
 
[8] L. Chen, Y.M. Ming, F. Lai, Semi-
disposability  of undesirable outputs in 
data envelopment analysis for 
environmental assessments, European 

Journal of Operational Research, (2017) 
1-10. 
 

[9] M.Toloo, J. Hanclova, Multi-valued 
measures in DEA in the presence of 
undesirable outputs, Omega, 94 (6) 
(2020) 102041. 
 

[10] M. Mehdiloozad, V.V. Poninovski, 
Nonparametric production technologies 
with weakly disposable inputs, European 
Journal of Operational Research, 266 (1) 
(2018) 246-258. 
 
[11] R.D. Banker, A. Maindiratta, 
Piecewise loglinear estimation of efficient 
production surfaces, Management 
Science, 32 (1) (1986) 126–135. 
 
[12] R. Fare, S. Grosskopf, 
Nonparametric productivity analysis with 
undesirable outputs: Comment, American 
Journal of Agricultural Economics, 85 
(2003) 1070-1074. 
 
[13] R. Fare, S. Grosskopf, A comment 
on weak disposability in nonparametric 
production analysis, American Journal of 
Agricultural Economic, 91 (2) (2009) 
539-545.  
 

[14] M. Jahani Sayyad Noveiri, S. 
Kordrostami, J. Wu, A. Amirteimoori, 
Supply chains performance with 
undesirable factors and reverse flows: A 
DEA-based approach, Journal of the 
Operational Research Society 70(1) 
(2019) 125-135. 
 
[15] T. Kuosmanen, Weak Disposability 
in Nonparametric Production Analysis 
with Undesirable Outputs, American 
Journal of Agricultural Economic, 87 
(2005) 1077-1082. 

 
[16] T. Kousmanen, R. Kazemi Matin, 
duality of weakly disposable tecgnology, 
Omega, 39 (5) (2011) 504-512. 



 75                                                                                           پذیري ضعیف هایی با دسترسیتحلیل دوآلیتی در تکنولوژي
 

   

[17] T. Kousmanen, V. V. Podinovski, 
Weak Disposability in Nonparametric 
Production Analysis; replay to Fare and 
Grosskopf, American Journal of 
Agricultural Economic, 91 (2) (2009) 
539-545. 
 

[18] R.W. Shephard, Theory of Cost and 
Production Functions. Princeton: 
Princeton University Press, (1970). 
 
[19] V.V. Podinovski, T. Kousmanen, 
Modelling weak disposability in data 
envelopment analysis under relaxed 
convexity assumptions, Eropean Journal 
of Operational Research, 211 (3) (2011) 
577-585. 
 
[20] X. Hu, C. Liu, Managing undesirable 
outputs in the Australian construction 
industry using Data Envelopment 
Analysis models, Journal of Cleaner 
Production (2015). 
 

[21] X.Chen, B.Lin, Energy and Co2 
emission performance: A regional 
comparrsion of chinas non-ferrous metals 
industry, Journal of Cleaner Production 
274 (10) (2020). 
 
[22] Z. Zouh, G. Xu, C.Wang, J. Wu, 
Modeling undesirable output with a DEA 
approach based on an exponential 
transformation: An application to measure 
the energy efficiency of Chines  industry, 
Journal of Cleaner Production 236 (10) 
(2019). 
 
 

   



  76                         1401 تیرو  خرداد، ششمهاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و / پژوهش و همکاران ديحمرممیا رامیح
 

 

 

 


