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  چکيده
گيرند. يک دسته از  سازي چندهدفه مورد بررسي قرار مي کاراي) مسائل بهينه-هاي تقريباً کاراي ( در اين مقاله، جواب

هدفه ها يک مسأله تکهاي اسکالرسازي است. در اين روشندهدفه، استفاده از تکنيکها براي حل مسائل چمهمترين روش
هاي کاراي (سره، ضعيف) هدفه و جوابي تکهاي بهينه مسألهشود و ارتباط بين جوابمتناظر با مسأله چندهدفه حل مي

  مقيد اصلاح شدههاي اسکالرسازي  شود. در اين مقاله، ترکيبي از روشي چندهدفه بررسي ميمسأله
(modified constrained) پذير و مقيد انعطاف(elastic constrained) شود و با کمک آن شرايطي  در نظر گرفته مي
هاي تقريباً کارا (ضعيف، سره) ارائه خواهد شد. نتايج بدست آمده را با شرايط لازم و کافي  لازم و کافي براي توليد جواب

کنيم. قضاياي ارائه شده بدون هيچ شرط تحدبي براي هر  پذير مقايسه ميح شده و مقيد انعطافهاي مقيد اصلا حاصل از روش
هاي قبلي، نتايج بدست آمده براي سازي چندهدفه برقرار هستند. برخلاف بسياري از روش ي بهينهيک از توابع هدف در مسأله

  مسائل چندهدفه با فضاي هدف بيکران نيز برقرار هستند.   
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 مقدمه - ۱
هاي رياضي است که  يکي از شاخه ٢سازي چندهدفه بهينه

هاي اخير بسيار مورد توجه قرار گرفته است و در  در دهه
علوم  هاي علوم از جمله پزشکي، اقتصاد،بسياري از شاخه

مهندسي، حمل و نقل، يادگيري ماشين و ... کاربرد دارد 
کردن  . در بهينه سازي چندهدفه اغلب دنبال بهينه]۹-۱[

ي  چندين تابع هدف متناقض هستيم، لذا در يک مسأله
هدفه غالباً  سازي چند هدفه برخلاف مسائل تک بهينه

جواب بهينه وجود ندارد. به همين خاطر مفهوم "جواب 
تعريف مي شود. در يک مسأله چندهدفه، يک جواب  کارا"

توانند  هايش نمي کارا جوابي است که هيچ يک از مولفه
هايش  که حداقل يکي ديگر از مولفه بهبود يابند مگر اين

توسط  ۱۸۸۱بدتر شود. اين تعريف براي اولين بار در سال 
 ]۱۱[مطرح شد. اما چون ويلفرود پارتو  ]۱۰[اجورت 

 ۱۸۹۶فرانسوي، آن را در سال - يتاليايياقتصاددان ا
  توسعه داد به اين تعريف اغلب بهينگي پارتو گويند. 

صورت غيرمستقيم  سازي چندهدفه معمولاً به مسائل بهينه
هدفه  سازي تک هاي معمول بهينه و با استفاده از تکنيک

صورت است که ابتدا يک  شوند.  فرايند حل بدين حل مي
شود  با مسأله چندهدفه ساخته مي هدفه متناظر مسأله تک

در نهايت رابطه  شود. هدفه حل مي و سپس مسأله تک
هاي کاراي هدفه و جوابهاي بهينه مسأله تک بين جواب

هاي اسکالرسازي شود. تکنيکمسأله چندهدفه بررسي مي
ها ترين آنزيادي تاکنون معرفي شده است که از مهم

- ار شده، اپسيلوندهاي مجموع وزنتوان به تکنيکمي
- سرافيني و پاسکلتي-محدوديت، بنسن، پاسکلتي

  و  ]۵[شده اشاره کرد. در مراجع سرافيني اصلاح
هاي اسکالرسازي متعددي ارائه شده تکنيک ]۱۶-۱۲[

  است. 
يک  ٣هاي تقريباً کاراي هاي اخير يافتن جواب در سال

سازي چندهدفه بسيار مورد توجه قرار گرفته  مسأله بهينه
هاي  ست. دلايل متعددي براي جالب و مفيد بودن جوابا

توان به  ها را مي ترين آن تقريباً کارا وجود دارند که مهم
  صورت زير بيان نمود.

                                                
2. Multiobjective optimization 
3. Approximate efficient solutions 

هدفه بايد  سازي چند . اغلب براي حل يک مسأله بهينه۱
هدفه متناظر با آن را حل کرد و رابطه بين  يک مسأله تک

هاي کاراي  و جوابهدفه  هاي بهينه مسأله تک جواب
هدفه  هدفه را بررسي کرد. اما يک مسأله تک مسأله چند

هاي ابتکاري حل  هاي تکراري يا روش معمولاً با روش
هدفه هايي تقريبي براي مسأله تک شود و جواب مي

هاي  آيند. لذا پيدا کردن رابطه بين اين جواب بدست مي
ازي س هاي تقريباً کاراي مسأله بهينه تقريبي و جواب

 چندهدفه از اهميت زيادي برخوردار است.
هاي  . در بسياري از مواقع ممکن است مجموعه جواب۲

تر  کاراي يک مسأله تهي باشد، اما تحت شرايطي ضعيف
هاي تقريباً کارايي وجود دارند که براي  اغلب مواقع جواب

  تصميم گيرنده مهم هستند.
و  . در بيشتر مسائل واقعي، مانند مسائل پزشکي۳

توان فرم دقيقي از مسأله را پيش از حل  مهندسي، نمي
هاي ارائه شده يک  مسأله بدست آورد و بسياري از مدل

هاي  نمونه ساده شده از مسأله اصلي هستند و الگوريتم
 دهند. هاي تقريبي ارائه مي ها جواب حل اين مدل

. در بسياري از مسائل چندهدفه (نامحدب)، پيدا کردن ۴
گير باشد.  هاي کارا ممکن است زمان جواب يک دسته از

لذا ممکن است تصميم گيرنده پيدا کردن يک جواب 
تقريباً کارا در کوتاه مدت را به بدست آوردن جواب دقيق 

 در بلند مدت ترجيح دهد.
هاي تقريباً کارا ارائه شده  تعاريف مختلفي براي جواب

لادزه است. پرکاربردترين تعريف در اين باره توسط کوتات
ارائه شد که ما نيز در اين مقاله از اين تعريف  ]۱۷[

آن را  ]۱۸[کنيم. پس از اين تعريف، لوريدن  استفاده مي
شش نوع مختلف از  ]۱۹[گسترش داد و سپس وايت 

ها را  هاي تقريباً کارا را معرفي کرد و ارتباط بين آن جواب
سي مورد بررسي قرار داد. در ادامه محققان زيادي به برر

  . ]۲۰-۲۶[اندتقريباً کارايي در مسائل چندهدفه پرداخته
هاي تقريباً کارايي جواب ٤هاي تقريباً کاراي سره جواب

ها کراندار است و  بين توابع هدف در آن ٥هستند که تبادل
سازي  به همين دليل اهميت زيادي در مسائل بهينه

سازي تعاملي دارند. براي  خصوص در بهينهچندهدفه به

                                                
4. Properly efficient  
5. Trade-off 
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مفهوم تقريباً کارايي سره را ] ۲۷[ولين بار، لي و وانگ ا
هاي  تعريف کردند و شرايطي لازم براي توليد جواب
 ]۲۸[تقريباً کاراي سره ارائه دادند. بعد از آن، ليو 

هاي تقريباً کاراي سره  شرايطي لازم و کافي براي جواب
مسائل چندهدفه محدب را ارائه و دوگاني تقريبي در 

، ۲۰۱۱دهدفه را مورد بررسي قرار داد. در سال مسائل چن
شرايطي لازم و کافي براي  ]۲۹[غزنوي و خرم 

هاي تقريباً کاراي (سره، ضعيف) مسائل چندهدفه  جواب
ها  هاي اسکالرسازي که آن بدست آوردند. يکي از روش

استفاده کردند و با کمک آن تقريباً کارايي را بررسي 
بود. اين  ٦پذيرد انعطافکردند، روش اسکالرسازي مقي

محدوديت است که در - روش، تعميمي از روش اپسيلون
هاي مسأله  شود برخي از محدوديت آن اجازه داده مي

اي براي اين  محدوديت نقض شوند و جريمه-اپسيلون
  شود.  نقض شدن در تابع هدف در نظر گرفته مي

با کمک روش  ] ۳۰[همچنين، غزنوي و همکاران 
که تعميمي ديگر از روش  ٧شده قيد اصلاحاسکالرسازي م

- ًمحدوديت است،  توانستند نتايجي براي تقريبا
ها براي  کارايي (سره، ضعيف) بدست آورند.  نتايج آن

سازي چندهدفه بدون هيچ شرط تحدبي  مسائل بهينه
برقرار است. به علت اهميت مفهوم تقريباً کارايي سره، 

از آن محققان زيادي اين مفهوم را از ابعاد مختلف بعد 
توان به مراجع  مورد بررسي قرار دادند. براي نمونه مي

  اشاره کرد.  ]۳۴-۳۱[
، در اين مقاله ترکيبي از ]۳۰و۲۹[در ادامه کارهاي 

پذير و مقيد اصلاح هاي اسکالرسازي مقيد انعطاف روش
رسازي کنيم که به آن مسأله اسکالشده را بررسي مي

هاي  گوييم. در اين روش، به محدوديت ٨مقيد ترکيبي
 ٩محدوديت متغيرهاي کمبود و اضافي- مسأله اپسيلون

همزمان با هم افزوده شده است و تابع هدف نيز متناسب 
هاي تقريباً  ها تغييراتي داشته است. رابطه بين جواب با آن
هاي  اسکالرسازي و جواببهينه) اين مسأله ( ١٠بهينه

تقريباً کاراي (ضعيف، سره) مسأله چندهدفه را بررسي 

                                                
6. Elastic constrained scalarization method 
7. Modified constrained scalarization method  
8. Combined constrained scalarization method 
9. Slack and surplus variables 
10. Approximate optimal solutions 

کنيم. در واقع، با کمک اين روش شرايطي لازم و  مي
دهيم.  کافي براي تقريباً کارايي (سره، ضعيف) ارائه مي

دست آمده در قابل ذکر است که بر خلاف نتايج به
له چندهدفه در اين مقاله لزومي ندارد که مسأ ،]۳۰و۲۹[

  دار باشد. کران
، ۲است. در بخش  بخش تنظيم شده  ۴اين مقاله در 

برخي از مفاهيم و مباني اوليه مربوط به مسائل 
، ۳کنيم. در بخش  سازي چندهدفه را مطرح مي بهينه
محدوديت -هايي از روش اسکالرسازي اپسيلونتعميم

شوند. سازي چندهدفه معرفي مي براي حل مسائل بهينه
، با کمک روش اسکالرسازي مقيد ترکيبي ۴ر بخش د

شرايطي لازم و کافي براي توليد نقاط تقريباً کارا (ضعيف، 
دهيم و سازي چندهدفه ارائه مي سره) براي مسأله بهينه

  در نهايت نتايج آورده شده است.
  
 مفاهيم و تعاريف اوليه - ۲

1فرض کنيد  2, pz z 1صورت  . در اين 2z z  اگر
و تنها اگر براي هر انديس  1, 2, ,i p  داشته  

1باشيم،  2
i iz z .1 2z z  1اگر و تنها اگر 2z z  و

1 2z z ،1. همچنين 2z z  اگر و تنها اگر به ازاي
هر انديس  1,2, ,i p  ،1 2

i iz z مخروط ترتيبي .
p
 شوند: و مشتقات آن به صورت زير تعريف مي  

 : 0 ,p pz z     

 : 0 ,p pz z      

 : 0 .p pz z      
  

صورت  سازي چندهدفه به ت کلي يک مسأله بهينهدر حال
  شود: زير تعريف مي

      1      . .  
MOP: min , , ,ps t x X

f x f x f x


   

  
ناحيه شدني و ناتهي در فضاي  Xکه در آن 

:و  n ١١گيري تصميم pf X    2باp  تابع ،
را با  fتحت تابع  Xدف است. تصوير ه

                                                
11. Decision space 
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  :Y f x x X  دهند که مجموعه  نشان مي

باشد. همچنين، فرض  مي p ۱۲شدني در فضاي هدف
pکنيم  مي   و   .   
  

x̂.فرض کنيد : ۱- ۲تعريف  X   
۱ .x̂ ) يک جواب تقريباً کارا–ε کارا) براي مسأله

است، هرگاه نتوان  MOPسازي چندهدفه  بهينه
x X ه کطورييافت به   ˆf x f x  . 

۲ .x̂  ) يک جواب تقريباً کاراي ضعيف–ε کاراي
xاست، هرگاه هيچ  MOPضعيف) براي مسأله  X 
که طوريوجود نداشته باشد به   ˆf x f x  .  

 
هاي تقريباً کارا و  مجموعه جواب: ۱- ۲نمادگذاري 

EXترتيب با  تقريباً کاراي ضعيف را به   وWEX  
0 دهيم. اگر نمايش مي گاه اين تعاريف، به  ، آن

  د.شون ترتيب، به کارايي و کارايي ضعيف تبديل مي
  

2فرض کنيد : ۱-۲مثال  2:f    يک تابع دو
اي باشد و فرض کنيد ناحيه شدني مسأله به فرم  ضابطه

  زير باشد:
 1 2 1 2

1 2

2

1 2

( , ) | 1, 1,

4, max{2 ,3 } 6}.

X x x x x

x x x x

   

  

  

  
صورت  همچنين، فرض کنيد توابع هدف به

1 2 1 2( , ) ( , )f x x x x گونه که در  داده شده باشد. همان  
  شود، داريم: ميمشاهده  ۱شکل 

 (1,3) (1 )(2,2) |
[0,1]} {(3,1)}

EX  



  

 
 

  و


2
1 2 1 2

2
1 2 2 1

(2, 2) (1 )(3, 2) |
[0,1]} { (3, 2) (1 )(3,1) |
[0,1]} {( , ) | 1, 3}

{( , ) | 1, 3}.

WE EX X

x x x x
x x x x

 

  



  

  

   

  



 

 

 

  
1حال فرض کنيد بردار  1( , )

8 8
   .داده شده باشد

شود، مجموعه  مشاهده مي ۱گونه که در شکل  همان
کارا شامل ناحيه هاشور خورده، منحني -هاي  جواب

 E، منحني متصل کننده نقاط Bو  Aه نقاط متصل کنند
که مجموعه  است، در حالي Hو  Dو تک تک نقاط  Fو 

هاي تقريباً کاراي ضعيف شامل ناحيه هاشور خورده  جواب
  و هر دو منحني بالا و پايين اين ناحيه است. 

هاي کارا مشخص است، در  گونه که از تعريف جواب همان
توابع هدف را بهبود داد توان يکي از  يک جواب کارا نمي

مگر اينکه اين بهبود با بدتر شدن حداقل يکي ديگر از 
توابع هدف همراه باشد. اين تبادل بين توابع هدف، با 
محاسبه ميزان افزايش يکي از توابع هدف به ازاي کاهش 

آيد. در بعضي از  يکي ديگر از توابع هدف بدست مي
عبارت  د. بهکران باش مواقع، اين تبادل ممکن است بي

شود که  ديگر، بهبود دادن يکي از توابع هدف باعث مي
نهايت بار بدتر شود. در عمل، يعني  تابع هدف ديگري بي

شود که  حداقل يکي از توابع هدف ناديده گرفته مي
  گيرنده نيست.مطمئناً مطلوب تصميم

  

  
  ١٢ در فضاي تصميم. ۱-۲ل هاي کارا (ضعيف) و تقريباً کاراي (ضعيف) مثا . مجموعه جواب۱شکل 

                                                
12. Criterion space 
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دار از اهميت  هاي کاراي با مقدار تبادل کران لذا، جواب
ها را کاراي سره  زيادي برخوردار هستند که اين جواب

هاي تعاملي  گويند. کارايي سره اهميت زيادي در الگوريتم
ها در فرايند حل مسأله  دارد. چون در اين الگوريتم ]۱۴[

تصميم گيرنده ارائه شود و هايي به  شود جواب سعي مي
هاي ارائه شده مطلوب تصميم گيرنده نباشند، او  اگر جواب

تواند درخواست کند که يکي از توابع هدف بهبود يابد.  مي
دار نباشد، ممکن  حال اگر تبادل بين توابع هدف کران

نهايت بار بدتر  است بهبود دادن آن تابع هدف باعث بي
ع هدف شود که مطمئناً شدن حداقل يکي ديگر از تواب

هاي تقريباً مطلوب تصميم گيرنده نخواهد بود. جواب
معرفي  ]۲۷[کاراي سره براي اولين بار توسط لي و وانگ 

 ]۳۵[شدند که تعميمي از کارايي سره به مفهوم جفرن 
 هستند. 

  
x̂جواب شدني : ۲-۲تعريف  X  را يک جواب

 x̂گوييم، هرگاه  MOPاي مسأله تقريباً کاراي سره بر
0Mتقريباً کارا باشد و يک عدد حقيقي    موجود باشد

که براي هر انديس طوريبه 1,2, ,i p   و هر
x X  با   ˆi i if x f x  حداقل يک انديس ،

  j iموجود باشد بطوريکه ،  
    ˆj j jf x f x   

 و  
   
   

ˆ
ˆ

i i i

j j j

f x f x
M

f x f x



 


 
 .[۲۷] 

  
هاي تقريباً کاراي  مجموعه جواب :۲- ۲نمادگذاري 

PEXسره را با   0 دهيم. اگر نمايش مي گاه  ، آن
تبديل  ]۳۵[اين تعريف به کارايي سره به مفهوم جفرن 

هاي  همچنين رابطه زير بين مجموعه جوابشود.  مي
  تقريباً کارا (ضعيف، سره) برقرار است:

.PE E WEX X X     
  

  هدفه زير را در نظر بگيريد: سازي تک مسأله بهينه
 

        . .  ,
: min

s t x X
SOP g x


 

  
g:که در آن  X   وnX    است.ناحيه شدني  

داده شده باشد. يک  0فرض کنيد  .۳-۲تعريف 
x̂جواب شدني  X هدفه براي مسأله تکSOP،  

شود، هرگاه براي هر ) يک جواب بهينه ناميده مي۱
x X  داشته باشيم   ˆg x g x. 

شود، هرگاه براي هر بهينه گفته مي) يک جواب ۲
x X داشته باشيم ،   ˆg x g x  . 

۳ (x̂ X  يک جوابشود، بهينه اکيد ناميده مي
xهرگاه براي هر  X نتيجه بگيريم ،

   ˆg x g x  .]۲۰[ 
 
هايي از  هاي تقريباً کارا با کمک تعميم جواب - ۳

 محدوديت-روش اپسيلون
سازي چندهدفه اغلب به صورت غيرمستقيم  مسائل بهينه

هاي حل مسائل  ترين روششوند. يک از رايج حل مي
هاي اسکالرسازي است.  چندهدفه استفاده از تکنيک

هدفه  فرايند حل به اين صورت است که يک مسأله تک
شود و سپس ارتباط متناظر با مسأله چندهدفه ساخته مي

هاي  هدفه و جواب هاي تقريباً بهينه مسأله تک بين جواب
بررسي تقريباً کاراي (ضعيف، سره) مسأله چندهدفه 

  شود. مي
  
  : روش اسکالرسازي مقيد انعطاف پذير۱- ۳

پذير به صورت زير مسأله اسکالرسازي مقيد انعطاف
  :]۳۶[شود  تعريف مي

: min ( )

. . ( ) , ,
0, ,

,

EL
k k i i

i k

i i i

i

P f x s

s t f x s i k
s i k
x X








   

 



 

  
i که در آن   0وi  ،i k ترتيب به

  هاي نامنفي داده شده هستند.  بالا و وزنهاي  کران
که با فرض اين Y f X دار باشد، غزنوي و کران

ELاز مسأله اسکالرسازي  ]۲۹[خرم 
kP  استفاده کردند و

هاي تقريباً کارا (سره،  شرايطي لازم و کافي براي جواب
ر تعدادي از شرايط ضعيف) بدست آوردند. در قضيه زي

کافي براي تقريباً کارايي (سره، ضعيف) آورده شده است. 
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براي مشاهده قضاياي بيشتر و اثبات اين قضايا به مرجع 
  رجوع کنيد.  ]۲۹[
  

را در نظر بگيريد.  MOP: مسأله چندهدفه ۱- ۳قضيه 
pفرض کنيد     داده شده باشد وk .  

ˆاگر  -الف ˆ( , )x s يک جواب بهينه براي مسأله
EL

kP  0باi  ،i k  باشد، آنگاهˆ WEx X .  
ˆاگر  -ب ˆ( , )x sجواب  يک بهينه اکيد براي مسأله

EL
kP  0باi  ،i k  باشد، آنگاهˆ Ex X .  

ˆاگر -ج ˆ( , )x sيک جوابسأله بهينه براي مEL
kP 

0iبا   ،i k  وˆ 0s  باشد، آنگاهˆ PEx X .  
هاي تقريباً کاراي  قضيه زير يک شرط لازم براي جواب

  دهد:  سره ارائه مي
  

يک جواب تقريباً کاراي  x̂فرض کنيد :۲-۳قضيه 
گاه، براي هر  باشد. آن MOPسره براي مسأله چندهدفه 

{1, 2,..., }k pبردارها و اسکالرهاي ، ، ŝ و
k
i  ،i k ،که  به طوري وجود دارندˆ ˆ( , )x s  يک
EL بهينه براي مسألهجواب 

kP  باk   و

i i k
i k

  


   .است  

  
  : روش اسکالرسازي مقيد اصلاح شده۲- ۳

ت زير مسأله اسکالرسازي مقيد اصلاح شده به صور
  :]۳۶[شود  تعريف مي

: min ( )

. . ( ) ,
0,
,

MD
k k i i

i k

i i i

i

P f x s

s t f x s i k
s i k
x X








   

 




 

  
i که در آن  ،i k 0هاي بالا و  کرانi  ،

i k هاي نامنفي داده شده هستند.  وزن 
ت است که محدودي-اين روش اصلاحي بر روش اپسيلون

is,در آن از متغيرهاي کمبود نامنفي  i k  استفاده  
  

ذکر شده است، ] ۳۶[گونه که در مرجع شده است. همان
اي راجع به کارايي محدوديت هيچ نتيجه- روش اپسيلون

  يسره ندارد اما با افزودن متغيرهاي کمکي به مسأله
اصلاح شده،  محدوديت و تعريف مسئله مقيد-اپسيلون

توان شرايط لازم و کافي براي کارايي سره بدست مي
  آورد. 

- با استفاده از روش اپسيلون ]۲۰[ انگاو و وييسيک
هاي تقريباً کارا و تقريباً محدوديت نتايجي راجع به جواب

که کاراي ضعيف ارايه دادند. با فرض اين Y f X 
Mه از مسأله اسکالرسازي دار باشد، با استفادکران D

kP 
شرايطي لازم و کافي براي  ]۳۰[غزنوي و همکاران 

هاي تقريباً کارا (سره، ضعيف) بدست آوردند. در  جواب
قضيه زير تعدادي از شرايط کافي براي تقريباً کارايي 
(سره، ضعيف) آورده شده است. براي مشاهده نتايج بيشتر 

  جعه شود. مرا ]۳۰[به 
  

را در نظر بگيريد.  MOPمسأله چندهدفه  :۳-۳قضيه 
pفرض کنيد     داده شده باشد و

k i i
i k

  


  .  

ˆالف. اگر  ˆ( , )x s يک جواب بهينه براي مسأله
MD

kP  0باi  ،i k باشد، آنگاه ˆ WEx X.  
ˆب. اگر  ˆ( , )x s يک جواب بهينه اکيد براي مسأله

MD
kP  0باi  ،i k  باشد، آنگاهˆ Ex X.  

ˆج. اگر  ˆ( , )x s يک جواب بهينه براي مسألهMD
kP 

0iبا   ،i k  وˆ ˆ( )i i if x s   ،i k 
ˆباشد، آنگاه  PEx X .  

هاي تقريباً کاراي  قضيه زير يک شرط لازم براي جواب
  دهد:  سره ارائه مي

  
يک جواب تقريباً کاراي x̂فرض کنيد   :۴- ۳قضيه 

گاه، براي هر  باشد. آن MOPسره براي مسأله چندهدفه 
{1, 2,..., }k p بردارها و اسکالرهاي ، ،ŝ  و

0  که  وجود دارند، به طوريˆ ˆ( , )x s  يک جواب
بهينه براي مسألهMD

kP  با
i i k

i k

  


  

  است. 
  
  : روش اسکالرسازي مقيد ترکيبي۳- ۳
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هاي مقيد روش اسکالرسازي مقيد ترکيبي از ترکيب روش
. ]۳۶[شود انعطاف پذير و مقيد اصلاح شده حاصل مي

فرض کنيد  1,2, ,k p  و ،i ،i k  يک
ان بالا و همچنين کر ,i i  ، i k  هاي  وزن

نامنفي باشند. مسأله اسکالرسازي مقيد ترکيبي به صورت 
  شود:  زير مدل مي

 

 

: min  

. .     ,    
.

comb
k k i i i i

i k i k

i i i i

P f x s s

s t f x s s i k
x X

 



 

 

 

 

    



 
 

  
comb در بخش بعدي با کمک مسأله اسکالرسازي 

kP 
هاي تقريباً کاراي  جوابي براي شرايطي لازم و کاف

شود. قابل ذکر  ارائه مي MOP(ضعيف، سره) يک مسأله 
است که براي بدست آوردن اين شرايط لازم و کافي 

دار بودن نکرا Y f X  .نياز نيست  
  
 شرايط لازم و کافي تقريباً کارايي - ۴

يباً هاي تقر در اين بخش قصد داريم روابط بين جواب
هاي تقريباً  و جواب MOPکاراي (ضعيف، سره) مسأله 

combبهينه روش اسکالرسازي 
kP  که در بخش قبل
  معرفي شده است را بررسي کنيم. 

در قضيه زير يک شرط کافي براي بدست آوردن نقاط 
با کمک مسأله  MOPکاراي ضعيف مسأله تقريباً 

comb
kP آوريم. بدست مي  

  
pفرض کنيد : ۱-۴قضيه     داده شده باشد و

k اگر . ˆ ˆ, ˆ ,x s s   يک جواب بهينه براي
combمسأله 

kP  با , 0   اه باشد، آنگˆ WEx X .  
يک جواب تقريباً کاراي ضعيف  x̂فرض کنيد اثبات. 

xصورت  نباشد. در اين MOPبراي مسأله  X با 
   ˆf x f x    وجود دارد. چون ˆ ˆ, ˆ ,x s s   يک

combبهينه براي مسأله جواب 
kP  با , 0   

  به  ي اسکالرسازي ترکيبي،است، پس، بنا بر قيود مساله
  
  

iازاي هر انديس  k :داريم  
 
 

ˆ ˆ

ˆ .ˆ ˆ
i i i i

i i i i

f x s s

f x s s





 

 

   

  
 

  
iˆبا قرار دادن  i is s     ،i k  توان  مي

نوشت   ˆi i i if x s s     ،i k  در نتيجه ،

 ˆ, ,x s s   يک جواب شدني براي مسألهcomb
kP 

)ˆاست. اکنون، با توجه به اينکه  ) ( )f x f x   و
ˆ ,i is s i k     :لذا داريم  

 

 

ˆ

ˆ ˆ ˆ

k k i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

  

 

 

 

 

 

   

 

 

 
 

  
  شود نتيجه مي kباشد. چون  مي

 

 

 

.

ˆ

ˆ ˆ ˆ

k i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 


 

  
بهينه بودن معادله فوق با  ˆ ˆ, ˆ ,x s s   براي مسأله

comb
kP در نتيجه فرض خلف باطل ض است. در تناق

ˆ است و لذا WEx X  .  
که گونه که در قضيه فوق ثابت شد، با فرض آنهمان

 , 0   کارايي ضعيف جواب تقريباً توان مي -
combبهينه مسأله 

kP  .در قضيه زير نشان را تضمين کرد
دهيم که فرض مثبت بودن مي ، ,   ًکارا بودن تقريبا

combبهينه مسأله - جواب 
kP کند. را تضمين مي  

  
pفرض کنيد  :۲-۴قضيه     داده شده باشد و

k اگر . ˆ ˆ, ˆ ,x s s   يک جواب بهينه براي
comb   مسأله

kP  با , 0    باشد، آنگاهˆ Ex X.  
باشد. در ن تقريباً کارايک جواب  x̂فرض کنيد  اثبات.

xصورت  اين X که،طوريوجود دارد به  
    ,    1,ˆ 2, , ,i i if x f x i p      
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و حداقل يک انديس  1,2, ,j p  وجود دارد به 
  که،طوري

   ˆ .j j jf x f x    
  

  کنيم:اکنون دو حالت را بررسي مي
jحالت اول: فرض کنيد  k لذا .

ˆ( ) ( )k k kf x f x   .جايي که از آن ˆ ˆ, ˆ ,x s s  
combبهينه براي مسأله يک جواب 

kP توان  است، مي
  نوشت:

 
 

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ    ,
i i i i

i i i i

f x s s

f x s s i k





 

 

   

    
 

  
ˆبا قرار دادن  , i i is s i k     :داريم  

  ˆ .i i i if x s s      
  

در نتيجه  ˆ, ,x s s   يک جواب شدني براي مسأله
comb

kP براي انديس  است و 1,2, ,k p   داريم  
 

  .

ˆ

ˆ ˆ ˆ

k k i i i i
i k i k

k i i i i i i
i k i k i k

f x s s

f x s s

  

  

 

 

 

  

   

  

 

  
 

  
0iچون  i

i k

 


 است، لذا داريم  

 

  ˆ .

ˆ

ˆ ˆ

k k i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

  

 

 

 

 

 

   

 

 

 
 

  
  :توان نوشت ، ميkاز طرفي چون 

 

 ˆ ˆ ˆ .

ˆk i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 


 

  
بنابراين  ˆ, ,x s s   يک جواببراي مسأله بهينه  

  

comb
kP  است که بابهينه بودن  ˆ ˆ, ˆ ,x s s   در

  تناقض است.
jحالت دوم: فرض کنيد  kصورت از . در اين 

 

ˆ( ) ( )f x f x   گيريم:نتيجه مي  
 
 

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ    , ,
i i i i

i i i i

f x s s

f x s s i j k





 

 

   

    
 

  
0و   کهطوريوجود دارد به  

 
 

ˆ ˆ

ˆ ˆ .ˆ
j j j j

j j j j

f x s s

f x s s

 



 

 

    

  
 

  
  نتيجه اگر تعريف کنيم:در 

ˆ , ,
ˆ , .

i i
i

i i

s i j k
s

s i j


 






    
   

 

  
گاه آن ˆ, ,x s s   يک جواب شدني براي مسأله

comb
kP توان نشان داد که است و مشابه با حالت اول مي  

 

 ˆ ˆ ˆ .

ˆk i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 


 

  
بهينه بودن  که با  ˆ ˆ, ˆ ,x s s  .در تناقض است  

  
گونه که در قضيه فوق مشاهده همان :۱- ۴ملاحظه 

هاي مقيد انعطاف پذير و مقيد شود، برخلاف روش مي
را ببينيد) براي اثبات  ۳-۳و  ۱-۳هاي اصلاح شده (قضيه

، لزومي ندارد که x̂تقريباً کارا بودن جواب 
 ˆ ˆ, ˆ ,x s s   يک جواببهينه اکيد براي مسأله

comb
kP  .باشد  

  
pفرض کنيد : ۳-۴قضيه     داده شده باشد و

k اگر . ˆ ˆ, ˆ ,x s s   يک جواب بهينه براي
combمسأله

kP  با , 0    باشد، آنگاه. ˆ Ex X   
  

  شود. اثبات مي ۲- ۴مشابه با قضيه  اثبات.
تقريباً  هايدر قضيه زير يک شرط لازم براي جواب

  دهيم. ارائه مي MOPکاراي مسأله چندهدفه 
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pفرض کنيد  :۴-۴قضيه     داده شده باشد و
x̂  يک جواب تقريباً کارا براي مسألهMOP  باشد. در

اين صورت انديس  1,2, ,k p   پارامترهاي و
 , 0    وδ که وريطچنان وجود دارند به

 ˆ,0,0x  يک جواب بهينه براي مسألهcomb
kP  با

k .است  
فرض کنيد اثبات.  , ,x s s   يک جواب شدني براي
combمسأله 

kP .چون  باشدˆ Ex X  پس حداقل يک ،
 انديس 1,2, ,k p   وجود دارد بطوريکه

   ˆk k kf x f x که . با توجه به اينˆ 0is   و
ˆ 0is  ، به ازاي هر انديسi k دهيم  قرار مي

0, i i    و ، ˆi if x . وضوح به

 ˆ,0,0x  يک جواب شدني براي مسألهcomb
kP .است  

از طرفي چون    ˆk k kf x f x  :داريم  
 

 

ˆ ˆ ˆ

,

k k i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

  

 

 

 

 

 

   

 

 

 
  

  
  و اين يعني

 

 

ˆ ˆ ˆ

.

k i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

 

 

 

 

 

 

  

  

 

  
 

  
 لذا ˆ,0,0x  يک جواب بهينه براي مسألهcomb

kP 
  است.

تقريباً علاوه بر بيان شرايط لازم و کافي براي توليد نقاط 
د داريم ، در ادامه قصMOPکارا (ضعيف) براي مسأله 

 سره به کارايتقريباً نقاط  شرايطي لازم و کافي براي
  دست آوريم. 

دست آوردن نقاط در قضيه زير يک شرط کافي براي به
  کنيم. کاراي سره مطرح ميتقريباً 

  
pفرض کنيد : ۵-۴قضيه    داده شده باشد و

k اگر . ˆ ˆ, ˆ ,x s s   يک جوابهينه براي ب
combمسأله 

kP  با , 0    باشد، آنگاهˆ PEx X .  

کارا براي تقريباً يک جواب  x̂، ۲-۴طبق قضيه اثبات. 
ˆاست. فرض کنيد  MOPمسأله  PEx X  در اين .

، متغير شدنيMهر عدد حقيقي و مثبت صورت براي 
x X  انديس و 1,2, ,i p   با

    ˆi i if x f x   که براي هر  طوري به وجود دارد
jانديس  i  با   ˆj j jf x f x   توان  مي

  گرفت:نتيجه 

)۱              (             
   ˆ

.
ˆi i i

j j j

f x f x
M

f x f x



 


 
  

  
از آنجايي که  ˆ ˆ, ˆ ,x s s   يک جواب بهينه براي

combمسأله 
kP است، داريم  

)۲       (         ˆ ˆ ˆ ,    .i i i if x s s i k       
  

jبراي هر انديس  k  با   ˆj j jf x f x   ،
  شود: نتيجه مي )۱(با توجه به رابطه 

)۳                   (        
   
   

ˆ

.
ˆ

j j j

i i i

f x f x

f x f x
M





  

   

  
با قرار دادن    ˆ 0i i id f x f x     از رابطه ،
  گيريم:فوق نتيجه مي

)۴      (                        

 ˆ

–

ˆ ˆ .

j j

j j j j

df x
M

f x s s



  

 

  
  

  
  توان نتيجه گرفت ) مي۴و با کمک رابطه (

)۵                           (             
 

.

ˆ

ˆ –

j j j

j j

f x s
ds
M









 

 
  

  
  کنيم تعريف مي

    : ˆ ,j j jA j f x f x     
  

  کنيم:و همچنين تعريف مي
 

 
1

.
min

max

i ii k

d A
M
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ل براي هر انديسحا   1,2, , { }i p A k   
  داريم:

   .ˆi i if x f x   
  

  داريم: )۲(بنابراين طبق رابطه 

)۶                  (             
 

ˆ

ˆ ˆ .

ˆ

ˆ
i i i i

i i i i

f x s s

f x s s





 

 

   

  
  

  
هر انديس  براي   1,2, ,i p k    تعريف
  کنيم: مي

)۷                                        (ˆ ,i i is s    
  

  و همچنين

)۸             (                     

         

ˆ

ˆ  .

i
i

i

ds i A
s M

s i A






   
 

  

  
، )۶() و ۵طبق تعاريف فوق و روابط ( , ,x s s   يک

combجواب شدني براي مسأله 
kP .است  

  دهيم اثبات را با بررسي دو حالت زير ادامه مي
k. فرض کنيد ۱ A) ۴. در اين صورت بنا به رابطه (

داريم    ˆk k k
df x f x
M

   بنابراين با استفاده .

 توان نوشت: ) مي۸) و (۷از روابط (
 

 ˆ

k i i i i
i k i k

k k i i i i
i k i k

f x s s

df x s s
M

 

  

 

 

 

 

  

   

 

 
 

   –

1

ˆ ˆ

.

ˆk i i i i k
i k i k

i i i
i Ai k
i k

f x s s

d
M

  

  

 

 




  

 
 

   
 
 

 

 
 

  
  داريم kو  Mبا توجه به تعريف 

 

 ˆ ˆ ˆ .

k i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 


 

بهينه بودن  عبارت فوق با  ˆ ˆ, ˆ ,x s s   در تناقض
  است.

k. فرض کنيد ۲ A در ابن صورت .
   ˆk k kf x f x  . لذا داريم 

 

 ˆ ˆ

k i i i i
i k i k

k k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

 

  

 

 

 

 

  

  

 

 
 

 

 

 

– .

ˆ ˆ

ˆ

i i k i i
i k i k

i i k i i i
i Ai k i k
i k

f x s

ds
M

 

   



 



 


   

 

 

  
 

  
  توان نتيجه گرفت: ، ميkکه  حال با توجه به اين

 

 ˆ ˆ ˆ .

k i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 


 

  
  رسيم و حکم برقرار است. بنابراين به تناقض مي

  
قضيه فوق مشاهده گونه که در همان :۲- ۴ملاحظه 

پذير و مقيد هاي مقيد انعطافشود، برخلاف روش مي
را ببينيد)، براي اثبات  ۳- ۳و  ۱-۳اصلاح شده (قضاياي 

بهينه مسأله مقيد هاي ي جوابتقريباً کارايي سره
combترکيبي

kP لزومي ندارد که در جواب ، بهينه
متغيرهاي کمکي مثبت باشند يا قيدها به صورت اکيد 
برقرار باشند. به علاوه، بر خلاف نتايج بدست آمده در 

، کراندار بودن ۵-۴، براي اثبات قضيه ]۳۶و۳۰و۲۹[
 Y f X  .الزامي نيست  

هاي تقريباً در قضيه زير يک شرط لازم براي جواب
دهيم. توجه شود که بر خلاف نتايج سره ارائه مي کاراي

، اين ]۲۸[دار شده دست آمده از روش مجموع وزنبه
قضيه در حالت کلي برقرار است و شرط محدب بودن 

  توابع هدف نياز نيست. 
  

ˆ فرض کنيد: ۶- ۴قضيه  PEx X  در اين صورت .
 , 0   ،δ ،ŝ  وŝ  چنان وجود دارند که به  
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ازاي هر انديس  1,2, ,k p  ، ˆ ˆ, ˆ ,x s s   يک
combبهينه براي مسأله جواب 

kP  با

i i k
i k

  


  .است  

i ابتدا براي هر انديساثبات.  kدهيم ، قرار مي 
0i  ،ˆ 0is   وî is   بوضوح . ˆ ˆ, ˆ ,x s s  

combيک جواب شدني براي مسأله 
kP  با

 δ ˆf x    است. فرض کنيد , ,x s s   يک
comb جواب شدني دلخواه براي مسأله

kP .با توجه  باشد
combهاي مسأله  به تابع هدف و محدوديت

kP ،متغيرهاي

is کنيم:تعريف مي صورت زير را به  
  max 0, .i i i is f x s     

  
کنيم  ادعا مي ˆ ˆ, ˆ ,x s s   به ازاي هر انديس

 1,2, ,k p  يک جواب ، بهينه براي مسأله
comb

kP دهيم است. براي اثبات اين ادعا نشان مي  
 

 

ˆ ˆ ˆ

.

k i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

 

 

 

 

 

 

  

  

 

  
 

  
براي اثبات رابطه بالا دو حالت ممکن زير را در نظر 

  گيريم. مي
. فرض کنيد ۱   ˆk k kf x f x صورت  . در اين

iچون براي هر انديس  k ، 0i براي هر ،μ 0  
 :داريم

 

 

ˆ ˆ

.

k i i k
i k

k i i i i
i k i k

f x s

f x s s

 

 





 

 

  

 



 
 

  
با توجه به تعريف 

i i k
i k

 


   براي هر وi k، 

î is    براي هرμ 0  :داريم  
 

 

ˆ ˆ ˆ

.

k i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s

 

 

 

 

 

 

  

  

 

  
 

 

. فرض کنيد ۲   ˆk k kf x f x   از آنجايي که .
ˆ PEx X،  بنابراين يک عدد حقيقي و مثبتM  و

jيک انديس  k  با   ˆj j jf x f x   وجود
 دارند بطوريکه:

   
   ˆ

.
ˆk k k

j j j

f x f x
M

f x f x



 


 
 

  
ˆچون  Ex X  مجموعه ناتهي ،I صورت زير  را به

  کنيم: تعريف مي
    ˆ: .i i iI i k f x f x     

  
iMرا به صورت  iپارامترهاي      در نظر

  گيريم. لذا داريم:  مي
    .k i i k i

i k i k

f x s f x Ms  

 

     

  
jبراي هر انديس  I چون ،M  يک عدد حقيقي
0sمثبت است و   بنا به تعريف ،js  نتيجه

  گيريم: مي
   k i i k j

i k

f x s f x Ms  



     

      ˆ .k j j j jf x M f x f x s      
  

0jMsچون   داريم  
 

     
   

    

.

,

ˆ
ˆ

ˆ

k i i
i k

k k k
k

j j j

j j j

f x s

f x f x
f x

f x f x

f x f x












 

 


 

 



 

  
iيف با توجه به تعر i k

i k

  


   وˆ εs   از و

λآنجايي که پارامتر  0  درنظر گرفته شده است، نتيجه
  شود: مي

 

 

ˆ ˆ ˆ

.

k i i i i
i k i k

k i i i i
i k i k

f x s s

f x s s
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  با توجه به دو حالت اثبات شده بالا حکم برقرار است.
  

هدفه زير را دو مسأله بهينه سازي غيرخطي: ۱-۴مثال 
 در نظر بگيريد. 

1 2
2 2

1 2

1 2

min ( ) ( , )

. . ( 1) ( 1) 1
, .

f x x x
s t x x

x x



   


 

  
مسأله فوق را با کمک روش اسکالرسازي  ابتدا مرز پارتو
combمقيد ترکيبي 

kP آوريم. براي اين منظور بدست مي
. کنيمفرض مي 1k   براي پيدا کردن مرز پارتو از
کنيم با اين تفاوت استفاده مي ]۳۷[در مرجع  ۷الگوريتم 

 آن الگوريتم به جاي مسأله اسکالرسازي ۴که در مرحله 
combاز مسأله اسکالرسازي  ]۵[سرافيني -پاسکلتي

kP 
تکرار و به ازاي مقادير  ۳۰کنيم. بعد از استفاده مي
   ۲ل صورت شکها در تابع هدف، مرز پارتو بهمختلف وزن

  

(0.02,0.02)اکنون فرض کنيد خواهد بود.    داده
 هاي تقريباً کارايخواهيم مجموعه جوابمي شده باشد.

مسأله دوهدفه فوق را با کمک روش مقيد ترکيبي بيابيم. 
بهينه مسأله تک هدفه هاي ، جواب۲-۴بنا به قضيه 

comb
kP  باk  و , 0   هاي همان جواب

کنيم تقريباً کاراي مسأله فوق هستند. ابتدا فرض مي
10.01   هدفه مقيد ترکيبي با مسأله تک. با حل

هاي تقريباً کاراي جواب ]۳۷[در مرجع  ۷کمک الگوريتم 
خواهند بود. حال  ۳وق به صورت شکل مسأله دوهدفه ف

10.02فرض کنيد    . ،هاي جوابدر اين حالت
 ۴تقريباً کاراي مسأله دوهدفه فوق به صورت شکل 

شود، با افزايش  گونه که مشاهده ميخواهند بود. همان
فه از مرز مسأله دوهد، فاصله نقاط تقريباً کاراي مقدار 

هاي بدست پارتو افزايش خواهد يافت و کيفيت جواب
  يابد. آمده کاهش مي

  
  ۱-۴مسأله مثال  . مرز پارتو۲شکل 

  

  
(0.02,0.02)به ازاي  ۱-۴تقريباً کاراي مثال  هاي. جواب۳شکل   0.01 و.  
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(0.02,0.02)به ازاي ۱-۴قريباً کاراي مثال ت هاي. جواب۴شکل    0.02و.  

 
      

  گيري نتيجه
در اين مقاله ابتدا مسأله اسکالرسازي مقيد ترکيبي را 
معرفي کرديم. سپس با درنظر گرفتن روابط بين 

p    و، هدفه  مسأله تک و با کمک
comb

kP هاي تقريباً کاراي  شرايط کافي براي توليد جواب
هاي تقريبا  سره و ضعيف و شرايط لازم براي توليد جواب

بدست آورديم. برتري نتايج حاصل را نسبت  کاراي سره
پذير، مقيد هاي مقيد انعطافبه نتايج بدست امده از روش

دار شده بيان کرديم. تمام وزن اصلاح شده و مجموع

قضاياي اثبات شده بدون هيچ شرط تحدبي برقرار هستند 
کران و به علاوه براي مسائل چندهدفه با فضاي هدف بي

طور دست امده به)، نتايج به۱نيز برقرار هستند. در جدول (
  خلاصه آورده شده است. 

pبه هرحال در اين مقاله، از مخروط 
  به عنوان

مخروط ترتيبي استفاده کرديم. در کارهاي آينده، توسعه 
اين نتايج براي يک مخروط محدب دلخواه را بررسي 

علاوه، دنبال پيدا کردن يک فرايند خواهيم کرد. به
دست آوردن نقاط تقريبا کارا هستيم.بهالگوريتمي براي 

 
  

combي مسأله). خلاصه نتايج بدست آمده برا۱جدول (
kP  

  نتايج  شرايط  پارامترها  نتيجه  مرجع
 شرط کافي  ۱-۴قضيه  , 0   k  بهينگي  –εکارايي ضعيف  

 شرط کافي  2-۴قضيه  , 0    , p
k     بهينگي  –εکارايي  

 شرط کافي  ۳-۴قضيه  , 0    , p
k     بهينگي  –εکارايي  

 شرط کافي  ۵-۴قضيه  , 0    , p
k     بهينگي  –εکارايي سره  

 شرط لازم  ۴-۴قضيه 
0, ,

ˆ ˆ0, 0,
i i

i is s i
 
 

  

  
 ; k k   –εکارايي  بهينگي  

 شرط لازم  ۶-۴قضيه 
0, ,

ˆ ˆ0, 0,
i i

i is s i

 
 

  

  
  ; i i k

i k

k  


   –εي سره کاراي بهينگي  
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