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 22/20/1022تاریخ پذیرش مقاله:  22/20/1021تاریخ ارسال مقاله: 

 چکیده

ریاضیات ناپذیر یکی از معادلات اساسی در بینی رفتار سیالات تراكمدستگاه معادلات ناویر استوكس برای پیش

 nℝكنند. در فضای اقلیدسی است كه نقش اساسی در آیرودینامیك، ژیوفیزیك و برخی علوم مهندسی ایفا می

های معادله ناویر استوكس و همچنین مدلسازی آن در مسایل عملی بسیار مورد بررسی وجود جواب و ویژگی

های برای مطالعه گرداب و برخی پدیدهتحقیق و پژوهش قرار گرفته است. همچنین این معادلات در سطح پیچش 

های اخیر تحقیق درباره دستگاه معادلات ناویراستوكس وقتی ناحیه فیزیکی بسیار مورد توجه هستند. در سال

های پیچشی حاصل از معادلات سیال یك خمینه ریمانی باشد، مورد توجه قرار گرفته است. در این مقاله جریان

-آوریم و در نهایت جوابهای ریمانی دو بُعدی از جمله كره دو بعدی را به دست میناویر استوكس بر روی خمینه

 كنیم.سازی میهای دستگاه معادلات پیچش بر روی كره دو بُعدی در حالت خاص را محاسبه كرده و آن را شبیه

  
 ی، دیورژانس.معادلات ناویر استوكس، پیچش، خمینه ریمانهای کلیدی: واژه

 

                                                 
  Email: h.ghahremanigol@shahed.ac.ir                                                                            دار مکاتبات:     عهده*
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 تعاريف و مقدمات اولیه -3

دستگاه معادلات ناویر استوكس یکی از معادلات 

اساسی در مکانیك سیالات است كه نقش اساسی در 

و برخی علوم مهندسی ایفا  آیرودینامیك، ژیوفیزیك

دستگاه معادلات  nℝكند. در فضای اقلیدسیمی

ناپذیر به صورت زیر ناویر استوكس برای سیال تراكم

 باشد: می

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢𝛻𝑢 − 𝜇∆𝑢 + 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑝) = 2  

𝑑𝑖𝑣 𝑢 = 2  
 

 سرعت سیال و :nℝ→  1n+ℝ u كه در آن
nℝ→  nℝ p:  تابع فشار وμ  ضریب چسبندگی

سیال است. معادله دوم شرط بدون دیورژانس بودن 

ناپذیر دهد سیال تراكمسیال است كه نشان می

ها است ترین مدلاست. این معادلات یکی از دقیق

كه برای بررسی دینامیك سیالات مورد استفاده قرار 

بررسی وجود جواب  nℝگیرد. در فضای اقلیدسیمی

ویر استوكس و همچنین های معادله ناو ویژگی

مدلسازی آن در مسایل عملی بسیار مورد تحقیق و 

های اخیر تحقیق پژوهش قرار گرفته است. در سال

درباره دستگاه معادلات ناویراستوكس وقتی ناحیه 

سیال یك خمینه ریمانی باشد مورد توجه قرار 

گرفته است. اگر ناحیه سیال یك خمینه ریمانی در 

مام عبارات در معادله برحسب نظر گرفته شوند، ت

های ریمانی تغییر خواهد كرد. عملگرها در خمینه

به عبارت دیگر اگر یك خمینه ریمانی باشد دستگاه 

ناپذیر به معادله ناویراستوكس بر روی سیال تراكم

 شکل زیر خواهد بود.

(1 ){

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ ∇𝑢𝑢 − 𝜇∆𝑢 + 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑝) = 2

 𝑑𝑖𝑣𝑔 𝑢                                        = 2 
 

 

های متفاوتی برای معادله ناویراستوكس بندیفرمول

با توجه به وجود عملگرهای لاپلاسین متفاوت )غیر 

اولین مطالعه از این توان ارایه داد. هم ارز( می

 ابینها توسط معادلات بر روی خمینه

1
 2و مارسدین 1

مطالعات  پس از آن. [1] انجام شد 1٧02در سال 

دیگری بروی این معادلات توسط محققان انجام شد 

 دید. [2-2] هایتوان در مقالهكه برخی آنها را می

های دو بُعدی در مکانیك سیالات و از طرفی خمینه

های هواشناسی مورد توجه است. همچنین مدل

های پیچشی از جمله وجود جریان برای بررسی

ها در سیالات، دستگاه معادلات پیچش با گرداب

گرفتن كرل از دستگاه معادلات ناویراستوكس 

 د.آیبدست می

دستگاه معادلات ناویر استوكس بر روی كره دو 

 ها مورد مطالعه قرار گرفتهبُعدی در برخی پژوهش

های است كه در اكثر مقالات فقط بر روی جواب

معادله ناویر استوكس با شرایط خاص از جمله 

 ها بحث شده است. كرانداری و یا پایداری آن

مراجعه كنید. از آن  [٧-6, 2] توانید به مقالاتمی

جا كه عملگر لاپلاسین در معادله ناویراستوكس 

ها درباره آن بر روی منحصر به فرد نیست مطالعه آن

كره دو بُعدی نیز به نتایج متفاوتی وابسته به 

  شده است. لاپلاسین منجر

صد داریم دستگاه معادلات پبچش اما در این مقاله ق

بر روی كره دو بُعدی را مورد مطالعه قرار دهیم. از 

دستگاه معادلات پیچش فارغ از  یی كهآن جا

های آن ، ظاهر معادله پیچش و جوابلاپلاسین است

در این مقاله  بر روی كره دو بُعدی به دست آمده

 یکتا است.

 

 تعاريف هندسه ريماني  -3-3

تعاریف مورد نیاز از هندسه ریمانی در این بخش، 

كه برای مطالعه معادلات ناویر استوكس و همچنین 

كنیم. برای است را بیان می معادلات پیچش لازم

 . راجعه كردم [12] توان به كتابمطالعه می

                                                 
1 Ebin 

2 Marsden 



 0                                                               های دوبُعدیخمینه دستگاه معادلات ناویر استوكس در سطح پیچش بر روی
 

 

 

 بُعدی، فضای توپولوژیك nیك خمینه هموار 

هاسدورف و پیرا فشرده است كه هر نقطه آن یك 

دارد. فضای  nℝهومیومورف با یك باز  همسایگی باز

مماس بر خمینه در هر نقطه آن یك فضای برداری 

دهند نشان می TMها را كه با است و اجتماع آن

موعه توابع شود. مجیك كلاف مماس نامیده می

را با  Mحقیقی مقدار هموار بر روی خمینه 

M)(∞C دهند. اگر نشان میM  یك خمینه هموار

یك ضرب ریمانی روی  g)دیفرانسیل پذیر( باشد و 

را خمینه (M, g) باشد آنگاه،  TMكلاف مماس 

 2(SГ g((T*M)ریمانی گویند. ضرب ریمانی
 باشد كههمگشت می یك تانسور متقارن مرتبه دو

در هر نقطه یك ضرب داخلی بر روی فضای مماس 

شکل زیر  باشد و در دستگاه مختصات موضعی بهمی

 است:

𝑔 =  𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗  ,             𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗  

 

عبارت است از  Mیك میدان برداری بر روی خمینه 

كه به هر نقطه از خمینه  X : M → TMنگاشت 

كند. مینه نظیر میفضای مماس بر خ یك بردار از

های برداری هموار بر روی خمینه را مجموعه میدان

 دهند.نشان می ӾMبا 

 

-در سرتاسر این مقاله از قرارداد جمع: 3-3 ملاحظه

بندی انیشتین استفاده شده است. به این صورت كه 

بندی بر روی اندیسی كه یك بار جمع ها،در فرمول

شده باشد، صورت در بالا و یك بار در پایین ظاهر 

 .گیردمی

 

یك خمینه ریمانی (M, g) اگر  [12]: 8-3تعريف 

عملگر  Cf∞(M)باشد، برای هر تابع هموار 

 شود:گرادیان به صورت زیرتعریف می
𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓) = #(𝑑𝑓)  
 

 كه در دستگاه مختصات موضعی به شکل زیر است:

𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓) = #(
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑖) 

= (
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
)#(𝑑𝑥𝑖) =  (

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
)𝑔𝑗𝑖 (

𝜕

𝜕𝑥𝑗
)  

 

های ریمانی برای همچنین مفهوم التصاق در خمینه

بازنویسی مشتق جهتی در معادلات ناویراستوكس 

 رود.ریمانی به كار می بر روی خمینه

 

 بر روی هر خمینه ریمانی [11] :1-3قضیه 

 (M, g)سازگار و بدون تاب منحصر  ∇ یك التصاق

 0به آن التصاق لوی چویتا به فرد وجود دارد كه

های گوئیم و در دستگاه مختصات موضعی با میدان

ای برداری پایه
𝜕

𝜕𝑥𝑘
 ,
𝜕

𝜕𝑥𝑗
 ,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
التصاق لوی  ضرایب 

 چویتا به صورت زیر است:

∇ 𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑗
= Г𝑖𝑗

𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝑙
  

  

 كه در آن

(2      )Г𝑖𝑗
𝑙 =

1

2
𝑔𝑘𝑙 (

𝜕𝑔𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑖
+ 

𝜕𝑔𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑗
− 

𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
) 

 

Г𝑖𝑗 باشد. به می
𝑙گویند ها، ضرایب كریستوفل. 

 

𝑋 اگر  [12]: 0-3تعريف  ∈ Ӿ𝑀 یك میدان

یك  Xبرداری باشد، آنگاه دیورژانس میدان برداری 

( 2 , 2یك تانسور از مرتبه ) تابع هموار و در واقع

-در دستگاه مختصات موضعی با میدان باشد كهمی

 :شودمی به صورت زیر تعریفای های برداری پایه

(0      )               𝑑𝑖𝑣𝑋 =  
𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑥𝑖
+ Г𝑖𝑚

𝑖 𝑋𝑚  

 

یك خمینه ریمانی با التصاق لوی چویتا (M, g) اگر

باشد، عملگر لاپلاسین بر روی هر تابع هموار  ∇

(M)∞Cf  كندبه صورت زیر عمل می: 

∆𝑓 = 𝑔𝑖𝑗𝛻𝑖𝛻𝑗𝑓 (0        )                         

                                                 
0 Levi-Civita 
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همانطور كه در ریاضی عمومی داشتیم كرل یك 

، یك میدان 0ℝ میدان برداری در فضای اقلیدسی

باشد. در حالتی كه دو میدان برداری در برداری می

ها با اضافه كردن باشند كرل آن 2ℝفضای اقلیدسی 

شود كه در ها محاسبه میمولفه سوم صفر به آن

نتیجه آن كرل یك میدان برداری در فضای 

است كه فقط مولفه سوم ناصفر دارد.  0ℝاقلیدسی 

مسایل مربوط به معادلات پیچش و  از این رو در

حركت گرداب در فضای دو بعد، میدان برداری كرل 

گیرند و لذا را به عنوان یك تابع در نظر می

گر كرل در شود. در نتیجه عملتر میمحاسبات آسان

خمینه ریمانی دو بُعدی نیز تبدیل به عملگر دیگری 

شود كه با اثر بروی میدان می rotعملگر  با عنوان

كند. مشخص می C∞(M)بردای، یك تابع هموار 

به صورت دقیق در دستگاه  را rotبرای اینکه عملگر 

زیر  مختصات موضعی مشخص كنیم، ابتدا دو فرمی

 كنیم:را تعریف می

𝜀 = √𝑑𝑒𝑡(𝑔) (𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 − 𝑑𝑥2 𝑑𝑥1)  
 

یك خمینه ریمانی دو (M, g) اگر : 8-3تعريف 

𝑢بُعدی و  ∈ Ӿ𝑀 میدان برداری دلخواه با مولفه-

𝑢  های  = 𝑢𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
به شکل زیر  Kباشد. عملگر به 

 شود:تعریف می

(𝐾𝑢)𝑘 = 𝑔𝑘𝑖𝜀𝑖𝑗𝑢
𝑗 = 𝜀𝑗

𝑘𝑢𝑗 

 

در دستگاه مختصات موضعی  rotعملگر  :6-3لم 

𝑢بر روی هر میدان بردای  ∈ Ӿ𝑀  به صورت زیر

 كند:عمل می

(2)    𝑟𝑜𝑡(𝑢) = 𝑑𝑖𝑣(𝐾𝑢) =  𝜀𝑗
𝑘(∇𝑘𝑢

𝑗) 

 

یك خمینه ریمانی دو (M, g) اگر  :7-3نتیجه 

 rotباشد، اثر عملگر  ∇ بُعدی با التصاق لوی چویتا

،  Cf∞(M)هموار دلخواه  بر روی گردایان تابع

 :باشد. یعنیصفر می
𝑟𝑜𝑡(𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓)) = 2 

 .همچنین گزاره زیر مورد نیاز است

 

یك خمینه ریمانی (M, g) اگر  [٧] :5-3گزاره 

𝑢و  ∇ دو بُعدی با التصاق لوی چویتا ∈ Ӿ𝑀  یك

بر روی  rotدلخواه باشد، عملگر  میدان برداری

 كند:به صورت زیر عمل می 𝛻𝑢𝑢میدان برداری 

(6     )𝑟𝑜𝑡(∇𝑢𝑢) =  𝜁 𝑑𝑖𝑣(𝑢) + ∇𝑗𝜁 𝑢
𝑗 

 

𝜁كه در آن  = 𝑟𝑜𝑡(𝑢) باشد. می 

 

 معادله پیچش بر روی کره دو بعُدی -8

بینی دستگاه معادلات ناویر استوكس برای پیش

ناپذیر بسیار مورد استفاده قرار رفتار سیالات تراكم

های پیچشی از جمله جریان گیرد. برای بررسیمی

ها در سیالات، دستگاه معادلات پیچش وجود گرداب

معادلات  آید. در این بخش ابتدا دستگاهبه كار می

-های دو بُعدی را بدست میپیچش برای خمینه

آوریم، سپس دستگاه معادلات پیچش بر روی 

كنیم. در ادامه كامل مشخص می را بطور 2𝕊كره

هایی برای معادله پیچش بر كنیم، جوابسعی می

ما از  .پیدا كنیم های خاصدر حالت 2𝕊روی كره

را كنیم تا جریان پیچش استفاده می rotعملگر 

  ارائه دهیم.  (M, g) روی خمینه ریمانی دو بُعدی

 

چش بر روی خمینه دستگاه معادله پی: 3-8گزاره 

 به شکل زیر است: (M, g) ریمانی دو بُعدی

(0    ){

𝜕𝜁

𝜕𝑡
+ 𝑢1 𝜕𝜁

𝜕𝑥1
+ 𝑢2 𝜕𝜁

𝜕𝑥2
− ∆𝜁 = 2

 𝑑𝑖𝑣𝑔 𝑢                                    = 2 
 

 

ζكه در آن  = 𝑟𝑜𝑡(𝑢) و μ =  باشد.می 1

ا بر معادله ناویر ر rotكافی است عملگر  اثبات:

 ( روی هر خمینه ریمانی فشرده 1استوكس )

(M, g) :اعمال كنیم، یعنی خواهیم داشت 
𝜕𝜁

𝜕𝑡
+ 𝑟𝑜𝑡(∇𝑢𝑢) −  𝜇∆(𝑟𝑜𝑡(𝑢)) 
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     +𝑟𝑜𝑡(𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑝)) = 2 

𝜕𝜁

𝜕𝑡
+ ∇𝑗𝜁 𝑢

𝑗 −  𝜇∆𝜁 + 2 = 2 

𝜕𝜁

𝜕𝑡
+ 𝑢1 𝜕𝜁

𝜕𝑥1
+ 𝑢2 𝜕𝜁

𝜕𝑥2
− ∆𝜁 = 2 

 

و  8-1كه در آن تساوی دوم با استفاده از گزاره 

 ( به دست آمده است.1-0( و نتیجه )6رابطه )

خواهیم با در نظر گرفتن خمینه دو در ادامه می

بُعدی كره دستگاه معادلات پیچش بر روی این 

-های آن را در حالتخمینه به دست آورده و جواب

كره دو بُعدی   = 2𝕊Mهای خاص بررسی كنیم. اگر

باشد، برای مشخص كردن برخی كمیت های 

كه در این بخش مورد نیاز است، دستگاه  2𝕊هندسی

 گیریم. را در نظر می (θ, ϕ)مختصات كروی

 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝑧 =
𝑐𝑜𝑠𝜑 
 

 متریك ریمانی القایی روی كره، به فرم

 𝑔 = 𝑠𝑖𝑛2𝜑𝑑2𝜃 + 𝑑2𝜑 باشد و نمایش می

به صورت زیر  g-1و وارون آن  gماتریسی متریك 

 خواهد بود:

𝑔 = (𝑠𝑖𝑛
2𝜑

2    21) , 𝑔
−1 = (

1
𝑠𝑖𝑛2𝜑

2
   21)  

 

(، 2در رابطه ) (θ, ϕ) = (i,j)با در نظر گرفتن 

ضرایب كریستوفل ناصفر در التصاق چویتا برای 

 عبارتند از: 2𝕊كره

(8   )Г11
2 = −𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜑, Г12

1 = −𝑐𝑜𝑡𝜑 

 

 دیورژانس میدان برداری: 8-8گزاره 

 𝑢 = 𝑢1 𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑢2 𝜕

𝜕𝜑
به صورت  2𝕊بر روی كره 

 زیر است:

(٧       )𝑑𝑖𝑣𝑔𝑢 =  
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
+ 

𝜕𝑢2

𝜕𝜑
+ 𝑢2𝑐𝑜𝑡𝜑  

 

عملگر دیورژانس را  uاثبات. برای هر میدان برداری 

كریستوفل ناصفر  ( و نمادهای0با استفاده از رابطه )

 آوریم:بالا، به دست می

𝑑𝑖𝑣𝑔𝑢 =
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
+
𝜕𝑢2

𝜕𝜑
+ 𝑢1Г1𝑗

𝑗
+ 𝑢2Г2𝑗

𝑗   

          = 
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
+ 

𝜕𝑢2

𝜕𝜑
+ 𝑢2𝑐𝑜𝑡𝜑    

 

بر  uرا برای میدان برداری  rotتوان عملگر حال می

 محاسبه كرد. 2𝕊كره دو بُعدی

 

برای هر میدان برداری  rot(u)عملگر : 1-8قضیه 

u 2روی كره بُعدی𝕊 :به صورت زیر است 

𝜁 = 𝑟𝑜𝑡 𝑢 =
1

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
− 𝑢2cosφ 

(12 )                    −sinφ
𝜕𝑢1

𝜕𝜑
− 𝑢1cosφ 

 

را با استفاده از نمادهای  rotعملگر  اثبات:

كریستوفل غیرصفر برای كره، با استفاده از رابطه 

 آوریم:( به دست می2)

𝜁 =  𝑔11𝜀1𝑙∇1𝑢
𝑙 + 𝑔22𝜀2𝑙∇2𝑢

𝑙 

   =
1

𝑠𝑖𝑛2𝜑
(𝜀11∇1𝑢

1 + 𝜀12∇1𝑢
2) 

              +𝜀21∇2𝑢
1 + 𝜀22∇2𝑢

2 
=

1

𝑠𝑖𝑛2𝜑
(2+√|𝑔| ∇1𝑢

2)   

            +(2−√|𝑔| ∇2𝑢
1)   

=
1

𝑠𝑖𝑛2𝜑
(𝑠𝑖𝑛𝜑) (

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
− 𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜑)  

          +(−𝑠𝑖𝑛𝜑) (
𝜕𝑢1

𝜕𝜑
+ 𝑢1𝑐𝑜𝑡𝜑)  

=
1

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
− 𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕𝑢1

𝜕𝜑
 

                      − 𝑢1𝑐𝑜𝑠𝜑 
 

توان دستگاه معادلات پیچش بر روی كره را حال می

 مشخص كرد.
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كره ریمانی دو بُعدی باشد.  g)2(S,اگر : 0-8قضیه 

دستگاه معادلات پیچش بر روی كره به صورت زیر 

 باشد.می

{
 
 

 
 𝜕𝜁

𝜕𝑡
+ 𝑢1 𝜕𝜁

𝜕𝜃
+ 𝑢2 𝜕𝜁

𝜕𝜑
−

1
𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝜕2𝜁

𝜕𝜃2 −
𝜕2𝜁

𝜕𝜑2 = 2

𝜕𝑢1

𝜕𝜃
+
𝜕𝑢2

𝜕𝜑
+ 𝑢2𝑐𝑜𝑡𝜑 = 2           (11)

 

 

بر روی میدان برداری  rotاثر عملگر   ζكه در آن  

با  0-2دركره دو بُعدی است كه در قضیه  uدلخواه 

 ( محاسبه شده است.12رابطه )

 2𝕊را روی كره  ζلر ابتدا، لاپلاسین تابع اسکا اثبات:

 داریم: (0آوریم، با استفاده از رابطه )بدست می

∆𝜁 =  𝑔11∇1∇1𝜁 + 𝑔
22∇2∇2𝜁 

     =
1

𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝜕2𝜁

𝜕𝜃2 +
𝜕2𝜁

𝜕𝜑2 

 

با جایگذاری معادله بالا در دستگاه معادلات پیچش 

 ( داریم:0در رابطه )
𝜕𝜁

𝜕𝑡
+ 𝑢1 𝜕𝜁

𝜕𝜃
+ 𝑢2 𝜕𝜁

𝜕𝜑
−

1

𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝜕2𝜁

𝜕𝜃2 −
𝜕2𝜁

𝜕𝜑2 =

2  
 

همچنین از آن جا كه میدان برداری بدون 

 داریم: 2-2دیورژانس است، بنابر گزاره 
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
+
𝜕𝑢2

𝜕𝜑
+ 𝑢2𝑐𝑜𝑡𝜑 = 2 

 

در نتیجه دستگاه معادلات پیچش بر روی كره دو 

 باشد:به صورت زیر می 2𝕊بعدُی

{
 
 

 
 𝜕𝜁

𝜕𝑡
+ 𝑢1 𝜕𝜁

𝜕𝜃
+ 𝑢2 𝜕𝜁

𝜕𝜑
−

1
𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝜕2𝜁

𝜕𝜃2 −
𝜕2𝜁

𝜕𝜑2 = 2

𝜕𝑢1

𝜕𝜃
+
𝜕𝑢2

𝜕𝜑
+ 𝑢2𝑐𝑜𝑡𝜑 = 2

 

 

تر دستگاه معادلات برای بیان دقیق: 8-8ملاحظه 

پیچش بر روی كره به دست آمده در قضیه قبل 

-(، هریك از عبارت12توان با استفاده از رابطه )می

( را بدست 11های مربوط به معادله اول دستگاه )

 آوریم.

1. 
𝜕𝜁

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
{

1

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
− 𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑 −

                    𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕𝑢1

𝜕𝜑
−𝑢1𝑐𝑜𝑠𝜑} 

=
1

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕2𝑢2

𝜕𝑡𝜕𝜃
− 𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕𝑢2

𝜕𝑡
 

   −𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕2𝑢1

𝜕𝑡𝜕𝜑
− 𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕𝑢1

𝜕𝑡
 

2. 
𝜕𝜁

𝜕𝜃
𝑢1 = 

𝜕

𝜕𝜃
{

1

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
− 𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑 −

                            𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕𝑢1

𝜕𝜑
−𝑢1𝑐𝑜𝑠𝜑} 𝑢1 

=
𝑢1

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕2𝑢2

𝜕𝜃2 − 𝑢
1𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
 

−𝑢1𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕2𝑢1

𝜕𝜃𝜕𝜑
− 𝑢1𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕𝑢1

𝜕𝜃
 

0. 
𝜕𝜁

𝜕𝜑
𝑢2 = 

𝜕

𝜕𝜑
{

1

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
− 𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑 −

                             𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕𝑢1

𝜕𝜑
−𝑢1𝑐𝑜𝑠𝜑} 𝑢2 

= −
𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
+
𝑢2

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕2𝑢2

𝜕𝜑𝜕𝜃
 

    +𝑢2𝑢1𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕𝑢1

𝜕𝜑
 

−𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕𝑢1

𝜕𝜑
𝑢2𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕2𝑢1

𝜕𝜑2  

    +𝑢2𝑢1𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕𝑢1

𝜕𝜑
 

0.  
1

𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝜕2𝜁

𝜕𝜃2 =
1

𝑠𝑖𝑛2𝜑
{

1

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕0𝑢2

𝜕𝜃0 −

𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕2𝑢2

𝜕𝜃2 − 𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕0𝑢1

𝜕𝜃2𝜕𝜑
− 𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕2𝑢1

𝜕𝜃2 } 

2. 
𝜕2𝜁

𝜕𝜑2 = {
−𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝜕2𝑢2

𝜕𝜃2 +
1

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕0𝑢2

𝜕𝜑𝜕𝜃2 +

𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕𝑢2

𝜕𝜃
− 𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕2𝑢2

𝜕𝜑𝜕𝜃
− 𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕2𝑢1

𝜕𝜃𝜕𝜑
−

𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕0𝑢1

𝜕𝜃𝜕𝜑2 + 𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
− 𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕2𝑢1

𝜕𝜑𝜕𝜃
} 

 

( 11اگر پنج رابطه فوق را در معادله دستگاه )

 ایگذاری كنیم، داریم:ج
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1
𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕2𝑢2

𝜕𝑡𝜕𝜃
− 𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕2𝑢1

𝜕𝑡𝜕𝜑
 

−𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕

𝜕𝑡
(𝑢1 + 𝑢2) + 𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕0𝑢1

𝜕𝜃𝜕𝜑2 

+
1

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜕0(𝑢1 − 𝑢2)

𝜕𝜑𝜕𝜃2 −
1

𝑠𝑖𝑛0𝜑

𝜕0𝑢2

𝜕𝜃0  

+(−𝑢1𝑠𝑖𝑛𝜑 + 2𝑐𝑜𝑠𝜑)
𝜕2𝑢1

𝜕𝜃𝜕𝜑
 

+(
𝑢2

𝑠𝑖𝑛𝜑
+ 𝑐𝑜𝑠𝜑)

𝜕2𝑢2

𝜕𝜑𝜕𝜃

− 𝑢2𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕2𝑢1

𝜕𝜑2  

+
𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝜕2𝑢1

𝜕𝜃2 + (
𝑢1

𝑠𝑖𝑛𝜑

+ 2
𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑠𝑖𝑛2𝜑
)
𝜕2𝑢2

𝜕𝜃2  

+(−𝑢1𝑐𝑜𝑠𝜑 −
𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑠𝑖𝑛2𝜑
− 𝑠𝑖𝑛𝜑)

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
 

+(−𝑢1𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑠𝑖𝑛𝜑)
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
− 𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑 

𝜕(𝑢2 + 2𝑢1)

𝜕𝜑
+ 𝑢2𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑢2 + 𝑢1) = 2 

 

 كنیم، دستگاه معادلاتهمانطور كه مشاهده می

 پیچش حتی برای كره دو بُعدی نیز پیچیده است.

های خاص ( را در حالت11های دستگاه )جوابحال 

 كنیم.بررسی می

 

𝑢اگر  حالت اول: = 𝑢1 𝜕

𝜕𝜃
 , 𝑢2 = باشد،   2

 آنگاه با جایگذاری داریم:

𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕𝑢1

𝜕𝑡
+
𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝜕2𝑢1

𝜕𝜃2  

+(−𝑢1𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑠𝑖𝑛𝜑)
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
= 2 

∇𝑢=2
→    

𝜕𝑢1

𝜕𝜃
+ 𝑢2𝑐𝑜𝑡𝜑 +

𝜕𝑢2

𝜕𝜑
= 2  

 
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
= 2 

 

𝑐𝑜𝑠𝜑−لذا فقط عبارت 
𝜕𝑢1

𝜕𝑡
= ماند، باقی می 2

در نتیجه، 
𝜕𝑢1

𝜕𝑡
= در طول  uپس میدان برداری  2

 زمان ثابت است.

 

𝑢2اگر حالت دوم:  = 𝑢2𝜑 , 𝑢1 = باشد،  2

 آنگاه:

−𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕𝑢2

𝜕𝑡
− 𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕𝑢2

𝜕𝜑
 

+(𝑢2)2𝑠𝑖𝑛𝜑 = 2 
∇𝑢=2
→    

𝜕𝑢2

𝜕𝜑
= −𝑢2𝑐𝑜𝑡𝜑 

−𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕𝑢2

𝜕𝑡
− 𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑(−𝑢2𝑐𝑜𝑡𝜑) 

+(𝑢2)2𝑠𝑖𝑛𝜑 = 2 

  
𝜕𝑢2

𝜕𝑡
= (𝑢2)2(𝑡𝑎𝑛𝜑 + 𝑐𝑜𝑡𝜑) 

=
2(𝑢2)2

𝑠𝑖𝑛2𝜑
 

 

𝑢2 حالت سوم: = 𝑢2(𝜑) , 𝑢1 = 𝑢1(𝜃) 

−𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕

𝜕𝑡
(𝑢1 + 𝑢2) +

𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝜕2𝑢1

𝜕𝜃2  

−(𝑢1𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑠𝑖𝑛𝜑)
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
−𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕𝑢2

𝜕𝜑
 

+𝑢2𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑢2 + 𝑢1) = 2 
∇𝑢=2
→   

𝜕𝑢1

𝜕𝜃
= −𝑢2𝑐𝑜𝑡𝜑 −

𝜕𝑢2

𝜕𝜑
 
𝜕2𝑢1

𝜕𝜃2

= 2 

−𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕

𝜕𝑡
(𝑢1 + 𝑢2) 

+(−𝑢1𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑠𝑖𝑛𝜑)
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
 

+𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑 (
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
+ 𝑢2𝑐𝑜𝑡𝜑) = 2 

−𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕

𝜕𝑡
(𝑢1 + 𝑢2) 

+(𝑢2𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑢1𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑠𝑖𝑛𝜑)
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
 

+(𝑢2)2𝑠𝑖𝑛𝜑 = 2 
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 𝑡𝑎𝑛𝜑 {(𝑢2)2 −
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
} 

= (𝑢1 − 𝑢2)
𝜕𝑢1

𝜕𝜃
+
𝜕

𝜕𝑡
(𝑢1 + 𝑢2) 

 

جواب های دستگاه معادلات پیچش : 6-8نتیجه 

بر روی كره دو بُعدی در حالت خاص دوم با استفاده 

سازی با استفاده از زبان از روش عددی اویلر و پیاده

باشد. به ازای پایتون به شکل زیر مینویسی برنامه

( در بازه معین، تابع جریان پیچش به t, φتغییرات )

شود. هر صورت نوسانی به شکل زیر نشان داده می

چقدر مقدار ثابت در فضای جواب كوچکتر باشد 

دامنه نوسان تیزتر بوده و با افزایش مقدار ثابت در 

 . تر خواهد بودفضای جواب، دامنه نوسان پهن

 

 
 : نمودار جريان پیچش برای حالت دوم3شکل 
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