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گیریم که مقادیر شرایط مرزي در این مقاله مقدار فازي هستند معادله دیفرانسیل براتو را در نظر می مقاله در این

هاي د. براي این منظور ابتدا با استفاده از اعمال حسابی روي دادهباشو هدف محاسبه جواب تقریبی براي آن می

کنیم و در ادامه با هاي دقیق تبدیل میفازي، معادله دیفرانسیل براتو را به سه دستگاه معادلات دیفرانسیل با داده

ا محاسبه و به ، جواب تقریبی دستگاه معادلات دیفرانسیل تبدیل شده ر)TAMاستفاده از روش تمیمی و انصاري (

رسیم. در پایان دو مثال براي بیان کارایی و سادگی با یافتن جواب تقریبی فازي از معادله دیفرانسیل براتو می

  . دهیم. براي تمامی محاسبات و نمایش نمودارها از نرم افزار متمتیکا استفاده شده استجواب تقریبی نشان می
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  مقدمه - 1

هاي غیر خطی مقادیر یک مسئله از مجموعه مسئله

) به BDEsویژه بعدي معادلات دیفرانسیل براتو (

  ] است:1شرح زیر [

( ) exp( ( )) 0,t t    

  

 که 1 2, , , nt t t t ، عملگر لاپلاس، براي

1,2, ,i n  1 داریمit  1و برايit   شرایط

  برقرار است. 0= (t)اولیه 

  در این مقاله معادله دیفرانسیل یک بعدي 

( ) exp( ( )) 0, 0 ,u t u t t T      

  

 با شرایط اولیه
0 0(0) , (0)u u u u    که

0   وt�  توابع ثابت هستند، و حل تحلیلی

  شود:به شرح زیر ارائه می
2

1
( )

2 2
( ) ,

4

cosh t

u t log

cosh






  

  
  
  
  
  

 

  

2جواب معادله  که 
4

cosh


 
 

  
 

   

 ]. 3و2[باشدمی

3.513830719براي مقدار بحرانی   ٍ
جواب  

1معادله 
1 2 sinh

4 4




 
  

 
 ٍ

  داریم: 

اگر    ٍ
معادله داراي یک جواب، اگر     ٍ

   

  

معادله داراي دو جواب و اگر    ٍ
معادله داراي  

  باشد.جواب نمی

و توسط براتو در  مسئله براتو قدمتی طولانی دارد

]. در مورد انگیزه و اهمیت 4معرفی شد[ 1914سال 

این مسئله، باید توجه داشت که در بسیاري از 

هاي شیمیایی و سایر علوم هاي فیزیکی، مدلپدیده

نقش اساسی دارد. چنین کاربردهایی شامل مدل 

احتراق سوخت احتراق حرارتی، انتقال حرارت 

ي راکتور شیمیایی و تابشی، واکنش حرارتی، تئور

شودفناوري نانو ظاهر می
 

اي ] خلاصه5]. در[5-9[

  از تاریخچه مسئله آورده شده است.

سازي ریاضیات در شیمی به عنوان نمونه دیگر، مدل

براي فرآیند الکترو نخ ریسی مربوط به معادلات 

 BDEهیدرودینامیک مربوط به  الکتروتعادل با ترمو

بیکر مدلی را نشان دادند که بوآ ها است. کولانتونی و

  ]:10معادله تک بعدي براتو به شرح زیر است [

( ) exp( ( )) 0,u t u t    

  که
2 2 2

2 4

18 ( )E I r k E

r





    

  

شعاع جت در مختصات  rسرعت محوري،  uو 

منطقه Eشدت جریان الکتریکی است،  X،Iمحور

 kتراکم مواد، الکتریکی در جهت محوري است، 

 است که فقط با توجه به پلیمر غیریک مقدار ثابت 

  ).1-1(شکل قابل فشرده بودن به دما وابسته است

  
  : راه اندازي فرآیند الکتریکی1 -1شکل 
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از جمله تحقیقات انجام شده معادلات دیفرانسیل 

  توان به موارد زیر اشاره کرد.براتو می

] از روش اسپلاین مکعبی 11ضارب نیا و سروي در [

روش بلاك  پارامتري استفاده کردند. به کمک

 ماناتونگا براي به دست آوردن حلوم، جاتور و نیستر

اس بندي و همکاران ]. عب12عددي تلاش کردند[

را به یک مسئله مقدار غیر مرزي مرتبه مسئله براتو 

]. سپس از روش شوتینگ 13دوم تبدیل کردند [

هاي تقریبی هاي لی براي محاسبه جوابگروه

روش ردند. روش محاسباتی دیگر به نام استفاده ک

دي نیا و طاهر ارائه هم محلی سینک توسط رشی

] ایینک و همکارانش محاسبه 15در [ ].14ردید [گ

وش فضاي هاي تقریبی مسئله را توسط رجواب

پیشنهاد دادند. یانگ و  هسته تکثیر کننده هیلبرت

] در تحقیقی روش عددي را براي به دست 16هو [

آوردن جواب به کار گرفتند. در این تحقیق از 

هاي چبیشف براي یافتن جواب عددي تقریبات موج

طیفی، روش  ] روش شبه17ستفاده کردند. در [ا

تفاضلات متناهی و روش توابع پایه شعاعی براي 

 کارهاي تقریبی توسط کارکوفسکی بهتهیه جواب

] ارائه 18اند. یک روش عددي دیگر در [گرفته شده

شده است. در این روش رشیدي نیا و همکاران بر 

سینک  اساس روش گالرکین با استفاده از توابع پایه

] براي 19جواب عددي را پیدا کردند. عاقلی در [

اي مثلثی استفاده یافتن جواب تقریبی از توابع پایه

] از روش شبه تحلیلی 20اي دیگر [کرد و در مقاله

که یک روش تکراري می باشد جواب تقریبی را 

] از یک روش 21محاسبه نمود. سیام و حمدان [

روش آنها بر عددي به جستجوي جواب پرداختند. 

پایه تولید یک معادله ضمنی دو متغیره به کمک 

باشد. روش روش تجزیه ادمیان و لاپلاس می

محاسباتی و تکراري دیگري توسط باتیه به نام روش 

] براي یافتن جواب تقریبی 22تکراري تغییرات در [

] یک روش 23ارائه شده است. فنگ و همکاران [

یافتن جواب منطبق بر اختلال هموتوپی براي 

] 24اند. عبد الهامید و همکاران [تقریبی ارائه کرده

ست آوردن در تحقیقی روش عددي را براي به د

-اياین تحقیق از چندجمله کار گرفتند. درجواب به

هاي لژاندر انتقالی براي یافتن جواب عددي استفاده 

] روش موجک تیلور توسط کشاورز و 25کردند. در [

حل عددي به کار  دست آوردنهمکاران براي به 

در یک مطالعه بابلیان و همکاران گرفته شده است. 

هاي تقریبی از هسته بازتولیدي جهت یافتن جواب

]. روش 26[ فضاي هیلبرت، استفاده کردند

محاسباتی و تکراري دیگري توسط تامار و پندي به 

] براي 27نام روش تکرار بهینه شبه خطی در [

ارائه شده است. روش یافتن جواب تقریبی 

محاسباتی دیگر توسط جلیلیان به نام روش اسپلاین 

در یک ] ارائه شده است. 28له اي در [غیر چند جم

هاي تقریبی مطالعه یانگ و هوو جهت یافتن جواب

هاي توابع موجک انتقالی شده و ماتریس از ویژگی

] 30کاگلار و همکاران [ ].29لگر استفاده کردند [عم

 براي به روش عددي به نام بی اسپلاین قیقیدر تح

پیشنهادي  روش دست آوردن جواب به کار گرفتند.

با روش  دیگري با استفاده از راه حل تقریبی تحلیلی

موتوپی توسط حسن و سماري در بهینه آنالیز ه

 ار و یداو روش عدديبیان شده است. کوم ]31[

بندي ریاضی به کمک ارائه کردند که در آن فرموله

]. در 32صورت گرفته است [ هاي عصبیبکهش

تلاشی تمیمی و بن رومانه روش تکراري تفاضلات 

]. در این تحقیق راه حل 33محدود را ارائه دادند [

-رافسون-به کمک روش تقریب نیوتنتقریبی 

کانتوروویچ در فضاي تابع براي جستجوي جواب 

تقریبی ارائه شده است. نویسندگان کلووینسکی و 

ه منظور به دست آوردن حل عددي از قوینی ب

  ].34تجزیه تبدیل لاپلاس استفاده نمود [

هاي توانند روشمندان مقالات میهمچنین علاقه

دیگري براي حل معادله دیفرانسیل براتو را در 

  ] مطالعه کنند. 40- 35مراجع[

  زاده  هاي فازي توسط و نظریه مجموعه مفهوم
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داد فازي و اعمال ] و در ادامه اع41،42معرفی شد [

مهم  ی مطرح گردید. از جمله کاربردهايمحاسبات

 همان ابتدا مورد توجه قرار گرفت اعداد فازي که در

به کارگیري آن در کنترل فازي و مسایل استدلال 

  ].43باشد [تقریبی می

، دن معادلات دیفرانسیل، پارامترهادر فرموله کر

طور دقیق متغیرها و شرایط اولیه و شرایط مرزي به 

شوند. اما در حقیقت، به دلیل  تعیین یا تعریف می

گیري، این پارامترها  خطاهاي آزمایشی و اندازه

مبهم و نامشخص باشند، که منجر به ممکن است 

هاي شوند. در سالفازي میمعادلات دیفرانسیل 

 کاربرد فراوان معادلات دیفرانسیلاخیر، به دلیل 

و مهندسی به طور  مفازي در بسیاري از مسایل علو

اند.  و مطالعه محققان قرار گرفته مفصل مورد توجه

توان در ها را میبرخی از این مقالات و یافته

  ].51-44[ مطالعات قبلی یافت

انگیزه اصلی این مقاله استفاده از روش تمیمی و 

براي معادله دیفرانسیل فازي ] [TAM 52انصاري 

) براتو ) exp( ( )) 0, 0 ,u t u t t T      
(0)با شرایط مرزي  , (0) ,u u      که

( )u t باشد.می تابع فازي  

  

 پیشیننیازها -2

در این بخش برخی نمادها، تعاریف و نتایج را که در 

  ذکر  گبرند،ادامه مقاله مورد استفاده قرار می

  شوند.یم

  

عدد فازي، نگاشتی است بصورت  1-2تعریف 

 : 0,1u R باشد که در روابط زیر صادق می

]43  :[  

1(u .نیم پیوسته بالایی است 

) خارج از 2 ,c d  R داریم( ) 0u t . 

وجود دارند به طوري که  bو  a) اعداد حقیقی 3

c a b d   صورت. در این 

a( ( )u t یکنوا افزایشی روي ,c a.است 

b( ( )u t  یکنوا کاهشی روي ,b d.است 

c( ( ) 1u t  رويa t b .  

  

اي گوییم ذوذنقه  را  uعدد فازي  2- 2تعریف 

  ]:43هرگاه تابع عضویت آن به صورت زیر باشد[

1
( )

0 [ , ]

t c
c t a

a c

a t b
u t

d t
b t d

d b

t c d


  


 

 
  

 
 

 

  

)و با  , , , )u c a b d دهم. اگر نشان میa b 

)باشد عددفازي را مثلثی گوییم و با  , , )u c a d 
  دهیم.نشان می

  

0راي ب 3-2تعریف  1r ، r - تراز عدد فازي

u  را با[ ]ru  نمایش داده و به صورت زیر تعریف

  شود:می

 [ ] | ( )ru t u t r   R  

  

)اي براي عدد فازي ذوذنقه , , , )u c a b d ،

[ ] [ ( ) , ( ) ]ru c a c r d b d r      و براي

)عدد فازي مثلثی  , , )u c a d ،

[ ] [ ( ) , ( ) ]ru c a c r d a d r     .  

  

فرم پارامتري یک عدد فازي به صورت  4-2تعریف 

زوج مرتب ( ), ( )u u r u r،  نمایش داده  

 ] .43شود که و در شرایط زیر صادق می باشد [می

i.  تابع( )u r  روي 0,1 ،تابع چپ پیوسته 

 باشد.و نانزولی میکران دار 

ii.  تابع( )u r  روي 0,1  تابع چپ پیوسته، کران

 و نانزولی می باشد. دار

iii. 0 براي 1r    

)نامساوي  ) ( )u r u r .برقرار است  
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 براي عددفازي 5-2تعریف  ( ), ( )u u r u r 

عدد  
1

(1) (1) (1)
2

u u u  شاخص مرکزي

شود و تابع چپ پیوسته نامیده می uعدد فازي 

(1) نانزولی  ( )u u u r   تابع شاخص فازي شده

زولی چپ و تابع چپ پیوسته نان

( ) (1)u u r u    تابع شاخص فازي شده راست

   ].43شود [نامیده می

توان به هر عدد فازي را می 3- 2 با توجه به تعریف

صورت  (1), ,u u u u  .نمایش داد  

  

براي دو عدد فازي دلخواه  6- 2تعریف 

 (1), ,u u u u  و (1), ,v v v v  چهار

  ]43شود [صورت زیر تعریف میعمل اصلی به

 

 

(1) (1),

max , ,

max ,

u v

u v

u v

u v

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

  

  یکی از چهار عمل اصلی است. که 

  

روش تمیمی و انصاري و معادله دیفرانسیل  -3

 فازي براتو

در این بخش روش تمیمی و انصاري و حل عددي 

  مک آن بیان معادله دیفرانسیل فازي براتو به ک

 گردد.می

 

    TAMروش تمیمی و انصاري  1- 3

پرداخته  TAMدر این زیر بخش به معرفی روش 

خواهد شد. با در نظرگرفتن معادله دیفرانسیل 

غیرخطی    ( ) ( ) ( ),L u t N u t h t  
با 

, شرایط مرزي 0
du

B u
dt

 
 

  

که ( )L u t 

)قسمت خطی تابع مجهول )u z ، ( )N u t 

)قسمت غیرخطی تابع مجهول )u t  و تابع( )h t 

  باشند.می zتابع معلوم برحسب متغبر مستقل 

-1(هاي تکراري جواب براي یافتن TAMدر روش 

ولیه ) از فرض ا1
0( )u t  شروع کرده و دستگاه

معادلات دیفرانسیل با شرایط مرزي در نظر گرفته 

  شود: می

 

   

   

   

0

0
0

1 0

1
1

2 1

2
2

1

1
1

( ) ( ) 0,

, 0,

( ) ( ) ( ),

, 0,

( ) ( ) ( ),

, 0,

( ) ( ) ( ) 0,

, 0.

n n

n
n

L t h t

du
B u

dt

L u t N u t h t

du
B u

dt

L u t N u t h t

du
B u

dt

L u t N u t h t

du
B u

dt

u






  


     


 

     


 


     



   

  

   



 

  

براي حل تقریبی کافیست حد زیر در نظر گرفته 

  شود:

( ) lim ( ).n
n

u t u t


  

  

  معادله دیفرانسیل فازي براتو 2- 3

ادله دیفرانسیل فازي براتو را به در این زیربخش مع

  گیریم:صورت کلی زیر در نظر می

( ) exp( ( ))

)( ) , (

0

,u u

u t t

a a

u

 




 











 
 

  

دو عدد فازي معلوم و   و که 

  ,( ) ( )L u t u t 
   ,( ) exp( ( ))N u t u t  

 
و هدف تقریب تابع  ( ) (1, ), ( ), ( )u t u t u t u t

 
  باشد. فرض کنید:می
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  *
*1 , ,     

  *
*1 , ,     

  که

   

   
*

*

1 ,

1

r

r

  

  

 

 
 

  و 

   

   
*

*

1 ,

1

r

r

  

  

 

 
   

  و 

   

   
*

*

( ) 1, , ,

( ) , 1,

u t u t u r t

u t u r t u t

 

 
. 

  

 لذا

   *
*(1, ), ( ), ( )( )L u t u t tu ut     

*

*

( ) (1, ) ( , ) ,

( ) ( , ) (1, )

u t u t u r t

u t u r t u t
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براتو به کمک  با جایگذاري در معادله دیفرانسیل

  مجموع و برابري دو عدد فازي خواهیم داشت:
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براي TAMبا بکارگیري روش 
1E ،

2E  و
3E  سه

n...,0,1,2دستگاه معادلات دیفرانسیل زیر براي  

 شود:حاصل می
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1

1
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که 
0(1, )u t  و

1(1, )nu t
از 

1TAM E  حاصل

  شوند.می

  

  هاي عدديمثال - 4

در این بخش به محاسبه حل عددي معادله 

   TAMدیفرانسیل فازي براتو به کمک روش 

 می پردازیم. 

  

زیر را در  معادله دیفرانسیل فازي براتو :1-4مثال 

  نظر بگیرید:

(0) ( ,

(

1

)

1,0,1), (0) ( ,0 1)

2exp( ( )) 0

,

u t u

u

t

u




   

 

 

 
 

  

له با توجه به شرایط اولیه جواب دقیق این معاد

(0) 0u  (0) و 0u   برابر است با

( ) 2log(cos( ))u t t  براي یافتن جواب .

  توان نوشت:می TAMعددي به کمک روش 
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(0) ( 1,0,1) (0,1 ,1 ),
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u r r

    

     




 

   ( ),( )L wz zw     

  .( ) 2exp( ( ))N w z u t   

  

به کمک حل دستگاه
1TAM E:خواهیم داشت ،  
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به کمک حل دستگاه 
2TAM E، :خواهیم داشت 
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به کمک حل دستگاه 
3TAM E:خواهیم داشت ، 

 * *
1

*
1

*
1

*
0

( ) 2 ( ) ,

(0) 1 ,

(0) 1 ,

( ) 0,

n n

n

n

u t u t

u r

u r

u t







  

  

  


 

 

*
0 ,( 1)u tt r rt      

2 2 3 3

4 4

2

5 5

* 1

2 2 6 6

,
4

( )

24 2 120 120

r t rt

t rt t r

u

t

t t

t

r t rt

   

  

 







 

.  
  

 1-1را در جدول  5تا تکرار  1- 4تقریب جواب مثال

-1بیان شده است. نمودار جواب واقعی و تقریبی در 

و نمودار تابع چپ، نمودار تابع  1- 1تراز در نمودار 

 1- 2تراز نیز در نمودار - 1راستو تابع وسط در 

  اند.مایش داده شدهن

و  1-3 شکل جواب فازي در تکرار پنجم در نمودار

نشان  1- 4در نهایت خطاي مطلق آن در نمودار 

  داده شده است. 

  

  



  84                                                1401 تیرو  خرداد، ششمهاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و / پژوهش بهرام عاقلی
 

 

 

  
  تراز-1براي  5تا تکرار  1-3: نتایج عددي تقریب مثال1 -2نمودار 

  

  

  

  
  5تا تکرار  1-3: نتایج عددي تقریب مثال1 -3نمودار 

  

  

  

  
  .5تا تکرار  1-3: نمودار خطاي مطلق تقریب مثال1 - 4نمودار 
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  5تا تکرار  1-3: نتایج عددي تقریب مثال1 -1جدول

Absolut Error Exact Solution (1, )u t  (0, )u t  (0, )u t  t  

0 0 0 1 -1  0t  

-1297.1582 10 0.0402695 0.0402695 1.26167 -1.18113 0.2t  

-9107.275 10 0.164458 0.164458 1.65628 -1.32737 0.4t  

-67 0674 10.  0.38393 0.383923 2.20604 1.4382 0.6t  

-6154.122 10 0.722781 0.722627 2.94817 1.50291 0.8t  

-31.94919 10 1.23125 1.2293 3.94759 1.48898 1.0t  

  

  

 زیر را درمعادله دیفرانسیل فازي براتو  :2- 4مثال 

  نظر بگیرید:

(0) ( 1,0,1),

(0) (0.49822,
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براي  TAMبا بکارگیري روش 
1TAM E ،

2TAM E  و
3TAM E تگاه معادلات سه دس

n...,0,1,2 دیفرانسیل زیر براي  شود:حاصل می  
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 فرم پارامتري جواب فازي به صورت زوج مرتب

 ( , ), ( , )u u r t u r t
 

2nباشد که براي می   

5 4 3

2
16
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5 15
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120 24 6

-7t
2

4.173268453036214-

8t + 0.061881t +

0.125683t --6t

0.0000290234t +

0.00012648t +

5.683738740095146+

4.683574430410054+

0.000414778t +

0.000921274t

0.0004816t -

0

( , )

rt rt rt

u

rt
r

r t

t r

 







  

9

8

7

4

3 2

.00342383t -

0.015267t -

0.0248368t +

0.00483776t -

0.58274t -1.5t +

0.24822t-1.
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0.00012
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13648t

 

  

  تراز با -1تقریبی این روش در همچنین جواب 

  

)، روش LTMهاي تبدیل لاپلاس (بعضی از روش

مقایسه  )BSM) و روش بی اسپلاین (DMتجزیه (

  مشاهده نمود. 1-2توان در جدول شده است که می

 

  گیرينتیجه

) TAMدر این مقاله روش روش تمیمی و انصاري (

براتو با  براي حل شبه تحلیلی معادله دیفرانسیل

با استفاده از  ولیه فازي استفاده شده است.اایط شر

زي، معادله هاي فااعمال حسابی روي داده

به سه دستگاه معادلات  دیفرانسیل براتو فازي

هاي دقیق تبدیل شده است. با دیفرانسیل با داده

حل این سه دستگاه، جواب تقریبی فازي از معادله 

  دیفرانسیل براتو محاسبه گردید.

وش در این است که به کمک یک مزیت این ر

توان جواب فرمول تکراري با تعداد تکرار کم می

تقریبی مناسبی براي معادله دیفرانسیل در نظر 

گرفته شده پیدا کرد. ما براین عقیده هستیم که با 

وان به حل معادلات دیفرانسیل تروش ارائه شده می

فرانسیل با یخطی دیگر و همچنین معادلات دغیر

  غیر صحیح نیز این روش را تعمیم داد.مشتقات 

 

 

  

 .2-4براي مثال ) و جواب دقیق=FTAM)4nو   LTM ،DM،BSMهاي : مقایسه عددي روش1 -2جدول

  

  

  

  

  

  

  

  

   

Exact (1, )u t BSM  DM  LTM  t  

0.328952 0.328978 0.328896 0.335937 0.319353 0.5t  

0.315089 0.31514 0.315036 0.318336 0.304160 0.6t  

0.273879 0.273963 0.273834 0.267991 0.261946 0.7t  

0.206419 0.20654 0.206386 0.191744 0.194041 0.8t  

0.114411 0.114572 0.114393 0.099193 0.103537 0.9t  
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