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 ٢٣/١٠/١٣٩٨تاريخ پذيرش مقاله:          ١٦/٣/١٣٩٦مقاله:  ارسالتاريخ 

  چکيده
ه نقطه ثابت متريک و و نظري يغيرخط ي، که يک ابزار بسيار مفيد و قدرتمند در آناليز تابعيه از مفهوم اندازه نافشردگن مقاله با استفاددر اي

ک ي يرو  ياين منظور با استفاده از يک اندازه نافشردگ يکنيم. برايم يباناخ معرف يد در فضامعادلات انتگرال است، يک انقباض جدي
ه در وجود نتايج حاصله، چند قضييم. آنگاه با استفاده از آوريه نقطه ثابت داربو بدست مياز قض ييم هاي، تعميحاصل ضرب متناه يفضا

ق بسط ينه تحقيش يسه را در پيج قابل مقاياز نتا ياريج حاصله بساي م. نتدهييباناخ ارائه م ياز عملگرها در فضا يارده يزوج نقطه ثابت برا
 ير خطيغ يال تابعک رده از دستگاه معادلات انتگري يک کاربرد به مطالعه وجود جواب براي ن به عنوان يدهد. همچنيو توسعه م

ز  يک مثال ملموس نيکنند. سرانجام يک شرط انقباض خاص صدق مي انتگرال وابسته، در  يم که توابع و عملگرها در عملگرهايپردازيم
  دهد.يج بدست آمده را نشان ميگنجانده شده است که کاربرد نتا

  
  .يباناخ، دستگاه معادلات انتگرال تابع ي، نقطه ثابت، فضاياندازه نافشردگ هاي کليدي:واژه
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  مقدمه -١
ات مورد از موضوع يکي يمطالعه معادلات انتگرال تابع    

است. معادلات  يخطر غي يپژوهشگران در آناليز تابععلاقه 
ات در رياضيدهد، از جمله ياز کاربردها رخ م يارانتگرال در بسي

از طرف  ک.فيزي از مسائل  ياربسي ن  درهمچني و  يکاربرد
 د و قدرتمندبسيار مفي ک ابزاري ياندازه نافشردگگر مفهوم  دي

ه يک و نظريثابت متره نقطه ي، نظريخطغير يدر آناليز تابع
 ي ه برا ين نظريباناخ است. از ا يمعادلات عملگرها در فضاها

ه کنترل ي، نظريو جزئ يمعمول ليفرانسيمطالعه معادلات د
، يکسر يل جزئيفرانسي، معادلات دينه، معادلات تابعيبه

 ي هايژگيمطالعه و  ين برايمعادلات انتگرال و همچن
باناخ  استفاده شده است. در  ين فضاهايفشرده ب يعملگرها

ن بار مفهوم اندازه ياول يبرا ]٢٠[  يکوراتفسک  ١٩٣٠سال 
ک ي ]١١[داربو  ١٩٥٥کرد. بعدها، در سال  يرا معرف ينافشردگ

 يکوراتفسک يه نقطه ثابت را با استفاده از اندازه نافشردگيقض
 کي بت شاودر و همک نقطه ثايه کلاسيثابت کرد که هم قض

 ١٩٥٧در سال  م داد.يرا تعم  باناخ انقباض اصل از خاص نوع
و   ]١٣[ نيتاسا گلدنتوسط  ياز اندازه نافشردگ يگرينوع د

هاسدورف  يشد که آن را اندازه نافشردگ يهمکارانش معرف
موجودند که در آن  ياز اندازه نافشردگ يگريف ديدند. تعارينام
ک اصول موضوعه ياساس بر داشتند آن را  يسندگان سعينو

به ظهور  ]٢١[  یدر مقاله سادوفسک ن تلاشهايکنند. اول يمعرف
به نظر  يش از حد کليب يد. اما اصول موضوعه سادوفسکيرس
 ي گر يف ديتعر ]٨و ٧[باناس  ١٩٨٠د. سرانجام در سال يرس يم

کرد که  يرا بر اساس اصول موضوعه معرف ياز اندازه نافشردگ
 يسنده  مقالاتي ن نويد بود. تا به حال چنديار مفيدر کاربردها بس 

اند ارائه داده  ير خطيمعادلات انتگرال غ يدر وجود جواب برا
 ي استفاده کردند، برا يک اندازه نافشردگيکه در آنها از تکن

  د.ينيرا بب ]١٩-١٢[و  ]٩-١[نمونه منابع 
ک اندازه  ي مربوط به تکن ين مقاله، با استفاده از  روش هايدر ا

و   ]١١[ه نقطه ثابت داربو  يم و توسعه قضيبه تعم ينافشردگ
در  .ميپردازيم ]٣و ١[   و همکارانش  ياز آقاجان يج يم نتايتعم

از زوج نقطه ثابت  يه وجوديان و اثبات چند قضين راستا به بيا
م. سرانجام يپردازيباناخ م ي از عملگرها در فضاها يارده  يبرا

ا به مطالعه مسئله وجود جواب  ين قضايک کاربرد از ايبعنوان 
ک شرط  يکه در  ير خطيک رده از معادلات انتگرال غي يبرا

  م.يپردازيکند م يانقباض خاص صدق م

  پيشينه تحقيق  -٢

که در سراسر  يج مقدماتيف، نمادها و نتاياز تعار يدر ادامه بعض
م. يکنيم ياد آورين مقاله مورد استفاده قرار خواهند گرفت را يا

نشان دهنده مجموعه اعداد ℝ م که يکن يخاطر نشان م
ℝو  يقيحق = [٠, Eم ي.  فرض کن (∞+ ,‖.‖  

باشد و  بعلاوه  θبا عنصر صفر  يقيباناخ حق  ي ک فضاي
퐵(푎, 푟) بسته به مرکز  يگو푎  و شعاعr ن فضا باشد. يدر ا

,퐵(θ ينشان دهنده گو퐵 لازم به ذکر است که  푟) 
باشد بستار  Eاز يناته  ير مجموعه ايز Xباشد. هرگاه يم

X محدب شامل  يمجموعهر ين زيو کوچک ترX  را به
ن فرض يم. همچنيدهيش مينما 퐶표푛푣푋و   Xب با يترت
و  يناته ير مجموعه هايتمام ز يخانواده  ℳم که  يکن

باشد که شامل تمام    ℳاز  يار خانوادهيز 풩و  Eکراندار
ن مقاله از  يدر ا فشرده هستند. يبطور نسب يير مجموعه هايز

که بصورت اصول موضوعه در کتاب  يف اندازه نافشردگيتعر
  م کرد. يآمده است استفاده خواه ]٩[

휇:ℳنگاشت  ]. 8 [فيتعر 1-1 → ک يرا   (∞,٠]
ر يط زيم اگر در شرايگو 퐸باناخ  يدر فضا ياندازه نافشردگ

  صدق کند:
1( 퐾푒푟휇 = {푋 ∈ ℳ :휇(푋) =  يناته {٠

Ker휇 باشد و  ⊆ 풩. 
푋اگر  )2 ⊆ 푌 آنگاه 휇(푋) ≤ 휇(푌). 
3( 휇(푋) = 휇(푋). 
٤( 휇(퐶표푛푣푋) = 휇(푋). 
λهر  يبرا )٥ ∈ 휇(휆푋م يداشته باش (٠,١) +

(١ − 휆)푌) ≤ 휆휇(푋) + (١ − 휆)휇(푌). 
}اگر )٦ }nX  بسته  يهااز مجموعه يادنبالهℳ   به

푛 هر يباشد که به ازا يقسم ≥ م يداشته باش ١
푋 ١ ⊆ 푋  و( ) 0nX   آنگاه 

푋 يمجموعه = ⋂ ١ 푋 باشد. يناته 

퐾푒푟휇 يرا هسته اندازه نافشردگ  휇 شود ينامند. مشاهده ميم
Xکه  Ker هر  ي. در واقع، چون براn ،휇(푋 ) ≤

휇(푋 ) 

휇(푋کند يجاب ميآن ا   ) = 푋 يعني ٠ ∈ 퐾푒푟휇.  

ره يمتغ ک تابع دوي يف زوج نقطه ثابت براياکنون تعر   
  ي ک اندازه نافشردگيد راجع  به ساختن يه مفيک قضيو  يبردار



 

   ٧                                                                  استفاده از اندازه نافشردگی اه از معادلات انتگرال تابعی با  های قضيه داربو برای حل يک دستگ بعضی از تعميم 
 

   

م که در اثبات  يده يارائه م يحاصل ضرب متناه يفضا يرو 
 م.ياز داريبه آنها ن يج اصلينتا

(푥,푦)عنصر ] . 10 [فيتعر ٢-١ ∈ 푋 × 푋  ک يرا
푇:푋 زوج نقطه ثابت نگاشت  × 푋 → 푋 م اگر ييگو

푇(푥,푦) = 푥    و푇(푦, 푥) = 푦.  

,휇٢,휇١د يفرض کن .] 8[ هیقض 1-3 . . . , 휇 ب يبه ترت
,퐸٢,퐸١باناخ   يدر فضاها ينافشردگ ياندازه ها . . . ,퐸 

:퐹د تابع يباشند. بعلاوه فرض کن [٠,∞) → ٠,∞) 
,푥٢,퐹(푥١محدب باشد و  . . . ,푥 ) = اگر و فقط اگر  ٠

푥 = 푖 ي، برا٠ = ١,٢, . . . ,푛 آنگاه .휇(푋) =
퐹(휇١(푋١),휇٢(푋٢), . . . ,휇 (푋 ک اندازه ي ((

퐸١در  ينافشردگ × 퐸٢ ×. . .× 퐸 کند که در يف ميتعر
푖 يبرا 퐸 يبتو 푋از  يعير طبينشان دهنده تصو 푋آن  =

١,٢, . . . ,푛 .است    

ر را ارائه  يز  يمثال ها ٣-١ه ياز قض يج ياکنون بعنوان نتا
  م.يدهيم

 ي فضا يرو  يک اندازه نافشردگي 휇 د يفرض کن مثال. ٤-١
  د تابع ي، و فرض کن퐸 باناخ

 퐹: [٢(∞,٠ →   محدب باشد و (∞,٠]

 퐹(푥١,푥٢) = 푥اگر و فقط اگر  ٠ = 푖 يبرا ٠ = ١,٢ ،
  ن صورت يدر ا

휇(푋) = 퐹(휇(푋١),휇(푋٢)) در  يک اندازه نافشردگي
퐸 × 퐸 کند که در آن يف ميتعر푋 ر  ينشان دهنده تصو

퐸 يبتو 푋از  يعيطب = 퐸   يبرا 푖 =  است. ١,٢

 يرو  يک اندازه نافشردگي 휇 د يفرض کن . ]٣[مثال  ٥-1
  باشد. 퐸 باناخ يفضا

:퐹تابع   [٢(∞,٠ → ,퐹(푥با ضابطه   (∞,٠] 푦) =
푥 + 푦 محدب است  و  

 퐹(푥, y) = xاگر و فقط اگر  ٠ = y = ن رو ي، از ا ٠
휇(푋)ن يبرقرار است. بنابرا ٣-١ه يط قضيتمام شرا =

휇(푋١) + 휇(푋٢)    در  يک اندازه نافشردگي퐸 × 퐸 
 푋از  يعير طبينشان دهنده تصو 푋کند که در آن يف ميتعر
퐸 يبتو = 퐸  يبرا 푖 =   است. ١,٢

 يرو  يک اندازه نافشــردگي 휇 د يفرض کن  . ]٣[مثال  ٦-1
  باشد. 퐸 باناخ يفضا

ــابع   :퐹ت [٢(∞,٠ → ــابطه   (∞,٠] اـ ض ,퐹(푥بـ 푦) =
푚푎푥{푥, 푦} کند يصدق م ٣-١ه يط قضيدر تمام شرا. 

ــذا  휇(푋) ل = 푚푎푥{휇(푋١),휇(푋٢)}   ــدازه يــ ک ان
퐸در  ينافشــردگ × 퐸 کنــد کــه در آن يف ميــ تعر푋  نشــان

퐸 يبتــو 푋از  يعــ ير طبيدهنده تصو = 퐸  يبــرا 푖 = ١,٢ 
  است.

ه شاودر  و شامل يم مهم از قضيک تعميه نقطه ثابت داربو  يقض
  ه نقطه ثابت باناخ است.يقض يبخش وجود

ر  يک زي 훺 ديفرض کن  ٠)] ٢[ه (شاودر  يقض ٧-١
باشد. آنگاه هر  퐸باناخ  يمجموعه بسته و محدب از فضا

푇:훺وسته ينگاشت فشرده و پ → 훺  ک نقطه ثابت يحداقل
  دارد.

ر مجموعه يک زي 훺 ديفرض کن).  ]٧[ه (داربو يقض ٨-1
باشد و  퐸باناخ  ي، بسته، کراندار، و محدب از فضايناته

푇:훺 → 훺 ک ي د که يوسته باشد. فرض کنيک نگاشت پي
푘عدد ثابت  ∈ هر   يکه برا يموجود باشد به قسم (٠,١]
푋 ⊂ Ω  

휇 푇(푋) ≤ 푘휇(푋) 

  ک نقطه ثابت دارد.ي 푇آنگاه 

ه نقطه ياز قض ييم هايتعم ]٣و ١[و همکارانش در  يرا آقاجانياخ
  ي ثابت داربو  بدست آوردند و با استفاده از اندازه نافشردگ

ن منظور  يا ينه زوج نقطه ثابت ارائه داده اند. براي در زم ييايقضا
  را در نظر گرفتند: ر از توابع يآنها رده ز

Λ = 훿: [٠,∞) → (٠,∞): lim
→
훿 (푡)

= 훿  صعودي    است  و  ٠  

 ر را ثابت کردند.يه زيو قض

دلخواه  يک اندازه نافشردگي 휇 ديفرض کن. ]٣[ه يقض ٩-1
훿باشد و  ∈ 훬.  
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퐺:훺د يفرض کن  × 훺 → 훺 باشد که  ياوسته ينگاشت پ
푋٢,푋١هر   يبرا ⊂ Ω  يدر نامساو  

휇(퐺(푋١ × 푋٢)) ≤ 훿(
휇(푋١) + 휇(푋٢)

٢ ) 

  ک زوج نقطه ثابت دارد.يحداقل  퐺صدق کند. آنگاه 

، ير مجموعه ناتهيک زي 훺 ديفرض کن   . ]١[هيقض ١٠-1
ک اندازه  ي 휇باشد،  퐸باناخ  يبسته، کراندار، و محدب از فضا

휑 :ℝدلخواه و  ينافشردگ  → ℝ  وسته يم پيتابع نک ي
푡هر   يباشد که برا يبه قسم يو نانزول ييبالا > ٠  ،

휑(푡) < 푡 .  

퐺:훺د يفرض کن ×훺 → 훺 باشد که  ياوسته ينگاشت پ
푋٢,푋١هر   يبرا ⊂ Ω  

휇 퐺(푋١ × 푋٢) ≤ 휑
휇(푋١) + 휇(푋٢)

٢  

 ک زوج نقطه ثابت دارد.يحداقل  퐺صدق کند. آنگاه 

ن نشان دادند که فرض يو همکارانش همچن يآقاجان
lim →∞휑 (푡) = 푡هر  يبرا ٠ > تواند با شرط  يم  ٠

  شود.  نيگز ير جايمعادل ز

휑:ℝد يفرض کن   ]. ٢[  لم ١١-1 → ℝ ک تابع ي
ر با يط زين صورت شرايباشد. در ا ييوسته بالايم پيو ن ينانزول

  هم معادلند

푡هر  يبراالف)  > ٠ ، 

 lim → 휑 (푡) = ٠  

푡هر  يبرا  ب) > ٠ ،휑(푡) < 푡. 

 که شوديجه مياز لم فوق بلافاصله نتتبصره.  ١٢-١
  با هم معادلند.  ١٠-١و    ٩-١ يايقضا

퐺:훺  ديفرض کن ]. ٣[ جه ينت ١٣-١ ×훺 → 훺 ک ي
푋٢,푋١هر  يباشد که برا يوسته به قسميتابع پ ⊂ Ω    

휇(퐺(푋١ × 푋٢)) ≤
푘
٢ (휇(푋١) + 휇(푋٢)) 

٠صدق کند که در آن  ≤ 푘 <  퐺ک ثابت است. آنگاه ي ١
  ک زوج نقطه ثابت داردي
  و  يافته ها  ينتايج اصل -٣
وجود زوج نقطه ثابت  يدر اين بخش به اثبات چند قضيه برا    
باناخ  ييک کلاس خاص از عملگرها در فضاها يبرا
در بخش بعد مورد استفاده قرار  يپردازيم. اين نتايج اساسيم

 ي" رو ≽"  يابتدا رابطه ترتيب معمول خواهند گرفت.
ℝ × ℝ هر  يرا برا푡١, 푠١, 푡٢,푠٢ ∈ ℝ   بصورت زير

  م: يکنيف ميتعر

(푡1, 푠1) ≼ (푡2, 푠2) ⇔ 푡1 ≤ 푡2, 푠1 ≤ 푠2 

휑:ℝنشان دهنده  رده همه توابع   Γم  يفرض کن ×
ℝ → ℝ  کنندير صدق ميباشند که در خواص ز  

,푡١ هر يبراالف)   푡٢, 푠١, 푠٢ ∈ ℝ ،휑(푡١ + 푡٢, 푠١ +
푠٢) ≤ 휑(푡١, 푠١) + 휑(푡٢, 푠٢)  

ℝ يرو  يوسته و نانزوليک تابع پي 휑ب)  × ℝ  است و
(٠,٠)휑بعلاوه  = ٠.  

,휑(푡 بعنوان مثال توابع  푠) = ln(푡 + 푠 +  و  (١
휑(푡, 푠) = max{푡, 푠}  بهΓ .تعلق دارند  

훽:ℝ   رده همه توابع ℜ  ديبعلاوه فرض کن ⟶
훽(푡باشد که شرط  يبه قسم  (٠,١] ) ⟶ جاب کند يا  ١

푡 ⟶ ٠ .  

بسته، ، ير مجموعه ناتهيک زي 훺 ديفرض کن  .ه يقض ١-2
ک اندازه  ي 휇باشد،  퐸باناخ  يکراندار، و محدب از فضا

 دلخواه باشد. ينافشردگ

푇:훺بعلاوه   × 훺 → 훺 × 훺 وسته باشد يک نگاشت پي
Ωاز  푋 ير مجموعه ناتهيهر ز يکه برا × Ω   در شرط
  ر صدق کنديز يانقباض

       휇(푇푋) + 휑(휇(푇푋), 휇(푇푋)) ≤
훽(휇(푋)) 휇(푋) + 휑(휇(푋), 휇(푋)) )1   (  

훽ف شده است و يتعر ٤-١در مثال  휇که در آن  ∈ ℜ   و
휑:ℝ ×ℝ → ℝ  푇 وسته است. آنگاهيک تابع  پي  

Ωدر  ک نقطه ثابتيحداقل  × Ω .دارد  



 

   ٩                                                                  استفاده از اندازه نافشردگی اه از معادلات انتگرال تابعی با  های قضيه داربو برای حل يک دستگ بعضی از تعميم 
 

   

Ω}دنباله  با استفاده از استقرااثبات.  × Ω } را به  ١
Ω م که يسازيم يقسم × Ω  Ω٠ × Ω٠  هر يبراو  =

푛 = ١,٢,⋯ ، 

Ω × Ω = 퐶표푛푣푇 Ω ١ ×Ω ١. 

  ن صورت  واضح است کهيدر ا 

⋯Ω 1 × Ω 1 ⊆ Ω × Ω ⊆ ⋯
⊆ Ω1 × Ω1 ⊆ Ω0 × Ω0 

푁 ح يک عدد صح يحال اگر   ≥  که يموجود  باشد به قسم  ٠

휇(Ω × Ω ) + 

휑 휇(Ω × Ω ), 휇(Ω × Ω ) = ٠ 

휇(Ωآنگاه  × Ω ) = Ω ي، به عبارت٠ × Ω  فشرده
 است و چون ينسب

 푇(Ω × Ω ) ⊆ Ω × Ω  

  دارد. ک نقطه ثابتيحداقل  푇کند يجاب ميا ٧-١ه يقضلذا 

푛هر  يتوان فرض کرد که براين ميبنابرا ≥ ٠ ،  

휇(Ω × Ω ) + 

휑(휇(Ω × Ω ),휇(Ω × Ω )) > ٠ 

 ميدار )١اکنون بنابر ( 

휇(Ω 1 × Ω 1) + 
휑(휇(Ω 1 × Ω 1), 휇(Ω 1 × Ω 1)) 
= 휇 푇(Ω × Ω ) + 
휑 휇 푇(Ω × Ω ) ,휇 푇(Ω × Ω )  
≤ 훽 휇(Ω × Ω ) × 

휇(Ω × Ω ) +
휑(휇(Ω ×Ω ),휇(Ω × Ω )) . 

  )2(  

푛 هر يجه برايدر نت ≥ 0 

휇(Ω 1 × Ω 1) + 

휑(휇(Ω 1 × Ω 1), 휇(Ω 1 × Ω 1)) 

≤ 휇(Ω ×Ω ) + 

휑(휇(Ω × Ω ),휇(Ω × Ω )) 

  نيبنابرا

 휇(Ω × Ω ) + 

휑(휇(Ω × Ω ),휇(Ω × Ω ))  

ک  ياست، لذا  يقياز اعداد حق  يو نامنف يک دنباله نانزولي
푟 ≥  که  يموجود است به قسم ٠

lim 휇(Ω ×Ω ) + 휑 휇(Ω × Ω ),휇(Ω × Ω )
→

 

= 푟                                                    )3 (  

푟م يدهيحال نشان م = 푟. برعکس اگر ٠ > ) ٢(، آنگاه از ٠
 م يدار

휇(Ω 1 × Ω 1) +휑 휇(Ω 1 × Ω 1),휇(Ω 1 × Ω 1)
휇(Ω × Ω ) + 휑 휇(Ω × Ω ),휇(Ω ×Ω )

 

≤ 훽(휇(Ω × Ω ))   )4(  

푛اگر   )٤(در  →   م ي) دار٣(آنگاه با استفاده از  ∞

훽(휇(Ω × Ω )) → ١ 
훽چون  ∈ ℜ  ،کنديجاب ميآن ا 

 휇(Ω × Ω ) → 푛که  يوقت   ٠ → ∞.  

شود که مجموعه يجه مينت ١-١ف ياز تعر ٦لذا بنابر اصل   
Ω × Ω = ⋂ ١ Ω × Ω  محدب ، بسته، يناته

است. اکنون بنابر   퐾푒푟휇متعلق به  و  푇ا تحت عملگر يو پا
Ωک نقطه ثابت در يحداقل  يدارا 푇، ٧-١ه يقض × Ω .است  

، بسته، ير مجموعه ناتهيک زي 훺 ديفرض کنه. يقض ٢-2
ک اندازه  ي 휇باشد،  퐸باناخ  يکراندار، و محدب از فضا

푇:훺 و  دلخواه باشد ينافشردگ × 훺 → 훺 ک نگاشت ي
   هر يوسته باشد که برايپ

 푋١,푋٢ ⊆ Ω × Ω ر صدق کنديز يدر شرط انقباض  

휇 푇(푋1 × 푋2) + 
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휑 휇 푇(푋1 × 푋2) ,휇(푇(푋1 × 푋2))  

≤
1
2훽 휇(푋1) + 휇(푋2) × 

휇(푋1) + 휇(푋2) +
휑(휇(푋1) + 휇(푋2), 휇(푋1) + 휇(푋2))  )5(  

훽که در آن،   ∈ ℜ  و휑 ∈ Γ آنگاه .푇 ک  ي حداقل  يدارا
    ثابت است.زوج نقطه 

کند  که  يجاب ميا ٥-١م که مثال يکنيابتدا توجه ماثبات.  
휇(푋) = 휇(푋١) + 휇(푋٢)  در  يک اندازه نافشردگي

퐸باناخ  يفضا × 퐸  است. که در آن푋 يبرا 푖 = ١,٢ 
است. اکنون نگاشت  퐸 يبتو 푋از  يعير طبينشان دهنده تصاو 

푇  يرو Ω × Ω  هر   يرا  برا(푥,푦) ∈ Ω × Ω   با
   ضابطه

푇(푥,푦) = (푇(푥,푦),푇(푦,푥)) 

 يرو  푇قابل ملاحظه است که  يم.  به آسانيکنيف ميتعر
Ω × Ω   م يکنيادعا م. وسته استيپ푇 ه يط قض يدر تمام شرا

푋د  ين مطلب فرض کنياثبات ا يکند. برايصدق م ١-٢ ⊂
Ω × Ω ٢ن صورت بنابر  اصل يباشد در ا يک مجموعه ناتهي 

  م ي) دار٥و  ( ١-١ف يتعراز 

휇(푇푋) + 휑 μ(푇푋), 휇(푇푋)  

+휑
휇 푇(푋1 × 푋2) × 푇(푋2 × 푋1) ,
휇 푇(푋1 × 푋2) × 푇(푋2 × 푋1)

 

= 휇(푇(푋1 × 푋2)) + 휇(푇(푋2 × 푋1)) 

+휑 휇 푇(푋1 × 푋2) + 휇 푇(푋2 × 푋1) ,
휇(푇(푋1 × 푋2)) + 휇(푇(푋2 × 푋1))

 

≤
휇 푇(푋1 × 푋2) +

휑 휇(푇(푋1 × 푋2)),휇(푇(푋1 × 푋2))
 

 + 휇(푇(푋2 × 푋1)) +

휑 휇 푇(푋2 × 푋1) ,
휇(푇(푋2 × 푋1))

 

 ≤ 1
2훽 휇(푋1) + 휇(푋2) × 

휇(푋1) + 휇(푋2) + 휑 휇(푋1) + 휇(푋2),
휇(푋1) + 휇(푋2)  

 + 1
2훽 휇(푋1) + 휇(푋2) × 

휇(푋1) + 휇(푋2) + 휑 휇(푋1) + 휇(푋2),
휇(푋1) + 휇(푋2)  

 = 훽 휇(푋1) + 휇(푋2) × 

휇(푋1) + 휇(푋2) + 휑 휇(푋1) + 휇(푋2),
휇(푋1) + 휇(푋2)  

 = 훽(휇(푋)) (휇(푋) + 휑(휇(푋),휇(푋))  

ک زوج نقطه ثابت يحداقل  ي دارا 푇 ١-٢ه يبنابر قضن رو ياز ا
  است.

휑 با انتخاب ≡     :مير را داريجه زينت ٢-٢ه يدر قض  ٠

، بسته، ير مجموعه ناتهيک زي 훺 ديفرض کن جه. ينت ٣-٢
ک اندازه  ي 휇باشد،  퐸باناخ  يکراندار، و محدب از فضا

푇:훺 و  دلخواه باشد ينافشردگ × 훺 → 훺 ک نگاشت ي
푋٢,푋١هر  يوسته باشد که برايپ ⊆ Ω × Ω  در شرط

  ر صدق کنديز يانقباض

휇 푇(푋1 × 푋2) ≤ 
1
2훽 휇(푋1) + 휇(푋2) × 
 (휇(푋1) + 휇(푋2)) 

훽که در آن،  ∈ ℜ آنگاه .푇 ک زوج نقطه ثابت يحداقل  يدارا
  است.

훽(푡)با انتخاب   تبصره. ٤-٢ = 푘  ٠ يبرا ≤ 푘 < ١ 
 شود.يحاصل م ١٣-١جه ينت ٣-٢جه يدر نت

، بسته، ير مجموعه ناتهيک زي 훺 ديفرض کن  جه. ينت ٥-٢
푇:훺باشد. بعلاوه  퐸باناخ  يکراندار، و محدب از فضا ×

훺 → 훺 هر  يوسته باشد که برايک نگاشت پي푋١,푋٢ ⊆
Ω × Ω ر صدق کنديز يدر شرط انقباض   



 

   ١١                                                                   استفاده از اندازه نافشردگی اه از معادلات انتگرال تابعی با های قضيه داربو برای حل يک دستگبعضی از تعميم 
 

   

휇(푇(푋1 × 푋2) ≤ 
푘
2 [휇(푋1) + 휇(+ln(휇(푋1) + 휇(푋2) + 1)] 

ک عدد ي 푘دلخواه است و  ينافشردگک اندازه ي 휇که در آن 
٠ثابت است که  ≤ 푘 < ک زوج يحداقل  يدارا 푇. آنگاه ١

  نقطه ثابت است.

훽(푡) با انتخاباثبات.  = 푘  و휑(푡, 푠) =
ln(푡 + 푠 + - يجه مطلوب حاصل مينت  ٢-٢ه يدر قض (١

  شود.

ف يکه در بالا  تعر  Γو  Λدر ادامه، با استفاده از دو رده از توابع 
  م.يدهينه زوج نقطه ثابت ارائه ميدر زم ييايشده اند ، قضا

، بسته، ير مجموعه ناتهيک زي 훺  ديفرض کنه. يقض ٦-2
ازه ک اندي 휇باشد،  퐸باناخ  يکراندار، و محدب از فضا

  و  دلخواه باشد ينافشردگ

 푇:훺 × 훺 → 훺 × 훺 يوسته باشد که برايک نگاشت پي 
Ωاز  푋 ير مجموعه ناتهيهر ز × Ω ر يز يدر شرط انقباض

  صدق کند

휇(푇푋) + 휑 휇(푇푋), 휇(푇푋)  
≤ 휓 ( )

٢
+ 휑(휇(푋),휇(푋))              )٦(  

휑:ℝف شده است و يتعر ٤-١در مثال  휇که در آن  ×
ℝ → ℝ وسته است و يک تابع پي 휓 ∈ Λ .آنگاه 푇 

Ωدر  ک نقطه ثابتيحداقل  × Ω .دارد  

 دنباله ١-٢ه يهمانند اثبات قضاثبات. 

{Ω × Ω }  را با ضابطه   ١

Ω٠ × Ω٠ = Ω ×Ω,   

Ω × Ω  = 퐶표푛푣푇 Ω ١ × Ω ١  

푛هر  يبرا    =   م  که يسازيم يبه قسم  ⋯,١,٢

⋯Ω 1 × Ω 1 ⊆ Ω × Ω  
⊆ ⋯ ⊆ Ω1 ×Ω1 ⊆ Ω0 × Ω0 

푁ح يک عدد صح ياگر  ≥   موجود باشد که يبه قسم ٠
휇(Ω × Ω ) + 

휑 휇(Ω ×Ω ),휇(Ω × Ω ) = ٠ 

휇(Ωآنگاه  × Ω ) = Ω ي، به عبارت٠ × Ω  فشرده
 است و چون ينسب

 푇(Ω × Ω ) ⊆ Ω × Ω  

ک نقطه ثابت دارد. يحداقل  푇کند يجاب ميا ٧-١ه يلذا قض
푛 هر ين برايبنابرا ≥   توان فرض کرديم ٠

휇(Ω × Ω ) + 
휑(휇(Ω × Ω ),휇(Ω × Ω )) > 0 

  م ي) دار٦اکنون بنابر ( 

 휇(Ω 1 × Ω 1) + 

휑(휇(Ω 1 ×Ω 1),휇(Ω 1 ×Ω 1)) 

 = 휇 푇(Ω × Ω ) + 

휑 휇 푇(Ω × Ω ) ,휇 푇(Ω × Ω )  

 ≤ 휓
( × )

2 +

휑 휇(Ω × Ω ),휇(Ω × Ω )
 

 ≤ 휓
휇(Ω × Ω ) +

휑 휇(Ω ×Ω ),휇(Ω ×Ω )  

 ≤

휓2
( 1× 1)

2 +

휑 휇(Ω 1 × Ω 1), 휇(Ω 1 × Ω 1)
 

 ≤ 휓 휇(Ω × Ω) +

휑 휇(Ω × Ω),휇(Ω × Ω) .  )7(   

푛 هر يجه برايدر نت ≥ 0     
휇(Ω 1 × Ω 1) + 
휑 휇(Ω 1 ×Ω 1),휇(Ω 1 ×Ω 1)  
≤ 휓 휇(Ω ×Ω) + 휑 휇(Ω × Ω),휇(Ω×

Ω)   )8(   

 کند که يجاب مين ايو ا
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lim → 휇(Ω ١ × Ω ١) → ٠  

푛 يوقت  → ∞. 

 شود که مجموعهيجه مينت ١-١ف ياز تعر ٦لذا بنابر اصل 
Ω × Ω = ⋂ 1 Ω × Ω بسته، محدب یناته ،

است. اکنون بنابر   퐾푒푟휇و متعلق به  푇ا تحت عملگر یو پا
Ωک نقطه ثابت در یحداقل  يدارا 푇، 7-1ه یقض × Ω .است 

، بسته، ير مجموعه ناتهيک زي 훺 ديفرض کن  ه.يقض ٧-2
ک اندازه  ي 휇باشد،  퐸باناخ  يکراندار، و محدب از فضا

푇:훺ودلخواه باشد.  ينافشردگ × 훺 → 훺  ک نگاشت ي
  هر يوسته باشد که برايپ

 푋١,푋٢ ⊆ Ω × Ω ر صدق کنديز يدر شرط انقباض  

 휇 푇(푋1 × 푋2) + 

휑 휇 푇(푋1 × 푋2) ,휇 푇(푋1 × 푋2)  

≤ 1
2휓

( 1) ( 2)
2 +

휑(휇(푋1) + 휇(푋2), 휇(푋1) + 휇(푋2))
 

휑که در آن  ∈ Γ  و휓 ∈ Λ آنگاه ،푇  ک ي حداقل
  .داردزوج نقطه ثابت 

کند که  يجاب ميا ٥-١م که مثال يکنيابتدا توجه ماثبات. 
휇(푋) = 휇(푋١) + 휇(푋٢) در  يک اندازه نافشردگي

퐸باناخ  يفضا × 퐸  است که در آن푋 ،푖 = نشان  ١,٢
 푇است. اکنون نگاشت  퐸 يبتو 푋از  يعير طبيدهنده تصاو 

Ω يرو  × Ω   هر   يرا برا(푥,푦) ∈ Ω × Ω   با ضابطه  

푇(푥,푦) = (푇(푥,푦),푇(푦,푥)) 

  م. يکنيف ميتعر

Ω يرو  푇قابل ملاحظه است که  يبه آسان × Ω وسته يپ
صدق  ٦-٢ه يط قضيدر تمام شرا 푇م که يکنياست. ادعا م

푋د  ين مطلب فرض کنياثبات ا يکند. برايم ⊂ Ω × Ω 
 ١-١ف ياز تعر ٢باشد. آنگاه بنابر اصل  ير مجموعه ناتهيک زي

  م ي) دار٩و (

  휇(푇푋) + 휑 휇(푇푋), 휇(푇푋) ≤
휇(푇(푋1 × 푋2),푇(푋2 × 푋1)) 

 +휑 휇(푇(푋1 × 푋2) × 푇(푋2 ×
푋1)),휇(푇(푋1 × 푋2) × 푇(푋2 × 푋1))  

 = 휇(푇(푋1 × 푋2)) + 휇(푇(푋2 × 푋1)) 

 +휑
휇 푇(푋1 × 푋2) + 휇 푇(푋2 × 푋1) ,
휇 푇(푋1 × 푋2) + 휇(푇(푋2 × 푋1))

 

 ≤ 휇 푇(푋1 × 푋2) + 

휑 휇(푇(푋1 × 푋2)),휇(푇(푋1 × 푋2))  

 +휇 푇(푋2 × 푋1) + 

휑 휇(푇(푋2 × 푋1)),휇(푇(푋2 × 푋1))  

 ≤
1
2휓

( 1) ( 2)
2 +

휑(휇(푋1) + 휇(푋2),휇(푋1) + 휇(푋2))
 

 

+ 1
2휓

( 2) ( 1)
2 +

휑(휇(푋2) + 휇(푋1),휇(푋2) + 휇(푋1))
 

 = 휓 ( )
2 + 휑(휇(푋), 휇(푋)) .  )10(  

ک زوج نقطه ثابت ي ي حداقل دارا 푇 ٦-٢ه ين رو بنابر قضياز ا
 است.

휑اکنون با انتخاب  ≡  مير را داريجه زينت ٧-٢ه يدر قض ٠

، بسته، ير مجموعه ناتهيک زي 훺 ديفرض کنجه. ينت  ٨-2
ک اندازه  ي 휇باشد،  퐸باناخ  يکراندار، و محدب از فضا

푇:훺دلخواه باشد. بعلاوه ينافشردگ × 훺 → 훺  ک ي
  هر يبراوسته باشد که ينگاشت پ

 푋١,푋٢ ⊆ Ω × Ω ر صدق کنديز يدر شرط انقباض  

휇 푇(푋١ × 푋٢) ≤
١
٢휓

휇(푋١) + 휇(푋٢)
٢  

휓که در آن  ∈ Λ آنگاه .푇  ک زوج نقطه ثابت دارد.يحداقل  
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= 휓١با انتخاب تبصره.  ٩-٢ ١
٢
휓 و با توجه   ٨-٢جه يدر نت

  شوند.يجه مينت ١٠-١و  ٩-١  يايقضا ١٢-١به تبصره 

، بسته، ير مجموعه ناتهيک ز ي 훺 ديکنفرض جه. ينت  ١٠-٢
ک اندازه  ي 휇باشد،  퐸باناخ  يکراندار، و محدب از فضا

푇:훺دلخواه باشد. بعلاوه ينافشردگ × 훺 → 훺  ک ي
 هر يوسته باشد که براينگاشت پ

 푋١,푋٢ ⊆ Ω × Ω ر صدق کنديز يدر شرط انقباض  

휇 푇(푋1 × 푋2) ≤ 

1
4 ln 1 +

3휇(푋1) + 3휇(푋2)
4  

  ک زوج نقطه ثابت دارد.يحداقل  푇آنگاه  

휑(푡,푠) با انتخاباثبات.  = max{푡, 푠}    و휓(푡) =

ln ١ +
٢

 شود.يجه مطلوب حاصل مينت ٧-٢ه يدر قض  

ــ - 4 ــواب  يبررسـ ــود جـ ــ وجـ ــتگاه از يـ ک دسـ
    معادلات انتگرال

ــ در  ا 퐵퐶(ℝبانـــاـخ  ين بخــــش فضـــاـيــ ــامل  ( شــ
ــع حق ــه توابـ ــ يهمـ ــدار و پ يقـ ــته رو يکرانـ ــا   ℝ يوسـ بـ

 ممينرم سوپر

 ‖푥‖ = sup{|푥(푡)|: 푡 ≥ ٠} 

ــ   ــر مــ ــ گيرا در نظــ ــه از يريــ ــ م. در ادامــ ــدازه يــ ک انــ
퐵퐶(ℝ يرو  ينافشردگ   که در منابع  (

ــواه ]٩و  ٨[ ــتفاده خ ــت اس ــده اس ــه منظــور يآم ــرد. ب م ک
و  يک مجموعــه نــاتهيــ  ين انــدازه نافشــردگيــ ف ايــ تعر

퐵퐶(ℝاز  푋ن پـــــس ثابـــــت يـــــ کرانـــــدار و از ا و  (
ــدد حق ــ يعـ 퐿 يقـ > ــ  ٠ ــر مـ ــ گيرا در نظـ ــرام. يريـ  يبـ
푥 ∈ 푋  و휀 ≥ ب يضـــــر ايـــــ  يوســـــتگيمـــــدول پ ٠

ــتگيپ اـزه  يرو  푥 يوســــ ــاد  [퐿,٠]بـــــ ــا نمــــ را بــــ
휔 (푥, 휀) يم به عبارتيدهينشان م    

휔 (푥, 휀) = sup{|푥(푡) − 푥(푠)|: 푡, 푠
∈ [٠,퐿], |푡 − 푠| ≤ 휀} 

  ميدهيبعلاوه قرار م

휔 (푋, 휀) = sup{휔 (푥, 휀): 푥 ∈ 푋}, 

휔٠ (푋) = lim
→٠
휔 (푋, 휀),  

휔٠(푋) = lim
→

휔٠ (푋) 

م يدهيباشد، آنگاه قرار م ℝک عدد ثابت در ي 푡اگر 
푋(푡) = {푥(푡): 푥 ∈ 푋} سرانجام تابع .휇  يرو 

ℳ (ℝ  ميکنيف مير تعريرا بصورت ز (

휇(푋) = 휔٠(푋) + limsup
→

 푑푖푎푚푋(푡)  )١١                                           (  

  که در آن 

푑푖푎푚푋(푡) = sup{|푥(푡)− 푦(푡)|: 푥,푦 ∈
푋}. 

ک اندازه ي 휇(푋)نشان داده شده که تابع  ]٩و  ٨[ در منابع 
ف  ياست که در تمام اصول موضوعه تعر ير خطيز ينافشردگ

  کند.يصدق م ١-١

 يم وجود جواب براي، قصد دار١٠-٢جه يک کاربرد از نتيبعنوان 
  ميکن يبررسر را يز  ير خطيک دستگاه از معادلات انتگرال غي

푥(푡) = 퐴(푡) + ℎ 푡, x 휉(푡) ,푦 휉(푡)  

+푓 푡, 푥 휉(푡) ,푦 휉(푡) × 

휑 ∫
( )

0 푔(푡, 푠,푥(휂(푠)),푦(휂(푠)))푑푠    

 و 

 푦(푡) = 퐴(푡) + ℎ 푡,푦 휉(푡) ,푥 휉(푡)  

+푓 푡, 푦 휉(푡) ,푥 휉(푡) × 

휑
( )
푔(푡, 푠,푦(휂(푠)), 푥(휂(푠)))푑푠  

)12(  
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  ميريگير را در نظر ميط زين منظور شرايا يبرا

퐴:ℝالف)  تابع  → ℝ وسته  و کراندار باشد ويپ 

  푀١ = sup{|퐴(푡)|: 푡 ∈ ℝ }. 

휉, 휂, 훽:ℝب) توابع  → ℝ وسته باشند و يپ
휉(푡) → 푡 يوقت  ∞ → ∞. 

휑:ℝتابع   )ج → ℝ وسته باشد و يپ
휑(٠) = به  훼,훿مثبت  يو ثابت ها ٠

,푡١هر  يموجود باشند که برا  يقسم 푡٢ ∈
ℝ , 

|휑(푡١) −휑(푡٢)| ≤ 훿|푡١ − 푡٢|   

푡 يهاف شده با ضابطهيد) توابع تعر →
|푓(푡,  و    |(٠,٠

   푡 → |ℎ(푡, کراندار باشند و  ℝ يرو |(٠,٠
   بعلاوه

푀2 = sup{|푓(푡, 0,0)|: 푡 ∈ ℝ } < ∞ 

     푀3 = sup{|ℎ(푡, 0,0)|: 푡 ∈ ℝ } < ∞ 

푓:ℝه) توابع  × ℝ × ℝ → ℝ       و 
ℎ:ℝ × ℝ × ℝ → ℝ  يوسته باشند و برايپ 

푡هر  ≥ ,푥هر و  ٠ 푦,푢, 푣 ∈ ℝ   

|ℎ(푡, 푥, 푦)− ℎ(푡,푢,푣)|

≤
1
32 ln 1

+
3|푥 − 푢| + 3|푦 − 푣|

4  

|푓(푡, 푥, 푦)− 푓(푡,푢, 푣)|

≤
1
32 ln 1

+
3|푥 − 푢| + 3|푦 − 푣|

4  

푔:ℝ  )و  × ℝ × ℝ × ℝ → ℝ  ک  ي
  باشد که  يوسته به قسميتابع پ

Lim
→

( ) 푔 푡, 푠, 푥 휂(푠) ,푦 휂(푠)

−푔 푡, 푠,푢 휂(푠) , 푣 휂(푠)
푑푠 

= 0  )14(  

,푥کنواخت نسبت به يبطور  푦,푢, 푣 ∈ 퐵퐶(ℝ باشد، و   ,(
훿푀٤ <   ، که در آن ١

푀٤ =

sup ∫
( )

٠ 푔 푡, 푠, 푥 휂(푠) ,푦 휂(푠) 푑푠 :
푡 ∈ ℝ , 푥,푦 ∈ 퐵퐶(ℝ )

,  )١٥(   

-يم ير صورت بنديخود را بصورت ز ياکنون ادعا
    م:يکن

ط (الف) تا (و)  برقرار باشند. آنگاه ياگر شرا  ه.يقض  ١-٣
퐵퐶(ℝ يک جواب در فضاي) حداقل ١٢معادله ( ) ×

퐵퐶(ℝ   دارد. (

  عملگر اثبات.

 퐹:퐵퐶(ℝ ) × 퐵퐶(ℝ ) → 퐵퐶(ℝ )  

  ضابطه  بارا 

퐹(푥,푦)(푡) = 퐴(푡)
+ ℎ 푡, 푥 휉(푡) ,푦 휉(푡)  

+푓 푡,푥 휉(푡) ,푦 휉(푡) × 

휑
( )

푔(푡, 푠, 푥(휂(푠)),푦(휂(푠)))푑푠  

  )١٦(  

  م.يکنيمف يتعر

퐸 يفضا ≔ 퐵퐶(ℝ ) × 퐵퐶(ℝ هر   يرا  برا (
(푥,푦) ∈ 퐸 به نرم  

 ‖(푥,푦)‖ = ‖푥‖ + ‖푦‖  
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,퐹(푥م.  بوضوح يکنيمجهز م   푦) هر  يبرا(푥,푦) ∈ 퐸 
و  ) و (الف)، (ج)، (د)، (ه)١٦) و (١٥وسته است. بعلاو ه بنابر (يپ

  ميدار يمثلث ينامساو 

|퐹(푥, 푦)(푡)| ≤ |퐴(푡)| + 
ℎ 푡,푥(휉(푡)),푦(휉(푡)) − ℎ(푡, 0,0)

+ |ℎ(푡, ٠,٠)| 
+(|푓(푡,푥(휉(푡)),푦(휉(푡))) − 푓(푡, 0,0)|

+ |푓(푡, ٠,٠)|) 

× 휑
( )
푔(푡, 푠,푥(휂(푠)),푦(휂(푠)))푑푠  

≤ 푀1 +
1
32 ln 1

+
3 푥 휉(푡) + 3 푦 휉(푡)

4  

+푀3 

+
1
32 ln 1 +

3|푥(휉(푡))| + 3|푦(휉(푡))|
4

+ 푀2

× 훿
( )
푔(푡, 푠,푥(휂(푠)),푦(휂(푠)))푑푠  

≤ 푀1 +
3‖푥‖+ 3‖푦‖

128 + 푀3 

+훿
3‖푥‖+ 3‖푦‖

128 + 푀2 푀4 

≤ 푟,    )17(  

푟 که در آن = 64 1 64 3 64 2 4
61 3 4

 .  

  ) نشان ١٧ف است و برآورد (يخوش تعر 퐹ن يبنابرا

퐹(퐵دهد که يم × 퐵 ) ⊆ 퐵.  

퐵  يرو  퐹م يدهياکنون نشان م × 퐵 يوسته است. برايپ 
휀م يکنين منظور فرض ميا > (푥,푦)دلخواه باشد و   ٠ ∈

퐵 × 퐵 م. بعلاوه يکنيرا انتخاب م(푢,푣) ∈
퐵 × 퐵 م يريگيدر نظر م يرا به قسم  

‖(푥,푦) − (푢,푣)‖ < 휀 

م ير را دارين صورت برآورد زيدر ا   

|퐹(푥, 푦)(푡) − 퐹(푢,푣)(푡)| 

≤ ℎ 푡, 푥(휉(푡)),푦(휉(푡))
− ℎ 푡, 푢(휉(푡)),푣(휉(푡))  

+ 푓 푡,푥(휉(푡)),푦(휉(푡))
− 푓 푡,푢(휉(푡)),푣(휉(푡))

× 휑
( )
푔(푡, 푠, 푥(휂(푠)),푦(휂(푠)))푑푠  

+ 푓 푡, 푢 휉(푡) ,푣 휉(푡) − 푓(푡, 0,0)
+|푓(푡, 0,0)|

 

× 휑
( )

푔(푡, 푠, 푥(휂(푠)),푦(휂(푠)))푑푠

− 휑
( )
푔(푡,푠,푢(휂(푠)),푣(휂(푠)))푑푠  

≤
1
32 ln 1

+
3|푥(휉(푡))− 푢(휉(푡))| + 3|푦(휉(푡)) − 푣(휉(푡))|

4
+

1
32 ln 1

+
3|푥(휉(푡))− 푢(휉(푡))| + 3|푦(휉(푡)) − 푣(휉(푡))|

4  

× 훿
( )
푔(푡, 푠, 푥(휂(푠)), 푦(휂(푠)))푑푠

+
1
32 ln 1

+
3|푥(휉(푡))| + 3|푦(휉(푡))|

4
+ 푀2  

× 훿
( )

[푔(푡,푠, 푥(휂(푠)),푦(휂(푠)))

− 푔(푡, 푠,푢(휂(푠)),푣(휂(푠)))]푑푠  
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 ≤ 3
64 + 3

64 훿푀4 휀 + 3
64 푟 + 푀2 × 

훿 ∫
( )

0
푔 푡, 푠, x 휂(푠) ,푦 휂(푠)
−푔(푡, 푠, 푢(휂(푠)),푣(휂(푠)))

푑푠 . 

퐿چون  ي) عدد١٤بعلاوه بنابر ( > که  يوجود دارد  به قسم ٠
푡اگر   > 퐿 هر يآنگاه برا   푥,푦,푢, 푣 ∈ 퐵퐶(ℝ )  

( )

푔 푡, 푠, 푥 휂(푠) ,푦 휂(푠)
−푔(푡, 푠, 푢(휂(푠)),푣(휂(푠))

푑푠  

≤
1

  )19(  

  :ميريگياکنون دو حالت در نظر م

푡حالت اول: اگر  > 퐿 ) مي) دار١٩)  و  (١٨آنگاه از  

|퐹(푥, 푦)(푡) − 퐹(푢,푣)(푡)| ≤ 3
64 +

3
64 훿푀4 휀 + 3

64 푟 + 푀2 휀.  )20(   

푡حالت دوم: اگر  ∈ [٠,퐿] همانند آنچه در  يآنگاه با بحث
  ميم داري) بدست آورد١٨(

|퐹(푥, 푦)(푡)− 퐹(푢,푣)(푡)| 

≤
3
64 +

3
64 훿푀4 휀 +

3
64 푟 + 푀2 × 

훿 ∫
( )

0
푔 푡, 푠, 푥 휂(푠) ,푦 휂(푠)

−푔 푡, 푠,푢 휂(푠) ,푣 휂(푠)
푑푠   

<  3
64 + 3

64 훿푀4 휀 + 

훿 3
64 푟 + 푀2 (훽 휔(휀)) ,  )21(  

  که در آن 

휔(휀)

= sup

⎩
⎨

⎧
|푔(푡, 푠, 푥,푦) − 푔(푡, 푠, 푢, 푣)|:

푡 ∈ [0, 퐿],
푠 ∈ [0,훽 ],푥 ,푦, 푢,푣 ∈ [−푟, 푟],   

‖(푥,푦) − (푢, 푣)‖ < 휀 ⎭
⎬

⎫
 

و    

.훽 = sup{훽(푡): 푡 ∈ [0,퐿]} 

 يرو  푔 يوستگياستفاده از پبا 

 [٠,퐿] × [٠,훽 ] × [−푟, 푟] × [−푟, 푟]   

휔(휀)شود که يجه مينت → 휀که  يوقت  ٠ → ن رو  ي. از ا٠
وسته از يک تابع پي 퐹کنند که يجاب مي) ا٢١و ( )٢٠(

퐵 × 퐵  يبتو 퐵 م يد نشان دهياست. اکنون با퐹  در
ن مطلب فرض  ياثبات ا  يکند. برايصدق م ١٠-٢حه يط نتيشرا

퐿, 휀م يکنيم ∈ ℝ  و푋١,푋از  يناته ير مجموعه هايز ٢
퐵   .باشند푡١, 푡٢ ∈ [٠,퐿] م که  يکنيانتخاب م يرا به قسم

|푡١ − 푡٢| ≤ 휀. م يکنيت فرض ميبدون کاستن از کل훽( 
푡١) < 훽(푡٢) ين صورت برايدر ا 

 (푥,푦) ∈ 푋١ × 푋ميدار ٢ 

 |퐹(푥,푦)(푡1) − 퐹(푥,푦)(푡2)| 

≤ |퐴(푡1) − 퐴(푡2)| 

 + ℎ(푡1,푥(휉(푡1)),푦(휉(푡1))
−ℎ(푡2, 푥(휉(푡1)),푦(휉(푡1))  

 + ℎ(푡2,푥(휉(푡1)),푦(휉(푡1))
−ℎ(푡2, 푥(휉(푡2)),푦(휉(푡2))  

 +
푓 푡1,푥 휉(푡1) ,푦 휉(푡1)

−푓 푡2,푥 휉(푡1) ,푦 휉(푡1)
× 

휑
( 1)

0
푔 푡1, 푠, 푥 휂(푠) ,푦 휂(푠) 푑푠  

 +
푓 푡2,푥 휉(푡1) ,푦 휉(푡1)

−푓 푡2,푥 휉(푡2) ,푦 휉(푡2)
× 

휑
( 1)

0
푔 푡1, 푠, 푥 휂(푠) ,푦 휂(푠) 푑푠  

 +
푓 푡2,푥 휉(푡2) ,푦 휉(푡2)

−푓(푡2, 0,0)
+|푓(푡2, 0,0)|

×  
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휑
( )

푔 푡 , 푠, 푥 휂(푠) ,푦 휂(푠) 푑푠

− 휑
( 2)

0
푔 푡2, 푠, 푥 휂(푠) ,푦 휂(푠) 푑푠  

 ≤ 휔 (퐴, 휀) + 휔 (ℎ, 휀) 

+
1
32 ln +

3휔 푥,휔 (휉, 휀) + 3휔 푦,휔 (휉, 휀)
4  

 +훿휔 (푓, 휀)푀4 + 1
32 ln 1 +

3 , ( , ) 3 , ( , )

4 훿푀4 

 + 3
64 푟 + 푀2 ×

훿 훽 휔 (푔, 휀)

+훿 퐾휔 (훽, 휀)
 

 ≤ 휔 (퐴, 휀) + 휔 (ℎ, 휀) + 
1
16 ln 1

+
3휔 푥,휔 (휉, 휀) + 3휔 푦,휔 (휉, 휀)

4  

 +휔 (푓, 휀) + 3
64 푟 + 푀2 ×

훿 훽 휔 (푔, 휀) + 훿 퐾휔 (훽, 휀) ,  )22(  
 

 که در آن

휔 (퐴, 휀) = sup
|퐴(푡1) − 퐴(푡2)|: 푡1, 푡2 ∈

[0,퐿], |푡1 − 푡2| ≤ 휀 ,  

휔 (ℎ, 휀)

= sup
|ℎ(푡2, 푥,푦)− ℎ(푡1, 푥,푦)|: 푡1, 푡2

∈ [0, 퐿], |푡1 − 푡2| ≤ 휀, 푥,푦 ∈ [−푟, 푟]  

휔 (휉, 휀) = sup
|휉(푡1) − 휉(푡2)|: 푡1, 푡2 ∈

[0,퐿], |푡1 − 푡2| ≤ 휀 , 

휔 푥,휔 (휉, 휀)  

= sup
푥(푡1) −
푥(푡2) : 푡1, 푡2 ∈ [0,퐿],

|푡1 − 푡2| ≤ 휔 (휉, 휀)
, 

퐾 = 훽 sup
|푔(푡, 푠, 푥, 푦)|: 푡 ∈ [0,퐿],푠 ∈

[0,β ],푥,푦 ∈ [−푟, 푟] ,  

휔 (푓, 휀)

= sup
푓(푡2, 푥,푦)−
푓(푡1, 푥, 푦) : 푡1, 푡2

∈ [0, 퐿], |푡1 − 푡2| ≤ 휀, 푥,푦 ∈ [−푟, 푟]
, 

 휔 (푔, 휀) =

sup
푔(푡1, 푠, 푥, 푦)
−푔(푡2, 푠,푥,푦) : 푡1, 푡2 ∈ [0,퐿], |푡1 − 푡2| ≤ 휀,

푠 ∈ [0,훽 ],푥, 푦 ∈ [−푟, 푟]
,  

휔 (훽, 휀)

= sup
|훽(푡1 − 훽(푡2)|:

푡1, 푡2 ∈ [0,퐿], |푡1 − 푡2| ≤ 휀 . 

푋١ک عضو دلخواه ي (푥,푦)چون  × 푋است لذا ٢٢در ( ٢ (  

휔 (퐹(푋 × 푋 ), 휀)
≤ 휔 (퐴, 휀) + 휔 (ℎ, 휀)

+
1
16 ln 1

+
3휔 푥,휔 (휉, 휀) + 3휔 푦,휔 (휉, 휀)

4  

+훿휔 (푓, 휀)푀4 + 3
64 푟 + 푀2 ×

훿 훽 휔 (푔, 휀) + 훿 퐾휔 (훽, 휀) .  )23(  

[퐿,0] يب رو يبترت ℎ, 푔 ,푓کنواخت ي يوستگيحال پ ×
[−푟, 푟] × [−푟, 푟]،  

 [٠,퐿] × [٠,훽 ] × [−푟, 푟] × [−푟, 푟]  و
[٠,퐿] × [−푟, 푟] × [−푟, 푟] کند که يم جابيا

휔 (푓, 휀) → ٠ ،휔 (푔, 휀) → 휔و  ٠ (ℎ, 휀) → ٠ 
휀 يوقت →    يرو  퐴و 휉,훽کنواخت ي يوستگين پي. همچن٠

[٠,퐿]کند يجاب ميا휔 (휉, 휀) → ٠ ،휔 (훽, 휀) → ٠ 
휔و  (퐴, 휀) → 휀 يوقت ٠ → ٠.  

휀 ي) وقت٢٣گرفتن در (ن با حد يبنابرا →   ميدار ٠

휔0 퐹(푋1 × 푋2) ≤ 

1
16 ln 1 + 3 0 ( 1) 3 0 ( 2)

4   )24(  

퐿) ٢٤حال اگر در ( →   آنگاه  ∞
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휔0 퐹(푋1 × 푋2) ≤ 
1
16 ln 1 + 3 0( 1) 3 0( 2)

4   )25(  

,(푥,푦)هر  يبعلاوه برا (푢, 푣) ∈ 푋١ × 푋و   ٢푡 ∈
ℝ ميدلخواه دار  

|퐹(푥, 푦)(푡) − 퐹(푢,푣)(푡)|
≤ |ℎ(푡, 푥(휉(푡)),푦(휉(푡)))
− ℎ(푡,푢(휉(푡)),푣(휉(푡)))| 

 + 푓 푡,푥 휉(푡) ,푦 휉(푡)
−푓(푡,푢(휉(푡)),푣(휉(푡)))

× 

휑
( )
푔(푡, 푠, 푥(휂(푠)),푦(휂(푠)))푑푠  

 + 푓 푡, 푢 휉(푡) ,푣 휉(푡)
−푓(푡, 0,0)

+

|푓(푡, 0,0)| × 

 
휑 ∫

( ) 푔 푡, 푠,푥 휂(푠) ,푦 휂(푠) 푑푠

−휑 ∫
( ) 푔(푡, 푠,푢(휂(푠)),푣(휂(푠)))푑푠

 

 ≤ 1
32 ln 1 + 3 1( ( )) 3 2( ( ))

4 +
1
32 ln 1 + 3 1( ( )) 3 2( ( ))

4 훿푀4 

 + 1
32 ln 1 + 3 ( ) 3 ( )

4 + 푀2 × 

훿
( ) 푔(푡, 푠, 푥(휂(푠)),푦(휂(푠)))

−푔(푡,푠,푢(휂(푠)),푣(휂(푠))) 푑푠  

 ≤ 1
16 ln 1 + 3 1( ( )) 3 2( ( ))

4 +
1
32 ln 1 + 3‖ ‖ 3‖ ‖

4 + 푀2 ×

훿 ∫
( ) 푔 푡, 푠, 푥 휂(푠) ,푦 휂(푠)

−푔(푡, 푠,푢(휂(푠)),푣(휂(푠)))
푑푠 . 

)26(  

,(푥,푦)چون   (푢, 푣)   و푡 ) جاب ين اي) دلخواه اند ا٢٦در
 کند کهيم

 푑푖푎푚퐹(푋1 × 푋2)(푡) ≤ 

1
16 ln 1

+
3푑푖푎푚푋1 휉(푡) + 3푑푖푎푚푋2 휉(푡)

4  

+ 1
32 ln 1 + 3‖ ‖ 3‖ ‖

4 + 푀2  ×                      

훿 ∫
( ) 푔 푡, 푠,푥 휂(푠) ,푦 휂(푠)

−푔(푡, 푠,푢(휂(푠)),푣(휂(푠)))
푑푠  

)  ٢٧( ين که در نامساو ين رو  با توجه به (ب)  و اياز ا
휉(푡) → 푡 يوقت ∞ → ) ١٤و سپس با استفاده از ( ∞

  شود که يجه مينت

limsup
→

 푑푖푎푚퐹(푋1 × 푋2)(푡) ≤ 

1
16 ln 1

+
3푑푖푎푚 푋1(휉(푡)) + 3푑푖푎푚 푋2(휉(푡))

4  

 )28(  

 )٢٨) و (٢٥ق (يسرانجام با تلف

 휔0 퐹(푋1 × 푋2) + limsup
→

 푑푖푎푚퐹(푋1 ×

푋2)(푡) 

 ≤ 1
16 ln 1 + 3 0( 1) 3 0( 2)

4 +
1
16 ln 1 + 3 1( ( )) 3 2( ( ))

4 ≤ 

 1
4 ln 1 +

3[ 0( 1) 1( ( ))] 3[ 0( 2) 2( ( ))]
4

   )29(  
  مي) دار٢٩ن رو از  (ياز ا
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휇 퐹(푋1 × 푋2) ≤
1
4 ln 1

+
3휇(푋1) + 3휇(푋2)

4  
) است. حال ١١ف (يبر حسب تعر ياندازه نافشردگ 휇که در آن 

ک زوج نقطه ثابت در يحداقل  퐹  ١٠-٢جه يبا توجه به نت
퐵퐶(ℝ يفضا ) × 퐵퐶(ℝ+) .دارد و اثبات تمام است  

  يوجود جواب برا يبررس يک مثال برايسرانجام 
م.يدهيارائه م يک دستگاه از معادلات انتگرال تابعي  

-ير را در نظر ميز يدستگاه معادلات انتگرال تابعمثال.  ٢-٣
 م يريگ

푥(푡) =
1
3 푒

2 +
1
5 sin푡 + 

1
4 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푥(푡2)| + 

1
4 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푦(푡2)| + 

  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 1

4 ln 1 +
1
32 ln 1 +

3
4 |푥(푡2)|

+
푒
16 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푦(푡2)|

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

× 

arctan ∫ 1 √5

1 4 √5 1 4 √5
√

0 , 

푦(푡) =
1
3 푒

2 +
1
5 sin푡 + 

1
4 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푦(푡2)| + 

1
4 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푥(푡2)| + 

  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡14 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푦(푡2)| +

푒
16 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푥(푡2)|

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

× 

arctan 1 √5

1 4 √5 1 4 √5

√

0
 

)30(     
ک  ين دستگاه يکه اشود يده ميد ير به آسانيز يبا انتخاب ها 

) است. ١٢حالات خاص از دستگاه معادلات انتگرال (  

ℎ(푡, 푥, 푦) =
1
5 sin푡 + 

1
4 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푥| + 

1
4 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푦|  

푓(푡,푥, 푦) =
1
4 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푥| + 

푒
16 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푦|  

푔(푡, 푠,푥,푦) =
ln(1 + s|푥(푡)|)

푒 1 + 푥 4(푡) 1 + 푦4(푡)
 

퐴(푡) =
1
3 푒

2 , 휉(푡) = 푡2, 

휂(푡) = √푡5 ,훽(푡) = √푡, 

휑(푥) = arctan푥. 

) ٣٠(معادله  يبرا ١-٣ هيط قضيم تمام شرايدهياکنون نشان م
  برقرار است.

مشاهده  يط (الف)، (ب) و  (ج) بوضوح برقرارند و به آسانيشرا
푀١شود که  يم = ١

٣
  ،훿 = 훼.    و  ١ = ١  

푀٢بوضوح  = 푀٣و   ٠ = ١
٥

  ، لذا شرط (د) برقرار است.

푡د ياکنون فرض کنوسته اند. يپ ℎو   푓بوضوح  ∈ ℝ     و
푥, 푦, 푧,푢,푣 ∈ ℝ  باشند که  يبه قسم|푥| ≥ |푢|, 

|푦| ≥ |푣|قت که ين حقي، حال با توجه به ا  

1
4 ln 1 +

3
4 |푥 − 푢| +

1
4 ln 1 +

3
4 |푦 − 푣|

≤ ln 1

+
3|푥 − 푢| + 3|푦 − 푣|

4  

  مير را داريبرآورد ز

|푓(푡, 푥, 푦)− 푓(푡,푢, 푣)| 
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≤
1
4 ln

1 + 1
32 ln 1 + 3

4 |푥|

1 + 1
32 ln 1 + 3

4 |푢|

+
푒
16 ln

1 + 1
32 ln 1 + 3

4 |푦|

1 + 1
32 ln 1 + 3

4 |푣|
 

≤
1
4 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푥|

−
1
32 ln 1 +

3
4 |푢|  

+
1
4 ln 1 +

1
32 ln 1 +

3
4 |푦|

−
1
32 ln 1 +

3
4 |푣|  

≤
1
4 ln 1 +

1
32 ln

1 + 3
4 |푥|

1 + 3
4 |푢|

 

+
1
4 ln 1 +

1
32 ln

1 + 3
4 |푦|

1 + 3
4 |푣|

 

  

≤
1
4

1
32 ln

1 + 3
4 |푥|

1 + 3
4 |푢|

+
1
4

1
32 ln

1 + 3
4 |푦|

1 + 3
4 |푣|

 

≤
1
4

1
32 ln 1 +

3
4 |푥 − 푢|  

+
1
4

1
32 ln 1 +

3
4 |푦 − 푣|  

≤
1
32 ln 1 +

3
4 |푥 − 푢| + 3

4 |푦 − 푣|
4  

≤
1
32 ln 1 +

3|푥 − 푢| + 3|푦 − 푣|
4  

)31(  

  توان نشان داديبطور مشابه م

|ℎ(푡, 푥,푦) − ℎ(푡,푢, 푣)| ≤ 

1
32 ln 1 +

3|푥 − 푢| + 3|푦 − 푣|
4 . 

 )32(  

|푢|حالت  ي) را برا٣٢) و (٣١( يبطور مشابه برآوردها ≥
|푥|, |푣| ≥ |푦|   دهد ين نشان ميتوان نوشت. ايز مين

  شرط (ه) برقرار است.   

شود که، بوضوح يشرط (و) ملاحظه م يبرقرار يو سرانجام برا
푔 وسته است  يپ. 

,푡هر  يبرابعلاوه    푠 ∈ ℝ ,푥و     + 푦,푢, 푣 ∈ ℝ 
  م يدار

|푔(푡, 푠,푥 ,푦) − 푔(푡, 푠, 푢,푣)| ≤
٢푠
푒 . 

ن روياز ا  

Lim
→

√ 푔 푡, 푠,푥 휂(푠) ,푦 휂(푠)

−푔 푡, 푠,푢 휂(푠) ,푣 휂(푠)
푑푠

= 0, 
,푥نسبت به   يين همگرايکه ا 푦,푢,푣 ∈ 퐵퐶(ℝ ) 

 .يکنواخت است 

,푡هر  يبعلاوه برا  푠 ∈ ℝ  و 푥,푦 ∈ ℝم يدار  
( )
푔 푡, 푠, 푥 휂(푠) ,푦 휂(푠) 푑푠  

≤
푡
푒 . 

   نيبنابرا
푀

= sup

( )

푔 푡, 푠, 푥 휂(푠) ,푦 휂(푠) 푑푠 :

푡 ∈ ℝ , 푥,푦 ∈ 퐵퐶(ℝ )
 

= sup : 푡 ≥ 0 = 1 ≅ 0.3679  

  بعلاوه
 . 훿푀٤ = ١ < ١ 

برقرار است و دستگاه معادلات  ١-٣ه يط قضين تمام شرايبنابرا
퐵퐶(ℝ ي ک جواب در فضاي ) حداقل ٣٠انتگرال ( ) ×

퐵퐶(ℝ   .دارد (
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