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  چکيده
φ:프	يک جبر باناخ دوگان باشد. نگاشت خطي  (∗픅,픅)يک جبر باناخ و  프فرض کنيد  ⟶ 픅  را يک نگاشتδ -

aهمريختي گوييم هرگاه بازاي هر  , a ∈ 프  داشته باشيم‖φ(a a ) − φ(a )φ(a )‖ ≤ δ‖a ‖‖a . در اين ‖
آوريم، نشان خواهيم پردازيم. در بين نتايجي که بدست ميمي 픅به توي  프همريختي از -δهاي ي نگاشتمقاله، به مطالعه

:φداد اگر  프 ⟶ 픅  نگاشتδ - همريختي باشد و픅∗  شده توسط روي زير جبر توليدφ(프)  ضربي باشد، آنگاه نگاشتφ 
‖φ‖کراندار است و  ≤ 1 + δ.  

  
  ، جبرهاي باناخ دوگان.۲ضربي-δتابعک  ،۱همريختي- δنگاشت  هاي کليدي: واژه
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  مقدمه - ۱
ها روي جبرهاي باناخ در طول بحث پيوستگي همريختي

ساهاي گذشته، موضوعي جذاب براي برخي از رياضيدانها 
هاي زيادي در اين خصوص انجام شده بوده است. تلاش

ها عنوان حاصل اين تلاشتوان بهو نتايج بسياري را مي
علاقه به اين موضوع با طرح اين برشمرد. در حقيقت 

روي يک جبر باناخ  ۱سوال شروع شد که آيا نرم کامل
  يکتاست؟

نشان داد  ،[5]ي خود در مقاله ۲، جانسون۱۹۶۷سال 
اگر  ،픅 ۳و جبر باناخ نيم ساده 프براي جبر باناخ 

φ: 프 ⟶ 픅  يک نگاشت همريختي پوشا باشد، آنگاهφ 
است. اولين و  ۴پيوستهطور خودکار نگاشتي است که به

ي اين قضيه اين بود که هر جبر باناخ نيم زيباترين نتيجه
ساده داراي يک نرم کامل يکتاست. براي ديدن اين 
موضوع، کافيست نگاشت هماني را روي يک جبر باناخ 
نيم ساده در نظر بگيريم؛ بنا به قضيه ي جانسون، نگاشت 

دو نرم کامل  هماني پيوسته خواهد شد و اين معادل بودن
ي را روي جبر باناخ نيم ساده اثبات خواهد کرد. قضيه

ک ي 픅در حالتي که  ۵، توسط ديلز۱۹۷۸جانسون، سال
پوشا  لزوماً φنيم ساده و تعويض پذير است و  جبر باناخ

نيست اثبات شد؛ براي ديدن اثباتي از اين قضيه خواننده 
  .مراجعه کند [Proposition 4.2 ,3]تواند به مي

ها روي نگاشت و يا بديهي است که با کاهش فرض
شود، به نتايج جبرهايي که نگاشت بين آنها تعريف مي

هاي ها و تابعکبهتري دست پيدا خواهيم کرد. نگاشت
	δ-ها و ضربي گزينه مناسبي براي جايگزيني نگاشت

هاي باشند. بحث پيوستگي تايعکهاي ضربي ميتابعک
δ-هاي ضربي و نگاشتδ–۶ضربي با کارهاي ياروش 

هاي ضربي ها در مقايسه با نگاشتشروع شد. اين نگاشت
عبارت ديگر هر نگاشت ضربي يک نگاشت ترند؛ بهضعيف

 ضربي است.-۰
نشان داد که براي  ،[Proposition 5.5 ,9]روش در  يا

:φاگر  프جبر باناخ  프 ⟶ C(X) که در آن ،X  يک
فضاي به طور موضعي فشرده و هاسدورف است، يک 

‖φ‖ضربي باشد آنگاه –δتابعک  ≤ 1 + δ اين قضيه .
هاي قضيه و اثبات آن جانسون را بر آن داشت تا فرض

اول خود را کاهش دهد، در حقيقت او توانست نشان دهد 

اگر  ،픅و جبر باناخ نيم ساده  프براي جبر باناخ 
φ: 프 ⟶ 픅  يک نگاشتδ- ،همريختي پوشا باشد

طور خودکار پيوسته است. او نگاشتي است که به φآنگاه 
يک جبر  픅همچنين توانست نشان دهد، در حالتي که 

:φباناخ نيم ساده و تعويض پذير است و  프 ⟶ 픅  يک
  †.[6]پيوسته است  φآنگاه  ،همريختي-δنگاشت 

 -δهاي توان در مورد نگاشتاز نتايجي ديگري که مي
 프همريختي بيان کرد اين گزاره از جانسون است: اگر 

طور قوي نيم و يک جبر باناخ يکدار، به 픅يک جبر باناخ 
:φساده و  프 ⟶ 픅  يک نگاشتδ - همريختي با برد

در اين مقاله، او . [6]پيوسته است  φچگال باشد آنگاه 
يک جبر باناخ باشد که هر  프دهد، اگر هچنين نشان مي

نگاشت همريختي از آن به هر جبر نرمداري پيوسته باشد 
:φهمريختي -δآنگاه نگاشت  프 ⟶ 픅  که در آن픅 

  يک جبر نرمدار است، پيوسته خواهد بود.
هاي مطالعات زيادي نيز در خصوص پيوستگي نگاشت

δ-  همريختي رويc∗ -  جبرها انجام شده است که از آن
هاي جانسون اشاره کرد؛ به طور ان به کارتوجمله مي

 ، اگر픅و  프جبر  -∗cمثال او نشان داد که براي دو 
φ: 프 ⟶ 픅  يک نگاشتδ - همريختي باشد که براي
:ψآن نگاشت  프 ⟶ 픅 ي با ضابطهψ(a) =

φ(a∗)∗ − φ(a)  پيوسته باشد، آنگاهφ  پيوسته است
[6].  

به تواند براي اطلاع بيشتر در اين موضوع، خواننده مي
کتاب تحسين برانگيز جبرهاي باناخ و پيوستگي خودکار 

  .[4]مراجعه نمايد  ،اثر ديلز
  
  تعاريف و مفاهيم لازم - ۲

در اين بخش، نکاتي را در مورد جبرهاي باناخ بيان و 
يک جبر باناخ  عناصر پذيرياي در رابطه با معکوسقضيه

  به ما کمک  ۳که در اثبات يکي از نتايج مهم بخش 

                                                
1. Complete Norm 
2. Johnson 
3. Semi Simple 
4. Automatic Continuity 
5. Dales 
6. Jarosz 
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کنيم. همچنين در اين بخش، مفهوم کند را بيان ميمي
يک عنصر، راديکال يک جبر باناخ و  ۱شعاع طيفي

کنيم. در پايان اين جبرهاي باناخ نيم ساده را تعريف مي
هايي از آن را تعريف و مثال ۲بخش، جبرهاي باناخ دوگان

 دهيم.ارائه مي
  
عضو  	aيک جبر باناخ و  프فرض کنيد  .تعريف ۲- ۱

نشان  r(a)را با  aدلخواهي از آن باشد. شعاع طيفي 
  کنيمداده و تعريف مي

r(a) = inf{	‖a ‖ 	: n ∈ ℕ	}.  
  

  توان ديد که مي
r(a) = lim → ‖a ‖ .  
 

يک جبر باناخ يکدار باشد.  프فرض کنيد  .قضيه ۲- ۲
aاگر  ∈ 프  وr(a) < 1آنگاه ، 1 − a پذير معکوس

  است و
(1 − a) = 1 + ∑ a    
 

  .[1]مرجع  برهان.
 

روي جبر باناخ  ψتابعک خطي غير صفر  تعريف. ۲- ۳
프 گوييم هرگاه براي هر  ۳را يک تابعک ضربي

a , a ∈ 프 داشته باشيم  
ψ(a a ) = ψ(a )ψ(a ).  
 

را با مجموعه  프هاي ضربي جبر باناخ فضاي تمام تابعک
Ω(프) دهيم. با توجه به اينکه هر نگاشت نشان مي

Ω(프)توان ديد که ضربي پيوسته است مي ⊆ 프∗ که ،
باشد. توپولوژي ضعيف مي 프فضاي دوگان  ∗프در آن 
توان مي م؛دهيتوپولوژي نشان مي -∗wرا با  프روي 

هاي ضربي در فضاي دوگان، ديد که فضاي نگاشت
طور موضعي توپولوژي، يک مجموعه به-∗wنسبت به 

 Ω(프)يکدار است،  프فشرده است و جاييکه جبر باناخ 
باشد توپولوژي، يک مجموعه فشرده مي-∗wنسبت به 

[1].  
 

  را نيم ساده گوييم هرگاه  프جبر باناخ  تعريف. ۲- ۴
r(프) =∩ {kerψ:			ψ ∈ Ω(프)} = {0}.  
 

دو جبر باناخ باشند.  픅و  프فرض کنيد  تعريف. ۲- ۵
، عدد حقيقي مثبتي باشد؛ نگاشت خطي δفرض کنيد 

φ: 프 ⟶ 픅  را يک نگاشتδ– همريختي گوييم هرگاه
aبازاي هر  , a ∈ 프 داشته باشيم  

‖φ(a a ) − φ(a )φ(a )‖ ≤ δ‖a ‖‖a ‖.  
 

:φهمچنين تابعک خطي  프 ⟶ ℂ  را يک تابعکδ–
aضربي گوييم هرگاه بازاي هر  , a ∈ 프  داشته

  ‡باشيم
|φ(a a ) − φ(a )φ(a )| ≤ δ‖a ‖‖a ‖.  
 

ي قدرتمندي وجود دارد هايي قضيهدر مورد چنين نگاشت
  ياروش است.که منسوب به 

 
يک جبر باناخ و  프فرض کنيد  (ياروش). قضيه ۲- ۶

φ: 프 ⟶ ℂ  يک تابعکδ– ضربي باشد. در اين صورت
φ کراندار است و  

‖φ‖ ≤ 1 + δ.  
 

  .[9]مرجع  برهان.
 

را يک جبر باناخ دوگان  픅جبر باناخ  تعريف. ۲- ۷
 ∗픅مانند  ∗픅اي از ناميم هرگاه زير مدول بستهمي

∗픅موجود باشد بطوريکه 
∗ = 픅. عبارت ديگر يک به

جبر باناخ، يک فضاي دوگان است هرگاه ضرب در آن 
توپولوژي، پيوسته باشد. يک جبر باناخ -∗wنسبت به 

  شود. نشان داده مي (∗픅,픅)با نماد  دوگان معمولاً
 ۵، جبرهاي باناخ منظم آرنز۴جبرهاي باناخ فون نويمان

يک  Eباشند. همچنين اگر هايي از اين جبرها ميمثال
픏(E)فضاي انعکاسي باشد آنگاه  = (E⊗E∗)∗ ،

                                                
1. Spectral Radius 
2. Dual Banach Algebras 
3. Multiplicative Functional 
4. von Neumann 
5. Arens Regular 
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يک جبر باناخ دوگان  ،Eفضاي عملگرهاي کراندار روي 
، جبر اندازه Gاست. براي گروه بطور موضعي فشرده 

M(G)،  با پيش دوگانC (G)  نيز يک جبر باناخ
  باشد. دوگان مي

-ريهتوان به جبر فواز جبرهاي باناخ دوگان ديگر مي
B(G) ۱اشتليتس = C∗(G)∗  و دوگان دوم يک جبر

منظم آرنز است، اشاره  픅البته وقتي ، ∗∗픅يعني  픅باناخ 
روي آن  ۲جبر ضربگرها، 픅براي جبر باناخ . [10]کرد 
تحت شرايطي يک جبر باناخ دوگان است؛  M(픅)يعني 

 [8]و  [7]يا   [2]توان بهبراي ديدن اين شرايط مي
  مراجعه کرد.

  
  نتايج اصلي - ۳

کنيم. ما در اين بخش، نتايج اصلي اين مقاله را بيان مي
گيريم که از اي را در نظر ميهمريختي-δهاي نگاشت

شوند. يک جبر باناخ به يک جبر باناخ دوگان تعريف مي
هاي نشان خواهيم داد که تحت شرايطي چنين نگاشت

 کراندارند. اين تلاشي است براي جايگزين کردن يک جبر
  جديد به جاي جبر توابع پيوسته در قضيه ياروش.

که  ضمن بدست آوردن نتايجي از قضيه اصلي، در حالتي
يکدار هستند  (∗픅,픅)و جبر باناخ دوگان  프 جبر باناخ

 φ(1)کنند، تقريبي براي و در شرط مورد نظر صدق مي
  را بدست خواهيم آورد. ‖φ‖و کراني براي 

يک جبر باناخ  (∗픅,픅)يک جبر باناخ و  프فرض کنيد 
:φدوگان باشد. همچنين فرض کنيد  프 ⟶ 픅  يک

همريختي باشد. زير جبر توليد شده توسط -δنگاشت 
φ(프)  در픅  را با픅 دانيم هر دهيم؛ مينشان مي
است. گوييم  픅يک تابعک خطي روي  ∗픅از  ∗bعضو 
픅∗  روي픅  ضربي است هرگاه بازاي هرb∗ ∈ 픅∗ 

b		و هر  , b ∈ 픅   داشته باشيم 		
〈b∗, b b 〉 = 〈b∗, b 〉〈b∗, b 〉			  

				 
 (∗픅,픅)يک جبر باناخ و  프فرض کنيد  لم. ۳- ۱

:φيک جبر باناخ دوگان باشد. اگر  프 ⟶ 픅  يک

 픅روي  ∗픅همريختي باشد بطوريکه -δنگاشت 
  §ضربي باشد آنگاه احکام زير برقرارند:

∗bبازاي هر الف)  ∈ 픅∗ تابعک خطي ،φ ∗ :프 ⟶ ℂ 
φي با ضابطه ∗

(푎) = 〈φ(a), b∗〉  يک تابعک
δ‖b∗‖-ضربي است.  

بطور نقطه اي کراندار باشد آنگاه  픅روي  ∗픅اگر  ب)
∗bبازاي هر  ∈ 픅∗ ،φ ضربي -δMيک تابعک  ∗

  است که در آن
M = sup{‖b∗‖:			b∗ ∈ 픅∗}.  
 

∗bفرض کنيد برهان. الف).  ∈ 픅∗ ، در اينصورت
aبازاي هر  , a ∈ 프 داريم  

φ ∗
(a a ) − φ ∗

(a )φ ∗
(a ) =  

|〈φ(a a ), b∗〉 − 〈φ(a ), b∗〉〈φ(a ), b∗〉|  
≤ ‖φ(a a ) − φ(a )φ(a )‖‖b∗‖	  
≤ δ‖b∗‖‖a ‖‖a ‖.  
 

، ۳(PUB)ي کرانداري يکنواخت با توجه به قضيه ب)
픅∗ بطور يکنواخت کرانداراست؛ بنابراين  

M = sup{‖b∗‖:			b∗ ∈ 픅∗		}  
 

∗bوجود دارد. اکنون  ∈ 픅∗ کنيم، با توجه را انتخاب مي
aبه قسمت الف، براي هر  , a ∈ 프 داريم  

φ ∗
(a a ) − φ ∗

(a )φ ∗
(a )   

≤ δ‖b∗‖‖a ‖‖a ‖  
≤ 	δM‖a ‖‖a ‖.				  

 
 (∗픅,픅)يک جبر باناخ و  프فرض کنيد  لم. ۳- ۲

:φ اگريک جبر باناخ دوگان باشد.  프 ⟶ 픅  يک
 픅روي  ∗픅همريختي باشد بطوريکه -δنگاشت 

∗bضربي باشد آنگاه بازاي هر  ∈ 픅∗  
φ ∗ ≤ 1+ δ‖b∗‖.  

 
با توجه به لم فوق و قضيه ياروش، نامساوي به  برهان.

  آيد.راحتي بدست مي
 

                                                
1. Fourier-Stieltjes 
2. Multiplier Algebra  
3. Principle of Uniform Boundedness 
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 (∗픅,픅)يک جبر باناخ و  프فرض کنيد  قضيه. ۳- ۳
:φيک جبر باناخ دوگان باشد. اگر  프 ⟶ 픅  يک

 픅روي  ∗픅همريختي باشد بطوريکه  -δنگاشت 
  پيوسته است و φضربي باشد آنگاه 

φ ≤ ۱+ δ.  
 

aبراي هر  برهان. ∈ 프 داريم  
‖φ(a)‖  
= sup{|〈φ(a), b∗〉|:		‖b∗‖ ≤ 1	}  
= sup φ ∗

(a) :		‖b∗‖ ≤ 1	 		  
≤ sup φ ∗

‖a‖:		‖b∗‖ ≤ 1	 	  
	≤ sup{1 + δ‖b∗‖:		‖b∗‖ ≤ 1		} ‖a‖			  
≤ (1 + δ)‖a‖.				  
** 

  بنابراين
‖φ‖ ≤ 1 + δ	.	  
               

 (∗픅,픅)و ک جبر باناخ ي 프فرض کنيد  قضيه. ۳- ۴
يک جبر باناخ دوگان باشد. همچنين فرض کنيد 

φ: 프 ⟶ 픅  يک نگاشتδ- همريختي باشد بطوريکه
픅∗  روي픅 :ضربي باشد، آنگاه احکام زير برقرارند  

 
:ψ اگر الف) 프 ⟶ 픅 کراندار باشد  يک نگاشت خطي
φ آنگاه +ψ يک نگاشت  

 [δ + ‖ψ‖(3 + 2δ) + ‖ψ‖   همريختي است.- [
 

λاگر  ب) ∈ ℂ  1)آنگاه + λ)φ يک نگاشت  
[(1 + |λ|)(δ + |λ|(1 + δ)   است. همريختي–[(

 
  برهان.

‖(φ + ψ)(a a ) − (φ + ψ)(a )(φ +
ψ)(a )‖  
= ‖φ(a a ) + ψ(a a ) − φ(a )φ(a ) −
φ(a )ψ(a ) − ψ(a )φ(a ) −
ψ(a )ψ(a )‖  
				≤ ‖φ(a a ) − φ(a )φ(a )‖ +
‖ψ‖‖a ‖‖푎 ‖ + 2‖φ‖‖ψ‖‖a ‖‖a ‖ +
‖ψ‖ ‖a ‖‖a ‖ ≤							  
                                                
1. Bounded Approximate Identity 
2. Alaoglu 

[δ + ‖ψ‖(3 + 2δ) + ‖ψ‖ ]‖a ‖‖a ‖.	  
 

aدوباره براي  ب) , a ∈ 프 داريم  
‖(1 + λ)φ(a a ) − (1 + λ)φ(a )(1 +
λ)φ(a )‖					  
= ‖φ(a a ) + λφ(a a ) − (φ(a ) +
λφ(a ))(φ(a ) + λφ(a )‖						  
≤ ‖φ(a a ) − φ(a )φ(a )‖ +
|λ|‖φ(a a ) − φ(a )φ(a )‖ +
|λ| ‖φ‖ ‖a ‖‖a ‖  
+|λ|‖φ‖ ‖a ‖‖a ‖  
≤ δ(1 + |λ|)‖a ‖‖a ‖		  
+|λ|(1 + |λ|)(1 + δ) ‖a ‖‖a ‖ =			  
[(1 + |λ|)(δ + |λ|(1 + δ) )]‖a ‖‖a ‖.	  
 

  گردد.بنابراين حکم ثابت مي
 

يک جبر باناخ يکدار و  프فرض کنيد  قضيه. ۳- ۵
(픅,픅∗)  يک جبر باناخ دوگان يکدار باشد. همچنين

:φفرض کنيد  프 ⟶ 픅  يک نگاشتδ - همريختي
ضربي باشد. آنگاه احکام  픅روي  ∗픅باشد بطوريکه 

  زير برقرارند:
  

δاگر  الف) 1‖آنگاه يا  > − φ(1)‖ < 2δ  که
1در اين حالت  − 2δ ≤ ‖φ‖ يا  و‖φ‖ < 2δ.  

  
مانند  ۱داراي هماني تقريبي کرانداري 프فرض کنيد  ب)

(e 0باشد. اگر  Kبا کران  ( < δ < (4K ) 
limآنگاه يا  sup‖1 − φ(e )‖ < 2δK  که در

Kاين حالت  − 2δK < ‖φ‖  و يا
lim sup‖φ(e )‖ < 2δK  که در اين حالت

‖φ‖داريم  < 2δK.  
  

کافيست فقط قسمت ب) را ثابت کنيم. با توجه  برهان.
φ(e)، ۳-۳به قضيه  يک تور کراندار با کران  ((

(1 + δ)K  در픅 فرض کنيد ست. اB  مجموعه نقاط
w∗- انباشتگي تور مذکور در픅 ي بنا به قضيه باشد؛

,bعناصر . تهي نيست B، ۲آلااقلو b′  را ازB  انتخاب
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e)کنيم؛ فرض کنيد مي e)و  ( دو زير تور از  (
(e   باشند که (

w∗ − lim φ e = b	  
w∗ − lim φ e = b   

lim کهاز آنجايي e e = e،  برايb∗ ∈ 픅∗ 
  ††داريم. 

lim lim〈φ(e e ), b∗〉	 

= lim lim〈e e , φ∗(b∗)〉 

= lim 〈lime e , φ∗(b∗)		〉 

= lim〈e , φ∗(b∗)	〉 

= lim〈φ e , b∗〉 

= 〈b, b∗〉. 
 

پيوسته -∗wبطور مجزا  픅کنيم ضرب در ياد آوري مي
  باشد. لذا با توجه به روابط فوقمي

w∗ − lim w∗ − lim φ e e −

φ e φ e = b(1 − b ).  
 

همريختي است، -  δيک نگاشت  φ گراز طرف دي
  بنابراين

φ e e − φ e φ e < δK   
 

∗b هر براي ∈ 픅∗ ،داريم  
|〈b(1 − b ), b∗〉| =
lim lim 〈φ e e − φ e φ e , b∗〉   
≤ lim lim φ e e − φ e φ e ‖b∗‖ 

≤ δK ‖b∗‖. 
 

  بنابراين
‖b(1 − b )‖ ≤ δK <   
 

bبا انتخاب  = b′ ،کنيم که يا ملاحظه مي 
‖1 − b‖ < 2δK   
 

  يا  و
‖b‖ < 1 − (1 − 4δK ) < 2δK2.  

                                                
 

1‖اگر  − b′‖ < 2δK  و‖b‖ < 2δK  آنگاه
‖b(1 − b )‖ که يک تناقض است. بنابراين يا  <

bبراي هر  ∈ B ، 1‖داريم − b‖ < 2δK  و يا
bبراي هر  ∈ B  داريم‖b‖ <2δK حالت اول . در

  داريم
lim sup‖1 − φ(e )‖ < 2δK   
 

  بنابراين
1 − 2δK < lim sup‖φ(e )‖ 	< K‖φ‖.  
 

limو در حالت دوم داريم  sup‖φ(e )‖ <
2δK . در اين حالت، اگرb ∈ B ، با گرفتن حد روي

  يک زير تور مناسب از نامساوي
‖φ(ae ) − φ(a)φ(e )‖ ≤ δ‖a‖K  

  
aبراي هر  ∈ 프 ،خواهيم داشت  

φ(a)(1 − b) ≤ δ‖a‖K.  
 

  کنيماکنون ملاحظه مي
r(b) ≤ ‖b‖ < 2δK <    
 

r(b)بنابراين  < ، ۲-۲و در نتيجه با توجه به قضيه  1
1 − b پذير است ووارون  

(1 − b) = 1 + ∑ b   
 

  و لذا
‖(1 − b) ‖ ≤ 1 + ∑ ‖b‖ .  
< 1+ ∑ = 2  
 

  اکنون داريم 
‖φ(a)‖  
= ‖φ(a)(1 − b)(1 − b) ‖  
≤ ‖φ(a)(1 − b)‖‖(1 − b) ‖  
≤ 2δK‖a‖.  
 

aاين نامساوي بازاي هر  ∈ 프 درست است، بنابراين  
‖φ‖ ≤ 2δK.  
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