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  چکيده
مجرد  يفضا يافتن معکوس عملگر قاب روي يبرا يبازگشت يهاتمياز الگور يکنترل شده ارائه شدند تا حل عدد يهاقاب

دسته  يلبرتيمدول ه- *C يباشند. فضاهايها ماز مفهوم قاب يميها تعمقاب-gو  يقيتلف يهاابد. قابيبهبود لبرت يه
ن تفاوت که يباشند با ايلبرت ميه ياز فضاها يمين فضاها تعميباناخ هستند. ا يلبرت و فضاهايه ين فضاهايما ب يعيوس

  وعه اعدا مختلط.رد نه لزوماً در مجميگيجبر قرار م- *Cدر  يضرب داخل
اند. دهيف و مشخص گرديتعر يلبرتيمدول ه- *Cکنترل شده در  يقيتلف يهاکنترل شده و قاب يهاقاب-gن مقاله يدر ا

 يقاب معمول-gک ي ياقاب کنترل شده-gهر  يلبرتيمدول ه-*C يشود که در فضايلبرت نشان داده ميه يمشابه فضا
مورد  يقيتلف يهاو قاب يلبرتيمدول ه- *C يکنترل شده در فضا يقيتلف يهان قابين رابطه بياست و بلعکس. همچن

 يقيبسته قاب تلف يهار مدولياز ز يادارد چگونه خانوادهيان ميکه ب يت شرط کافيقرار گرفته شده است. در نها يبررس
  ده است.يان گرديدهند بيل ميکنترل شده را تشک

  
  ، قاب کنترل شده.يقيقاب،  قاب تلف-g ي، قاب،لبرتيمدول ه- *C هاي کليدي: واژه
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 مقدمه - ۱
 ۱۹۵۲ن بار در سال ياول يلبرت برايه يها در فضاقاب

ر يه غيفور يهايمطالعه سر ي] برا۱فر[ين و شيتوسط داف
ر در ي، گراسمان و ميدند. دابوشيگرد يک معرفيهارمون
] و از ۲و گسترش دادند[ يمجدداً آنها را معرف ۱۹۸۶سال 

  ژه قرار گرفت. يها مورد توجه ومفهوم قاب آن به بعد
] ۳ها به [ه در مورد قابيج اوليمشاهده نتا يتوان برايم

  مراجعه نمود.
 ين فضايما ب يي، فضاهايلبرتيمدول ه- *C يفضاها

ن بار ين فضاها اوليباشند. ساختار ايلبرت و باناخ ميه
]. ۴د[يگرد يمعرف ۱۹۵۲در سال  يتوسط کاپلانسک

ه يدر نظر يبه عنوان ابزار يلبرتيمدول ه-*C يفضاها
رند. يگيمورد استفاده قرار م يجبر يعملگرها و عملگرها

ه يها در نظراز مثال ين آنها به عنوان منبع مهميهمچن
  عملگرها کاربرد دارند.

توسط فرانک  يلبرتيه يهامدول- *Cها در مفهوم قاب
ک در يکلاس يهاشدند. آنها قاب ي] معرف۵و لارسن در [

C* -از  يک سريف کردند و يرا تعر يلبرتيه يهامدول
 يلبرتيه يهامدول-*Cها در ن قابيا يج براينتا

که ي يجبرها- *C يد شده رويرا تول ا شماي يمتناه
- *Cلبرت به يه يج از فضايم نتايبدست آوردند. تعم

 يهاست چون تفاوتين ياکار ساده يلبرتيمدول ه
مدول - *Cلبرت و يه ين فضايب يو مهم ياساس

 يابسته ير فضايعنوان مثال، هر زوجود دارد. به يلبرتيه
ن يمتمم متعامد است اما ا يلبرت دارايه يدر فضا

ست. يبرقرار ن يلبرتيه يهامدول- *Cموضوع در مورد 
 يهامدول-*Cشتر در مورد يات بيمشاهده جزئ يبرا
] را مطالعه نمود. ۷] و [۶توان مراجع [يم يلبرتيه

 يهامدول-*Cها در مشاهده خواص قاب ين برايچنهم
  د.يي] مراجعه نما۱۰-۸به منابع [ يلبرتيه

 يلبرتيه يهامدول-*Cها در قاب-gو  يقيتلف يهاقاب
کنترل شده در  يهاقاب راًيدند. اخيگرد ي] معرف۱۱در [
C* -اند. شده ي] معرف۱۲[ يلبرتيه يهامدول  
 يقيتلف يهاه و قابکنترل شد يهاقاب-g ن مقاله يدر ا

 يف و بعضيتعر يلبرتيه يهامدول- *Cکنترل شده در 
ها في، تعر۲گردد. در بخش يم يآنها بررس يهايژگياز و

ها و قاب-g، يقيتلف يهااز قابيه مورد نيم اوليو مفاه

 يلبرتيه يهامدول- *Cکنترل شده در  يهاقاب
 کنترل يهاقاب-g، ۳گردد. سپس در بخش يم يادآوري

، ۴و در بخش  يمعرف يلبرتيه يهامدول- *Cشده در 
 يلبرتيه يهامدول-*Cکنترل شده در  يقيتلف يهاقاب
  شوند.يف ميتعر
  
  هيم اوليازها و مفاهيش نيپ - ۲

لازم  يهافيه و تعرياز خواص پا يبرخن بخش ابتدا يدر ا
 يفضاها گردد.يارائه م يلبرتيه يهامدول- *Cاز 
C* -لبرت هستند يه ياز فضاها يميتعم يلبرتيمدول ه
  جبر قرار - *Cک يدر  ين تفاوت که ضرب داخليبا ا

  رد نه لزوماً در مجموعه اعداد مختلط.يگيم
 يک فضايجبر باشد. -*C يک فضاي ࣛد يفرض کن

مدول چپ - ࣛعبارت است از  يلبرتيمدول ه-ࣛش يپ
ℋ يبا نگاشت ضرب داخل 〈∙,∙〉:	ℋ ×ℋ	 → 	ࣛ 

  د:ر صدق کنيط زيکه در شرا
,݂هر  ي) برا۱ ݃, ℎ ∈ ℋ  وα, ߚ ∈ 	ℂ،  

݂ߙ〉 + ,݃ߚ ℎ〉 = ,	݂〉ߙ ℎ〉 + ,݃〉ߚ ℎ〉؛ 
 

,݂هر  ي) برا۲ ݃ ∈ ℋ  ܽو ∈ 	ࣛ، 
,݂ܽ〉؛ ݃〉 = ܽ〈݂, ݃〉 
 

,݂هر  يبرا )۳ ݃ ∈ ℋ ،؛〈݂, ݃〉 = 〈g, f〉∗  
  
݂هر  يبرا )۴ ∈ ℋ ،〈݂, ݂〉 ≥ 0.  
  
݂هر  يبرا ∈ ℋ ينرم رو ℋ  به صورت‖݂‖ℋ =

‖〈݂, ݂〉‖ℋ
ଵ ଶ⁄ گردد. اگر يف ميرتعℋ ن نرم کامل يبا ا

ا ي ࣛ ي(چپ) رو يلبرتيمدول ه-*C راℋ باشد، آنگاه 
  ند.ي(چپ) گو يلبرتيمدول ه-  ࣛ

 باشد ࣛجبر - *C يرو يعملگر الحاق *د يفرض کن
,ܽهر يبرا يعني ܾ ∈ λو  	ࣛ ∈ ℂ م:يداشته باش  
)۱ ((ܽ∗)∗ = ܽ ،  
)۲ ((ܽ + ܾ)∗ = ܽ∗ + ܾ∗ ،  
)۳((ܾܽ)∗ = ܾ∗ܽ∗  
∗(ܽߣ)) ۴( =    .∗ܽߣ̅

∗ܽند هرگاه يرا مثبت گو ࣛجبر - *Cاز  aعضو  = ܽ   
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ن يمثبت باشد. در ا يقير مجموعه اعداد حقيز aف يو ط
ܽ ميسينويحالت م ≥ ر يصورت زبه aف يکه ط .0

  شود:يف ميتعر
(ܽ)ߪ = ቄߣ ∈ ℂ:	نيست	پذير	معکوس	1ߣ − ܽቅ. 

  
|݂|م يکنيمف ين تعريهمچن = 〈݂, ݂〉ଵ ଶ⁄ مرکز .ࣛ 

(ࣛ)ܼعبارت است از  = {ܽ ∈ ࣛ: ab =
ba, ∀b ∈ ܽ. اگر {ࣛ ∈ ∗ܽ، آنگاه (ࣛ)ܼ ∈

باشد،  (ࣛ)ܼاز  يريپذعضو معکوسܽ		و اگر  (ࣛ)ܼ
ଵିܽآنگاه  ∈ از  يعضو مثبت aن اگر ي، همچن(ࣛ)ܼ
ଵܽباشد، آنگاه  (ࣛ)ܼ ଶ⁄ ∈ . نماد (ࣛ)ܼ

نشان دهنده مجموعه تمام  (ࣨ,ℳ)ࣛ݉݋ܪ
  است. ࣨبه  ℳاز  يخط- ࣛ يعملگرها

 ℂا شمارا، ي يس گذار متناهيمجموعه اند ܬ	 ن مقالهيدر ا
ب مجموعه اعداد مختلط و مجموعه اعداد يبه ترت ℝو 
که با يجبر - *Cک ي ࣛباشند. مجموعه  يم يعيطب

|ܽ|و  1ࣛ يعضو همان = (ܽܽ∗)ଵ ଶ⁄ هر  يبرا
ܽ ∈ ࣛ،ܷ, V  وℋ  يلبرتيمدول ه-ࣛ يفضاها 

൛د شده و يا شمارا تولي يمتناه ௝ܸ: ݆ ∈ از  يادنباله ൟܬ
هر  يباشند. برايم ܸبسته از  يلبرتيه يهار مدوليز

݆ ∈ ࣛ݉݋ܪ، مجموعه ܬ
∗ (ܷ, ௝ܸ) يهاخانواده نگاشت 

A -به  ܷر از يالحاق پذيخط௝ܸ ن ينباشند. همچيم
ࣛ݉݋ܪ

∗ (ܷ, ࣛ݉݋ܪبا  (ܷ
∗   شود. يش داده مينما (ܷ)

 دين فرض کنيهمچن
⊕௝∈௃ ௝ܸ = ቄ݃ = ൛݃௝ൟ௝∈௃: ݃௝ ∈

௝ܸ, ∑ 〈݃௝ , ݃௝〉 < ∞௝∈௃ ቅ  
  
݂هر  يبرا = ൛ ௝݂ൟ௝∈௃  ݃و = ൛݃௝ൟ௝∈௃  در

⊕௝∈௃ ௝ܸصورت به يداخل ، اگر حاصل ضرب
〈݂, ݃〉 = ∑ 〈݃௝, ݃௝〉௝∈௃ ف شود، آنگاه يتعر

⊕௝∈௃ ௝ܸ است. يلبرتيمدول ه-ࣛک ي  
 يهامدول-*Cدر  يقيتلف يهاقابها و قاب-gدر ادامه 

  گردد:يم يادآوري يلبرتيه
൛Λ௝ دنباله ∈ ࣛ݉݋ܪ

∗ ൫ܷ, ௝ܸ൯: ݆ ∈ قاب در - gرا  ൟܬ
ر يند هرگاه مقاديگو ௝ܸنسبت به  ܷيتلبريمدول ه-ࣛ

0ثابت  < ܥ ≤ ܦ <    يطوروجود داشته باشند به ∞
  

  که 
,݂〉ܥ ݂〉 ≤ ∑ 〈Λ௝f, Λ௝f〉௝∈௃ ≤ ,݂〉ܦ ݂〉  

  
݂هر  يبرا ∈ ܷ .  

قاب - g ين و بالاييب کران پايرا به ترت ܦو  ܥر يمقاد
سمت راست برقرار باشد، آنگاه  يند. اگر تنها نامساويگو

൛Λ௝: ݆ ∈ ند. اگر يگو ܦبسل با کران -gرا دنباله  ൟܬ
ܥ = :൛Λ௝، آنگاه ܦ ݆ ∈ پ و اگر يقاب ک-gرا  ൟܬ

ܥ = ܦ =  ند.يقاب پارسوال گو-gآن را  1
  

باشد،  يضرب داخل يفضا ℋد يفرض کن: ۱-۲مثال
است. اگر  يلبرتيمدول ه-ℂ يفضا ℋن صورت يدر ا

{ ௝݁: ݆ ∈ باشد، آنگاه  ℋ يکه برايه متعامد يپا {ܬ
{ ௝݁: ݆ ∈  ℋ يلبرتيمدول ه-ℂ يبرا قاب پارسوال {ܬ

  است.
 يدارا ℋ يلبرتيمدول ه- *Cاز  ℳر مدول بسته يز

 ℋاز  ࣨر مدول بسته ياست هرگاه ز يکيمتمم توپولوژ
ℋکه  يوجود داشته باشد به طور =ℳ⊕ࣨ. ر يز

متمم متعامد است هرگاه  يدارا ℋاز  ℳمدول بسته 
ℋ =ℳ⊕ℳୄ ن صورت يا. درΠℳ ∈
ࣛ݉݋ܪ

∗ (ℋ,ℳ) که  ييجاΠℳ:ℋ →ℳ 
  است. ℳ يبه رو ℋاز  رينگاشت تصو

- ࣛ يفضا ℋکه، يجبر -*Cک ي ࣛد يفرض کن
 ࣛها در از وزن يخانواده ا ௝ൟ௝∈௃ݓ൛و  يلبرتيمدول ه

 ࣛر مثبت در مرکز يک عضو معکوس پذيهر  يعنيباشد 
:൛ℳ௝باشد و  ݆ ∈  ℋ يهار مدولياز ز ياخانواده ൟܬ

ن صورت يمتمم متعامد است. در ا يباشد که دارا
൛(ℳ௝, :(௝ݓ ݆ ∈ ند، هرگاه يگو يقيرا قاب تلف ൟܬ

0ر ثابت يمقاد < ܥ ≤ ܦ < وجود داشته باشند به  ∞
  که  يطور

,݂〉ܥ ݂〉 ≤ ∑ ௝ଶݓ 〈Πℳ௝(f), Πℳ௝(f)〉௝∈௃ ≤
,݂〉ܦ ݂〉  

  
݂هر  يبرا ∈ ܷ.  
ن و ييب کران پايرا به ترت ܦو  ܥر يطور مشابه مقادبه 
سمت راست  يند. اگر تنها نامساويگو يقيقاب تلف يبالا

,൛(ℳ௝برقرار باشد، آنگاه  :(௝ݓ ݆ ∈ را دنباله بسل  ൟܬ
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ܥند. اگر يگو ܦبا کران  يقيتلف = ، آنگاه ܦ
൛(ℳ௝, :(௝ݓ ݆ ∈ پ و اگر يک يقيرا قاب تلف ൟܬ

ܥ = ܦ =   ند.يپارسوال گو يقيآن را قاب تلف 1
,൛(ℳ௝اگر  :(௝ݓ ݆ ∈ باشد،  يقيک دنباله بسل تلفي ൟܬ

Πℳೕآنگاه  :ℋ ⟶ℳ௝  ر است.يالحاق پذ  
 

۳ - g-کنترل شده در  يهاقابC*-يهامدول 
  يلبرتيه

 يمدولها- *Cکنترل شده در  يهاقاب- gف يابتدا به تعر
  م.يپردازيم يلبرتيه
  

൛و  Uد يفرض کن :۱-۳فيتعر ௝ܸ: ݆ ∈  يفضاها ൟܬ
C* -ܶو  يلبرتيمدول ه, ܶ′ ∈ . خانواده (ܷ)ାܮܩ

Λ = ൛Λ௝ ∈ ࣛ݉݋ܪ
∗ ൫ܷ, ௝ܸ൯: ݆ ∈ قاب -gرا  ൟܬ

(ܶ, ند، يگو ௝ܸنسبت به  ܷيکنترل شده برا -(′ܶ
ر ثابت يبسل بوده و مقاد-gک دنباله ي Λهرگاه 

0 < ܥ ≤ ܦ <   که  يطورموجود باشند به ∞
,݂〉ܥ ݂〉 ≤ ∑ 〈Λ௝Tf, Λ௝T′f〉௝∈௃ ≤ ,݂〉ܦ ݂〉  

  
݂هر  يبرا ∈ ܷ. 

- g ين و بالاييب کران پايرا به ترت ܦو  ܥ ريمقاد
,ܶ)قاب  يند. اگر تنها نامساويکنترل شده گو -(′ܶ

:൛Λ௝سمت راست برقرار باشد، آنگاه  ݆ ∈ را دنباله  ൟܬ
g- بسل(ܶ, ند. اگر يگو ܦن کنترل شده با کرا -(′ܶ

ܥ = :൛Λ௝، آنگاه ܦ ݆ ∈ ,ܶ)قاب -gرا  ൟܬ ܶ′) - 
ܥپ و اگر يکنترل شده ک = ܦ = قاب -gآن را  1

(ܶ, ᇱܶند. اگر يکنترل شده پارسوال گو -(′ܶ = ، ܫ
Λ آنگاه  = ൛Λ௝: ݆ ∈ کنترل شده -ܶقاب -gک يرا ൟܬ

  ند. يگو
مشاهده ر را يتوان گزاره زيم يف به سادگيبا توجه به تعر

  نمود.
  

൛و  Uد يفرض کن :۲- ۳گزاره  ௝ܸ: ݆ ∈  يفضاها ൟܬ
C* -ܶو  يلبرتيمدول ه ∈ ن صورت ي. در ا(ܷ)ାܮܩ

Λدنباله  = ൛Λ௝ ∈ ࣛ݉݋ܪ
∗ ൫ܷ, ௝ܸ൯: ݆ ∈ ک ي ൟܬ

,ܶ)بسل  -gدنباله  ,ܶ)قاب -gکنترل شده ( -(ܶ ܶ)- 

ܦاست اگر و تنها اگر مقدار ثابت  کنترل شده) < ∞ 
)0 <   که ي) موجود باشد به طوروܥ

∑ หΛ௝Tfห
ଶ

௝∈௃ ≤   ଶ|݂|ܦ
ଶ|݂|ܥ ≤ ∑ หΛ௝Tfห

ଶ
௝∈௃ ≤   ଶ|݂|ܦ

  
݂هر  يبرا ∈ ܷ.  
g- قاب(ܶ, کنترل  - ଶܶقاب - gکنترل شده را  -(ܶ

  ند.يشده گو
  

൛و  Uد يفرض کن :۳-۳لم ௝ܸ: ݆ ∈ - *C يفضاها ൟܬ
,ܶو  يلبرتيمدول ه ܶ′ ∈ . دنباله (ܷ)ାܮܩ

Λ = ൛Λ௝ ∈ ࣛ݉݋ܪ
∗ ൫ܷ, ௝ܸ൯: ݆ ∈ ک دنباله ي ൟܬ

g- بسل(ܶ,  يلبرتيمدول ه- *Cکنترل شده در -(′ܶ
  است اگر و تنها اگر عملگر ௝ܸنسبت به  ܷ

்ܵ,்ᇱ݂ = ∑ ܶ′∗Λ௝∗Λ௝݂ܶ௝∈௃   
  

ثابت باشد و مقدار  ܷبه  ܷاز  يفيعملگر خوش تعر
ܦ <   که  يطوروجود داشته باشد به ∞

∑ 〈Λ௝Tf, Λ௝T′f〉௝∈௃ ≤ ,݂〉ܦ ݂〉  
  
݂هر  يبرا ∈ ܷ.  

  م:ير را داريف زيبا توجه به لم قبل تعر
  

൛و  Uد يفرض کن :۴-۳فيتعر ௝ܸ: ݆ ∈  يفضاها ൟܬ
C* -ܶو  يلبرتيمدول ه, ܶ′ ∈ ن ي. همچن(ܷ)ାܮܩ

  ديفرض کن
Λ = ൛Λ௝ ∈ ࣛ݉݋ܪ

∗ ൫ܷ, ௝ܸ൯: ݆ ∈   ൟܬ
  
,ܶ)بسل -gک دنباله ي نسبت  ܷکنترل شده در -(′ܶ

:୘,୘ᇱܵن صورت عملگر يباشد. در ا ௝ܸبه  U → U  را که
 به صورت 

்ܵ,்ᇱ݂ = ∑ ܶ′∗Λ௝∗Λ௝݂ܶ௝∈௃   
  

,ܶ)قاب-gگردد را عملگر يف ميتعر کنترل شده  -(′ܶ
  ند.يگو
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൛و Uد يکنفرض  :۵- ۳گزاره  ௝ܸ: ݆ ∈  يفضاها  ൟܬ
C* -ܶو  يلبرتيمدول ه, ܶ′ ∈ ن ي. همچن(ܷ)ାܮܩ

Λد دنباله يفرض کن = ൛Λ௝ ∈ ࣛ݉݋ܪ
∗ ൫ܷ, ௝ܸ൯: ݆ ∈  ൟܬ

,ܶ)بسل -g ک دنبالهي مدول - *Cکنترل شده در -(′ܶ
باشد. در  ܦو  ܥ يهابا کران ௝ܸ نسبت به ܷ يلبرتيه
,ܶ)قاب -gن صورت عملگر يا  ᇱ்,்ܵکنترل شده -(′ܶ

  ر، مثبت و خود الحاق است.ير، معکوس پذيپذالحاق
,݂د يبرهان: فرض کن ℎ ∈   ن صورتي. در اܷ

〈்ܵ,்ᇲ݂, ℎ〉 = 〈∑ ܶᇱ∗Λ௝∗Λ௝݂ܶ௝∈௃ , ℎ〉 =
∑ 〈ܶᇱ∗Λ௝∗Λ௝݂ܶ, ℎ〉௝∈௃ =
∑ 〈݂, ܶ∗Λ௝∗Λ௝ܶᇱℎ〉௝∈௃ = 〈݂, ܶ∗ܵஃܶᇱℎ〉  

  
,ܶ)قاب -gعملگر ن يبنابرا  ᇱ்,்ܵکنترل شده -(′ܶ

∗S୘,୘ᇱر است و يالحاق پذ = ܶ∗ܵஃܶᇱ.  
  از آنجا که

〈்ܵ,்ᇲ݂, ݂〉 = ∑ 〈ܶ′∗Λ௝∗Λ௝݂ܶ, ݂〉௝∈௃ =
∑ 〈Λ௝Tf, Λ௝T′f〉௝∈௃   

  
  ميدار

,݂〉ܥ ݂〉 ≤ 〈்ܵ,்ᇲ݂, ݂〉 ≤ ,݂〉ܦ ݂〉  
  و

௎݀ܫܥ ≤ ்ܵ,்ᇲ ≤  .௎݀ܫܦ
  

ر است. از يمثبت و معکوس پذ ᇲ்,்ܵن عملگر يبنابرا
ن يخود الحاق است، بنابرا يآنجا که هر عملگر مثبت

,ܶ)قاب -gعملگر  خود الحاق  ᇱ்,்ܵکنترل شده -(′ܶ
  است.

مدول - *C يدهد که در فضايشان مگزاره بعد ن
قاب کنترل شده است و -gک ي يقاب-gهر  يلبرتيه

  .بلعکس
  

൛و  Uد يفرض کن :۶-۳گزاره ௝ܸ: ݆ ∈  يفضاها ൟܬ
C* -و  يلبرتيمدول ه	ܶ ∈ . خانواده (ܷ)ାܮܩ

Λ = ൛Λ௝ ∈ ࣛ݉݋ܪ
∗ ൫ܷ, ௝ܸ൯: ݆ ∈  قاب-g کي ൟܬ

ܶଶ-گر تنها ا کنترل شده است اگر وΛ ک يg- قاب
  باشد.

Λد يبرهان: فرض کن = ൛Λ௝: ݆ ∈ قاب -gک ي ൟܬ
ܶଶ-ن يباشد. در ا ܦو  ܥ يهاکنترل شده با کران  

  

݂هر  يبرا ۳- ۲صورت بنا به گزاره  ∈   م:يدارܷ
ଶ|݂|ܥ ≤ ∑ หΛ௝Tfห

ଶ
௝∈௃ ≤   .ଶ|݂|ܦ

  
  از آنجا که

ଶ|݂|ܥ = ଵ݂|ଶିܶܶ|ܥ ≤ ଶ|ܶିଵ݂|ଶ‖ܶ‖ܥ ≤
‖ܶ‖ଶ ∑ หΛ௝Tܶିଵfห

ଶ
௝∈௃ = ‖ܶ‖ଶ ∑ หΛ௝fห

ଶ
௝∈௃ .  

  
  نيبنابرا

ଶ|݂|ଶି‖ܶ‖ܥ ≤ ∑ หΛ௝fห
ଶ

௝∈௃ .  
  

  گرياز طرف د
∑ หΛ௝fห

ଶ
௝∈௃ = ∑ หΛ௝Tܶିଵfห

ଶ
௝∈௃ ≤

ଵ݂|ଶିܶ|ܦ ≤   .ଵ‖ଶ|݂|ଶିܶ‖ܦ
  
و  ଶି‖ܶ‖ܥ يهاقاب با کران-gک يپ Λن يابرابن

  باشد.يم ଵ‖ଶିܶ‖ܦ
 ’ܥ يهاقاب با کران-gک ي Λد يحال بلعکس فرض کن

݂هر  ين صورت برايباشد. در ا ’ܦو  ∈   ميدار ܷ
ଶ|݂|′ܥ ≤ ∑ หΛ௝fห

ଶ
௝∈௃ ≤   .ଶ|݂|′ܦ

  
  نيبنابرا

∑ หΛ௝ܶfห
ଶ

௝∈௃ ≤ ଶ|݂ܶ|′ܦ ≤   .ଶ|݂|ଶ‖ܶ‖′ܦ
  

  مين دارييکران پا يحال برا
ଶ|݂|′ܥ = ଵ݂ܶ|ଶିܶ|′ܥ ≤
ଵ‖ଶ|݂ܶ|ଶିܶ‖′ܥ ≤ ‖ܶିଵ‖ଶ∑ หΛ௝Tfห

ଶ
௝∈௃ .  

  
 يهاکنترل شده با کران-ଶܶ قاب-g کي Λن يبنابرا

  باشد.يم ଶ‖ܶ‖′ܦو  ଵ‖ିଶିܶ‖′ܥ
  

Λد يکن فرض :۷-۳گزاره = ൛Λ௝: ݆ ∈ -gک ي ൟܬ
 ௝ܸنسبت به  ܷ يلبرتيمدول ه- *C يفضا يقاب برا
,ܶ باشد و ܶ′ ∈ جابه جا  ஃܵگر و با يکديبا  (ܷ)ାܮܩ

 ن صورت يشود. در ا
Λ = ൛Λ௝ ∈ ࣛ݉݋ܪ

∗ ൫ܷ, ௝ܸ൯: ݆ ∈  قاب-gک ي ൟܬ
(ܶ,  کنترل شده است. -(′ܶ

   ܦو  ܥ يهاقاب با کران-gک ي Λد يبرهان: فرض کن
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ᇱ݉,݉باشد و  > ᇱܯ,ܯو  0 < موجود است به  	∞
  که  يطور

݉ ≤ ܶ ≤ ᇱ݉								,ܯ ≤ ܶᇱ ≤  .ᇱܯ
  

  شوديجا به جا م ஃܵبا  Tنکه ين صورت با توجه به ايدر ا
ܥ݉ ≤ ܶܵஃ ≤  ,ܦܯ

  
  شوديجابه جا م ஃܵܶبا  ’ܶو چون 

݉݉ᇱܥ ≤ ܵ୘,୘ᇲ ≤  .ܦᇱܯܯ
 

مدول -*Cکنترل شده در  يقيتلف يهاقاب - ۴
 يلبرتيه

- *Cکنترل شده در  يقيتلف يهاقاب ن بخشيدر ا
  از  يميشده است که تعم يمعرف يلبرتيه يهامدول
] و ۱۳لبرت [يه يکنترل شده در فضا يقيتلف يهاقاب
 يلبرتيه يهامدول- *C يکنترل شده در فضا يهاقاب

  .باشدي] م۱۲[
  

 ℋکه، يجبر -*Cک ي ࣛد يفرض کن :۱-۴فيتعر
از  ياخانواده ௝ൟ௝∈௃ݓ൛و  يلبرتيمدول ه-  ࣛ يفضا
ر يعضو معکوس پذ ௝ݓهر  يعنيباشد  ࣛها در وزن
:൛ℳ௝است و  ࣛدر مرکز  يمثبت ݆ ∈ از  يخانواده ا ൟܬ

 متمم متعامد است و يباشد که داراℋ يهار مدوليز
ܶ, ܶ′ ∈ ℳن صورت ي. در اା(ℋ)ܮܩ =
൛(ℳ௝, :(௝ݓ ݆ ∈ و  ܶکنترل شده با  يقيرا قاب تلف ൟܬ

,ܶ) يقيا قاب تلفي ’ܶ م هرگاه ييکنترل شده گو-(′ܶ
0ر ثابت يمقاد < ܥ ≤ ܦ < موجود باشند به  ∞
  که  يطور

,݂〉ܥ ݂〉 ≤ ∑ ௝ଶݓ 〈Πℳ௝Tf, Πℳ௝T′f〉௝∈௃ ≤
,݂〉ܦ ݂〉  

  
݂هر  يبرا ∈ ℋ.  

 هر يند هرگاه برايکنواخت گوي-wرا  ℳمجموعه 
	݆ ∈ ݓم يداشته باش ܬ =   .௝ݓ

,ܶ) يقيعملگر قاب تلف  يرو ᇱ்,்ܵکنترل شده - (′ܶ
ℋ ميکنيف مير تعريصورت زرا به  

்ܵ,்ᇱ݂ = ∑ ௝ଶܶᇱݓ
∗Πℳ௝Tf௝∈௃   

݂هر  يبرا ∈ ℋ.  
ف يخوش تعر ᇱ்.்ܵکه توان نشان داد يم يبه راحت
  است و 

ℋ݀ܫܥ ≤ ்ܵ,்ᇱ ≤ ℋ݀ܫܦ  
  

الحاق و مثبت -ر، خوديپذکراندار، معکوس ᇱ்,்ܵلذا 
ᇱ்,்ܵن ياست. بنابرا = ்ܵ,்ᇱ∗ = ்ܵᇲ ,்.  

ᇱܶکه  يدر حالت خاص = قاب  ℳمجموعه  ℋ݀ܫ
 ℋ يلبرتيمدول ه-ࣛ يکنترل شده برا- ܶ يقيتلف

  است.
  

 يهامدول- *C يک فضاي ℋد يفرض کن :۲- ۴مثال 
ܶ، ࣛکه يجبر - *C يرو يلبرتيه ∈ و  (ℋ)ܮܩ

൛ ௝݂ൟ௝∈௃  قابT - يبرا کنترل شده ℋ  باشد. اگر
ℳ௝ = ൛a ௝݂: a ∈ ࣛൟ ݆هر  يبرا ∈ ن ي. در اܬ

  صورت 
Πℳ௝(݂) = 〈݂, ௝݂〉 ௝݂  

  
݂هر  يبرا ∈ ℋ. جه گرفت يتوان نتين ميبنابرا

൛(ℳ௝, | ௝݂|): j ∈ Jൟ يقيقاب تلف )T,	݀ܫℋ(-  کنترل
0ر ثابت يرا مقادياست. ز ℋ يشده برا < ܥ ≤ ܦ <

  که يطورموجودند به ∞
,݂〉ܥ ݂〉 ≤ ∑ 〈Tf, ௝݂〉〈 ௝݂, f〉௝∈௃ ≤ ,݂〉ܦ ݂〉  

  
݂	هر يبرا ∈ ℋن معادل است باي. اما ا  

,݂〉ܥ ݂〉 ≤ ∑ | ௝݂|ଶ 〈Πℳ௝Tf, Πℳ௝ f〉௝∈௃ ≤
,݂〉ܦ ݂〉  

  
  جه برقرار است.يلذا نت

 يهاتوان نشان داد که قابيلبرت ميه يمشابه فضاها
 يميتعم يلبرتيه يهامدول-*Cکنترل شده در  يقيتلف

  باشند.يم يقيتلف يهااز قاب
  

,ܶد يالف) فرض کن :۳-۴هيقض ܶ′ ∈ و  ା(ℋ)ܮܩ
ℳ = ൛(ℳ௝, :(௝ݓ ݆ ∈ ,ܶ) يقيقاب تلف ൟܬ ܶ′) -

قاب  ℳن صورت ياست. در ا ℋ	 يکنترل شده برا
ℳܶܵ∗ܶ است. بعلاوه ℋ يبرا يقيتلف = ܶ′∗ܵℳܶ.  
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ܶد يب) فرض کن ∈  ن صورتي. در اା(ℋ)ܮܩ
ℳ = ൛(ℳ௝, :(௝ݓ ݆ ∈ (دنباله بسل  يقيقاب تلف ൟܬ

,ܶ) يقيقاب تلف ℳ) است اگر وتنها اگر يقيتلف ܶ)-
,ܶ) يقي(دنباله بسل تلف کنترل شده کنترل شده) -(ܶ

  باشد. 
باشد. از  ℋاز  يعضو دلخواه ݂د يالف) فرض کن برهان:

,ܶ) يقيک قاب تلفي ℳآنجا که   يکنترل شده برا-(′ܶ
ℋ  ்ܵاست عملگر,்ᇱ  مثبت است و چون(ܶ∗)ିଵ ∈

ℋ:ܵ، نگاشت (ℋ)ܮܩ ⟶ℋ ف شده به يتعر
  صورت

ܵ(݂) = (ܶ∗)ିଵ்ܵ,்ᇲ(ܶᇱ)ିଵ(݂) =
∑ ௝ଶ௝∈௃ݓ Πℳ௝ f  

  
عملگر  ܵد که يتوان ديم يف است. به راحتيخوش تعر

  نياست و همچن ℋ يمثبت و کراندار رو يخط
‖ܵିଵ‖ = ฮܶᇱ்ܵ,்ᇲ

ିଵ ܶ∗ฮ ≤
‖ܶᇱ‖ฮ்ܵ,்ᇲ

ିଵ ฮ‖ܶ∗‖ ≤ ଵ
஼
‖ܶᇱ‖‖ܶ∗‖  

  
ܵ	ن يبنابرا ∈ ൛(ℳ௝جه يدر نت .ା(ℋ)ܮܩ , :(௝ݓ ݆ ∈  ൟܬ

ܵو  يقيقاب تلف = ܵℳ است.  يقيعملگر قاب تلف
  بعلاوه

ܶ∗ܵℳܶᇱ = ்ܵ,்ᇱ = ்ܵ,்ᇲ
∗ = ܶ′∗ܵℳܶ  

  
்,்ܵ ب) از آنجا که = ܶ∗ܵℳܶ ݀ܫܥ، پسℋ ≤
ܵℳ ≤   معادل است با ℋ݀ܫܦ

ܶ∗ܶܥ ≤ ்ܵ,் ≤   ܶ∗ܶܦ
  

  بعلاوه
ଵ

‖்షభ‖మ
ℋ݀ܫ ≤ ܶ∗ܶ ≤ ‖ܶ‖ଶ݀ܫℋ  

  
  جه برقرار است.يو نت

  
   ℋ	 يبرا يقيک قاب تلفي ℳد يفرض کن :۴-۴جهينت

  

,ܶ و ܶ′ ∈ ن يخودالحاق باشند. همچن (ܷ)ାܮܩ
ܶ, ܶᇱ , ܵℳ  مثبت باشد.  ′ܶܶجابه جا شوند و  گريکديبا

,ܶ) يقيقاب تلف ℳن صورت يدر ا کنترل شده -(′ܶ
  است. ℋ يبرا

ᇱ்,்ܵ برهان: از آنجا که = ܶܵℳܶᇱ = ܶܶ′ܵℳ ،
  جه برقرار است.ينت

ر ياز ز يانکه خانوادهيا يبرا يه بعد شرط کافيقض
ان يدهند ب کنترل شده يقيل قاب تلفيتشکبسته  يمدولها

  دارد.يم
  

,ܶد يفرض کن :۵-۴هيقض ܶ′ ∈ و  ା(ℋ)ܮܩ
൛(ℳ௝, :(௝ݓ ݆ ∈ ,ܶ) يقيقاب تلف  ൟܬ کنترل -(′ܶ

ن فرض يباشند. همچن ܦو  ܥ يهابا کران ℋ يشده برا
൛د يکن ௝ࣨൟ௝∈௃ بسته  يهار مدولياز ز ياخانوادهℋ 

0است. اگر مقدار  < ܴ <   که  يطورهموجود باشد ب ܥ
0 ≤ ∑ ௝ଶ௝∈௃ݓ 〈ܶ∗ ቀࣨߨೕ − ℳೕቁܶߨ

ᇱ݂, ݂〉 ≤
ܴ‖݂‖ଶ  

  
݂هر  يبرا ∈ ℋ،  آنگاه൛( ௝ࣨ, :(௝ݓ ݆ ∈ ک يز ين ൟܬ

,ܶ) يقيقاب تلف   است.  ℋ يکنترل شده برا- (′ܶ
است. از آنجا  ℋاز  يعضو دلخواه ݂د يبرهان: فرض کن

,൛(ℳ௝که  :(௝ݓ ݆ ∈ ,ܶ) يقيقاب تلف ൟܬ کنترل -(′ܶ
  مياست دار ℋ يشده برا

ଶ‖݂‖ܥ ≤ ∑ ௝ଶ௝∈௃ݓ ℳೕܶߨ∗ܶ〉
ᇱ݂, ݂〉 ≤

  ଶ‖݂‖ܦ
  

  نيبنابرا
∑ ௝ଶ௝∈௃ݓ ೕܶࣨߨ∗ܶ〉

ᇱ݂, ݂〉  

= ∑ ௝ଶ௝∈௃ݓ 〈ܶ∗ ቀࣨߨೕ − ℳೕቁܶߨ
ᇱ݂, ݂〉  

+∑ ௝ଶ௝∈௃ݓ ℳೕܶߨ∗ܶ〉
ᇱ݂, ݂〉  

≤ ܴ‖݂‖ଶ ଶ‖݂‖ܦ+ = (ܴ +   ଶ‖݂‖(ܦ
  

  گرياز طرف د
∑ ௝ଶ௝∈௃ݓ ೕܶࣨߨ∗ܶ〉

ᇱ݂, ݂〉 =
∑ w୨

ଶ
୨∈୎ 〈T∗πℳౠT

ᇱf, f〉  
+∑ w୨

ଶ
୨∈୎ 〈T∗ ቀπࣨౠ − πℳౠቁT

ᇱf, f〉  
≥ ∑ w୨

ଶ
୨∈୎ 〈T∗πℳౠT

ᇱf, f〉  
−∑ w୨

ଶ
୨∈୎ 〈T∗ ቀπࣨౠ − πℳౠቁT

ᇱf, f〉	  
≥ ଶ‖݂‖ܥ − ܴ‖݂‖ଶ = ܥ) − ܴ)‖݂‖ଶ  

  
  گردد.يجه حاصل ميلذا نت
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,ܶد يفرض کن: ۶-۴ه يقض ܶ′ ∈ و  ା(ℋ)ܮܩ
൛(ℳ௝, :(௝ݓ ݆ ∈ ,ܶ) يقيقاب تلف ൟܬ کنترل -(′ܶ

ن فرض يباشند. همچن ܦو  ܥ يهابا کران ℋ يشده برا
൛د يکن ௝ࣨൟ௝∈௃ بسته  يهار مدولياز ز ياخانوادهℋ 

   است. اگر
φ:ℋ → ℋ صورتکه به  

φ(݂) = ∑ ௝ଶܶݓ ቀࣨߨೕ − ℳೕቁܶߨ
ᇱ݂௝∈௃ .  

  
݂هر  يبرا ∈ ℋ شود، مثبت و فشرده باشد، يف ميتعر

)൛آنگاه  ௝ࣨ, :(௝ݓ ݆ ∈  يقيک قاب تلفيز ين ൟܬ
(ܶ, തതതതതതത൛݊ܽ݌ݏ يکنترل شده برا-  (′ܶ ௝ࣨൟ௝∈௃ .است 

,൛(ℳ௝د يبرهان: فرض کن :(௝ݓ ݆ ∈  يقيقاب تلف ൟܬ
(ܶ, ن صورت بنا ياست. در ا ℋ يکنترل شده برا-(′ܶ

باشد. ازطرف يز مين ℋيبرا يقيقاب تلف ۳-۴ه يبه قض
 ଵφܶ′ିଵିܶاست عملگر  عملگر فشرده φگر چون يد
  باشد. امايز فشرده مين

ܶିଵφܶ′ିଵ݂ = ∑ ௝ଶݓ ቀࣨߨೕ − ℳೕቁߨ ݂௝∈௃   
  

)൛جه يدر نت ௝ࣨ, :(௝ݓ ݆ ∈  يبرا يقيقاب تلف ൟܬ
തതതതതത൛݊ܽ݌ݏ ௝ࣨൟ௝∈௃ .است  

ࣨܵديفرض کن  متناظر باشد. از آنجا يقيعملگر قاب تلف  
φکه  = ܶܵࣨܶᇱ − ܶ′ܵℳܶ  ܶࣨܵܶلذاᇱ = φ +

ܶ′ܵℳܶ اما .φ ܶو′ܵℳܶ  هستند.  يمثبت يعملگرها
ز عملگر کراندار مثبت است. در ين ᇱܶࣨܵܶن يبنابرا

)൛جه ينت ௝ࣨ, :(௝ݓ ݆ ∈ ,ܶ) يقيقاب تلف ൟܬ ܶ′) -
തതതതതതത൛݊ܽ݌ݏ يکنترل شده برا ௝ࣨൟ௝∈௃ .است  

مورد توجه  يکنترل شده موضع يهاه بعد قابيدر قض
  ند.يبدست آ يکنترل شده کل يهااند تا قابقرار گرفته

  
 يمدولها-*C يک فضاي ℋد يفرض کن: ۷-۴ه يقض

.ܶ، يلبرتيه ܶ′ ∈   ௝∈௃{ℳ௝}، مجموعهା(ℋ)ܮܩ
    ௝∈௃{௝ݓ}و ℋبسته  يرفضاهاياز ز ياخانواده

  

د که يريها باشند. در نظر بگاز وزن ياوادهخان
{ ௝݂௞ : ݇ ∈  يبرا ௝ܵبا عملگر قاب  ℳ௝ يبرا يقاب {௝ܭ

݆هر  ∈ ,൛(ℳ௝ن صورت يباشد. در ا ܬ :(௝ݓ ݆ ∈  ൟܬ
,ܶ) يقيقاب تلف است اگر  ℋ يکنترل شده برا- (′ܶ

௝ݓ}وتنها اگر  ௝ܵ
ିభమ

௝݂௞ : ݆ ∈ ,ܬ ݇ ∈ قاب  {௝ܭ
(ܶ,  کنترل شده باشد.-(′ܶ

,൛(ℳ௝د يبرهان. فرض کن :(௝ݓ ݆ ∈  يقيقاب تلف ൟܬ
݆هر  يباشد. از آنجا که برا Dو  C يهابا کران ∈  ܬ
}دنباله  ௝݂௞ : ݇ ∈  ௝ܵبا عملگر قاب  ℳ௝ يبرا يقاب {௝ܭ

}است. لذا  ௝ܵ
ିభమ

௝݂௞ : ݇ ∈  ℳ௝ يقاب پارسوال برا {௝ܭ
݂هر يجه براياست. در نت ∈ ℋ ميدار  

ℳೕܶߨ
ᇱ݂ = ∑ 〈ܶᇱ݂, ௝ܵ

ିభమ
௝݂௞〉 ௝ܵ

ିభమ
௝݂௞௞∈௄ೕ   

  
  گرياز طرف د

,݂〉ܥ ݂〉 ≤ ∑ ௝ଶݓ ℳೕܶߨ〉
ᇱ݂, ݂ܶ〉௝∈௃ ≤

,݂〉ܦ ݂〉  
  

  معادل است با
,݂〉ܥ ݂〉 ≤

∑ ∑ 〈ܶᇱ݂,ݓ௝ ௝ܵ
ିభమ

௝݂௞〉௞∈௄ೕ ௝ݓ〉 ௝ܵ
ିభమ

௝݂௞ , ݂ܶ〉௝∈௃   
≤ ,݂〉ܦ ݂〉               

  

௝ݓ}دهديکه نشان م ௝ܵ
ିభమ

௝݂௞ : ݆ ∈ ,ܬ ݇ ∈ قاب   {௝ܭ
(ܶ, است اگر وتنها اگر  کنترل شده-(′ܶ

൛(ℳ௝, :(௝ݓ ݆ ∈ ,ܶ) يقيقاب تلف ൟܬ کنترل -(′ܶ
  باشد. ℋ يشده برا
کنترل شده مشخص  يقيتلف يهاه بعد قابيدر قض

  اند.دهيگرد
  

 يمدولها-*C يک فضاي ℋد يفرض کن :۸-۴ه يقض
,ܶ، يلبرتيه ܶ′ ∈   ௝∈௃{ℳ௝}، مجموعهା(ℋ)ܮܩ

    ௝∈௃{௝ݓ}و ℋبسته  يرفضاهاياز ز ياخانواده
}ها باشند. هرگاهز وزنا ياخانواده ௝݁௞: ݇ ∈ ه يپا  {௝ܭ
݆هر  يبرا ℳ௝ يبرا ياکهيمتعامد  ∈ باشد. آنگاه  ܬ

ℳ = ൛(ℳ௝ :(௝ݓ, ݆ ∈ ,ܶ) يقيقاب تلف ൟܬ ܶ′)-  
  

Ψاست اگر وتنها اگر  ℋ يکنترل شده برا =
௝ܶᇱݓ}

∗
௝݁௞: ݆ ∈ ,ܬ ݇ ∈ - ଵି(∗′ܶ)∗ܶقاب   {௝ܭ

با عملگر قاب کنترل شده  ℋ يشده برا کنترل
ܶ∗ܵℳܶ′ .باشد  



 

 ۱۱۳                                                           يلبرتيه يهامدول- *Cکنترل شده در  يقيتلف يهاکنترل شده و قاب يهاقاب- gبر  يامطالعه
 

   

}ديبرهان. فرض کن ௝݁௞: ݇ ∈  ياکهيه متعامد يپا  {௝ܭ
݆هر  يبرا ℳ௝ يبرا ∈  هر يبرا ن صورتيباشد. در ا ܬ

݂ ∈ ℋ  
(݂ܶ)ℳೕߨ = ∑ ,ℳೕ݂ܶߨ〉 ௝݁௞〉 ௝݁௞௞∈௄ೕ   
= ∑ 〈݂ܶ, ௝݁௞〉 ௝݁௞௞∈௄ೕ   

  
  نيهمچن

(݂′ܶ)ℳೕߨ = ∑ ℳೕܶߨ〉
ᇱ݂, ௝݁௞〉 ௝݁௞௞∈௄ೕ   

= ∑ 〈ܶᇱ݂, ௝݁௞〉 ௝݁௞௞∈௄ೕ   
  

  ن روياز ا
ℳೕߨ〉

(ܶ′݂), 〈(݂ܶ)ℳೕߨ =
∑ 〈ܶᇱ݂, ௝݁௞〉〈 ௝݁௞ , ݂ܶ〉௞∈௄ೕ   
= ∑ 〈݂, ܶ′∗ ௝݁௞〉〈ܶ∗ ௝݁௞ , ݂〉௞∈௄ೕ   

  
௝݂௞ حال با در نظر گرفتن = ∗′௝ܶݓ ௝݁௞ و 

ܥ = ܶ∗(ܶ′∗)ିଵ ميدار  
,݂〉ܥ ݂〉 ≤ ∑ ௝ଶݓ ℳೕܶߨ〉

ᇱ݂, ℳೕߨ 	݂ܶ〉௝∈௃ ≤
,݂〉ܦ ݂〉  

  
  معادل است با

,݂〉ܥ ݂〉 ≤ ∑ ∑ 〈݂, ௝݂௞〉௞∈௄ೕ ܥ〉 ௝݂௞ , ݂〉௝∈௃ ≤
,݂〉ܦ ݂〉  

  
 Ψ  گردد. بعلاوه چونيه ثابت ميلذا قسمت اول قض و

است و  ଵܵΨି(∗′ܶ)∗ܶ با عملگرقاب يقاب
ܵΨ = ܶᇱ∗ܵℳܶ′ ه ثابت يقسمت آخر قض جهيدر نت

 گردد. يم
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