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ان يه ساختار گراديد بر پايمارکوارت جد-ک روش لونبرگي
  يحل معادلات قدرمطلق يمزدوج برا

 
  
  

  ۳رنلوياللهو قيتوف، ۲*ينيام وانيک ،۱ييمايراهپ فرزاد
  
  

  رانيقات، تهران، اي، واحد علوم و تحقي، دانشگاه آزاد اسلامياضيگروه ر)   ۳و۱(
  ، ايران، کرمانشاهيدانشگاه راز، يگروه رياض)   ۲(

  

  

 

 ۲۷/۱۱/۹۷تاريخ پذيرش مقاله:     ۲۴/۰۹/۹۷تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
ه يمارکوارت بر پا-شود که از روش لونبرگ يارائه م يحل معادله قدرمطلق يد برايوج جدان مزديک روش گرادين مقاله، يدر ا

ب با ين شيب جهت تندتريد ترکيجد يان مزدوج جهت جستجويگراد يها کند. در روش يان مزدوج استفاده ميساختار گراد
ن، ما با استفاده از جهت يابرامنجر نشود. بن يخوب يج عدديباشد که ممکن است به نتا يم يتکرار قبل يجهت جستجو

د در شرط يتم جديد شده توسط الگوريتول يجستجو يها م. جهتيکن يب را اصلاح مين شيمارکوارت جهت تندتر-لونبرگ
استاندارد ثابت شده است.  يها فرض يد تحت بعضيتم جديالگور يسراسر يين، همگرايکنند. همچن يصدق م يکاف يکاهش

  کنند.  يد مييد را تايش جدرو ييز کاراين يج عددينتا
  
  

  .يسراسر ييان مزدوج، همگرايمارکوارت، روش گراد-، روش لونبرگيمعادله قدرمطلق هاي کليدي: واژه

                                                
   Email: :kamini@razi.ac.ir                                                                                              :     دار مکاتباتعهده .*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه .۱
  گيريم: ي) زير را در نظر مAVE( يمعادله قدرمطلق

)۱(                           0( ) Ax ,F x x b     
  

nکه در آن  nA  ،nb   و  نشان دهنده
يک جواب  )۱(تابع قدرمطلق است. هر جواب معادله 

  صورت زير است: کمترين مربعات به يساز مسأله بهينه
)۲(

     
min ( ) ( )

nx
f x F x Ax x b


   

221 1
2 2

  

  
نشان داد که  ]۱[است. منگسريان  ينرم اقليدس .که 

) با يک معادله LCP( يخط ييک مسأله مکمل
معادل است. با توجه به اينکه نشان داده شده  يقدرمطلق

سخت است -NP يخط ياست که يک مسأله مکمل
-NPيک مسأله  نيز ي، بنابراين معادله قدرمطلق]۳و۲[

 يها پژوهشگران الگوريتم يسخت خواهد بود. برخ
ارائه  يحل معادله قدرمطلق يرا برا يمختلف يتکرار
  .]۴و۱[اند  کرده

مارکوارت يک روش محبوب و -روش لونبرگ
باشد  مي يحل دستگاه معادلات غيرخط يشده برا شناخته

که يک اصلاح روش نيوتن است. جهت توليد شده توسط 
مارکوارت يک ترکيب جهت تندترين شيب -برگروش لون

نيوتن در نظر گرفته شده است. در روش -و جهت گاوس
صورت زير  به kdيمارکوارت جهت جستجو-لونبرگ

  آيد: يدست م به

)۳(              ,LM T LM T
k k k k k kd J J J F


  

1  
  

)که  )k kJ F x ،( )k kF F x ،I  ماتريس
LMو  يهمان

k باشد. اگر ماتريس  يک پارامتر مي
نامنفرد  )۱(از معادله  x*در جواب بهينه kJژاکوبين 

0باشد و نقطه آغازين 
nx  به يبه اندازه کاف*x 

 يمارکوارت همگراي-گاه روش لونبرگ يک باشد، آننزد
  . ]۵[مرتبه دوم دارد 

-مشهود است جهت لونبرگ )۳(طور که از رابطه  همان
 يها يک ترکيب از روش ينوع  توان به يمارکوارت را م

گراديان مزدوج  يها گراديان و نيوتن در نظر گرفت. روش

حل مسائل  يبرا يتکرار يها يک کلاس مشهور از روش
باشند.  خصوص مسائل با بعد بالا مي نامقيد، به يساز بهينه

  صورت  جديد به يها تکرارها در اين روش
,k k k kx x d  1  

  
 kdيطول گام است و جهت جستجو kباشند که مي
  شود: صورت زير توليد مي به

0, ,
g , ,
k

k
k k k

g k
d

d k 

 
    1 1

 

  
)که  )k kg f x  وk   يک پارامتر است. در

به  kپارامتر  يمختلف برا يها ، فرموليحالت کل
شوند.  مجزا منجر مي يگراديان مزدوج غيرخط يها روش
توسط  kپارامتر  يمشهور برا يها فرمول يبعض

) PRPپولياک (-ريبير-، پولاک]۶[) FRريوز (-فلچر
  صورت زير ارائه شده اند: به ]۸[) DYيوان (-يو دا ]۷[

,

,

,

kFR
k

k

T
PRP k k
k

k

kDY
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k k
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g y
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kکه در آن  k ky g g  1 است. در اين مقاله،  1

-جديد با استفاده از روش لونبرگ ييک روش تکرار
 يگراديان مزدوج برا يها مارکوارت بر پايه ساختار روش

تعيين  يشود که در آن برا ارائه مي يحل معادله قدرمطلق
خطي گلدشتاين استفاده  ياز جستجو kطول گام

صدق  يجديد در شرط کاهشي کاف  . جهت]۵[گردد  مي
روش جديد را  يسراسر يکند. علاوه بر اين، همگراي مي

کنيم. در  استاندارد ثابت مي يها به کمک بعضي فرض
کارايي روش ارائه  يعدد يها مثال ينهايت به کمک برخ

  دهيم. شده را مورد آزمون قرار مي
ست. در دهي شده ا صورت زير سازمان ساختار اين مقاله به

، بر پايه ساختار گراديان مزدوج يک فرآيند جديد ۲بخش 



 

 ۷                                                              يحل معادلات قدرمطلق يان مزدوج برايه ساختار گراديد بر پايمارکوارت جد- ک روش لونبرگي
 

   

حل معادله قدرمطلقي ارائه شده  يمارکوارت برا-لونبرگ
ثابت  ۳روش جديد در بخش  ياست. همگرايي سراسر

الگوريتم با  ي، نتايج عدد۴شده است. در بخش 
 يها از روش يالگوريتم و مقايسه آن با برخ يساز پياده

مقاله به بيان  ۵گيرد. بخش  يقرار م يررسموجود مورد ب
  پردازد. از نتايج ارائه شده مي يبرخ

  
  . روش جديد۲

حل معادله  يدر اين بخش، يک روش جديد برا
را همه  Dعهگردد. مجمو معرفي مي )١( يقدرمطلق

صورت زير تعريف  از عناصر آن به يمتناه يترکيبات خط
   کنيم: يم

 span | , , .
n

i i i i
i

D d k d D 


 
    
 


1
  )٤(  

  
پذير نيست بنابراين  مشتق )١( طلقيچون معادله قدرم

)آن و در نتيجه گراديان تابع  يژاکوب )f x  موجود
توليد جهت جديد از مشتقات  يبرا ]۸[نيستند. لذا مشابه 

کنيم. در اين جهت ابتدا  يافته کلارک استفاده مي  تعميم
صورت زير در  را بهx يافته تابع ماتريس ژاکوبين تعميم

  گيريم.  نظر مي
)۵(                ( ) diag sgn( ) ,D x x x    

  
)sgn که در آن )x تابع علامت است. با توجه به اينکه  

( ) ,x D x x  
  

  دهند ينتيجه م )٥(و  )١(لذا روابط 
 ( ) ( ) .F x Ax x b A D x x b       )٦(  

  
)يافته تابع  ، ژاکوبين تعميم)٥(با توجه به  )F x صورت  به

  زير قابل تعريف است.
)۷(                              ( ) ( ).F x A D x    

  
) يافته بنابراين گراديان تعميم )f x دست  صورت زير به به

  آيد مي

    
( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

T

T

f x F x F x

A D x A D x x b

  

   
         )٨(  

  خواهيم داشت: )٨(و  )٧(در نهايت از روابط 

)۹(                    ( ) ( ),

,
k k k

T
k k k

J F x A D x
f J F
   

 
  

  
)که در آن )k kf f x    .است 

از  يحل معادله قدرمطلق يگراديان مزدوج برا يها روش
 يو جهت جستجو kfترکيب جهت تندترين شيب

kdتکرار قبل 1 کند. به عبارت ديگر جهت  ياستفاده م
  شود: يير توليد مصورت ز به kdگراديان مزدوج

 span , .k k kd f d   1  
  

کند است و  kfجهت تندترين شيب  يچون همگراي
منجر نشود لذا در  يمطلوب يممکن است به نتايج عدد

اين مقاله ما با تعميم اين ايده جهت را يک ترکيب از 
شده با گام قبلي مشابه  مارکورات اصلاح-جهت لونبرگ

  گيريم. يا ايده گراديان مزدوج در نظر مب
مارکوارت با استفاده از مشتق کلارک - جهت لونبرگ

  ٌصورت زير قابل تعريف است به

)۱۰(             ,LM T LM
k k k k kd J J I f


   

1  
  

LMکه در آن
k مارکوارت ناميده -پارامتر لونبرگ

 يشود. در اين مقاله به دنبال تعريف جهت جستجو يم
  که طوري هستيم به kdجديد 

span , , , ,LM
k k k k kd f d d y   1 1  

  
kکه در آن k ky f f    1 است. با اين هدف  1

مارکوارت بر پايه ساختار گراديان مزدوج را -لونبرگ جهت
  دهيم  صورت زير پيشنهاد مي به

  ,1 2
1 1

LM
k k k k k k k kd f d d y       )١١(  

  
k يکه در آن پارامترها

kو  1
 صورت به 2

)۱۲(   , ,
T T
k k k k

k k
k k

f y f d
f f

  

 

 
 

 
1 21 1

2 2
1 1

  

  
شوند و  تعريف مي  0k k


  است که يوليک دنباله نز 
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0lim ,kk



  

  باشد. مي
0با شروع از نقطه آغازين

nx ي، دنباله تکرارها 
kصورت  جديد به k k kx x d  1  است که طول

گلدشتاين زير صدق  يخط يدر شرايط جستجو kگام 
  :]۵[کند يم

( ) ( )
( )

( )

T
k k k k

k k k
T

k k k k

f x c f d
f x d
f x c f d






  
 

  

1
                          )١٣(  

  
 که در آن 0, 0 /c  است. در نتيجه، الگوريتم 5

 يبرا ن مزدوجمارکوارت بر پايه ساختار گراديا-لونبرگ
  صورت زير خواهد بود. به يحل معادله قدرمطلق

 
مارکوارت اصلاح - الگوريتم لونبرگ :۱الگوريتم
  .(ILM) يحل معادله قدرمطلق يشده برا

0بردار آغازين الگوريتم: يورود
nx  ماتريس ،

n nA  بردار ،nb0 ي، پارامترها( , )  1 ،
0  ، 0, 0 /c  0و  5   را انتخاب کنيد. قرار

0kده    
  

  قرار ده  گام اول:
, ( ).k k k kd f F A D x     

  
kFکه  يتا زمان گام دوم:  سوم تا  يها گام

  دهم را تکرار کن.
  

 )۱۳( گلدشتاين يخط يبا استفاده از جستجو گام سوم:
  را تعيين کن. kطول گام

  
صورت  ر جديد را بهتکرا گام چهارم:

k k k kx x d  1 دست آور. به  
  

LMمارکوارت-پارامتر لونبرگ گام پنجم:
k 1  را محاسبه

  کن.

kJماتريس ژاکوبين  گام ششم: 1  و جهت  )۹(را با
LMجديد  يجستجو

kd 1  دست آور.  به )۱۰(را با  
  

kيپارامترها گام هفتم: 
1

kو  1 
2

 )۱۲(را از رابطه  1
  محاسبه کن.

  
LMپارامتر  گام هشتم:

k 1  .را انتخاب کن  
  

kdيجهت جستجو گام نهم: 1 ۱۱( از رابطها ر( 
  محاسبه کن.

  
kقرار ده  گام دهم: k 1.  

 يدر بخش بعد خواص همگرايي الگوريتم فوق مورد بررس
  گيرد. قرار مي

 
  . آناليز همگرايي۳
مارکوارت -روش لونبرگ يهمگرايي سراسر يبررس يبرا

زير را  يها  ، فرضيحل معادله قدرمطلق ياصلاح شده برا
  گيريم. يدر نظر م
) تابع هدف :(H1)فرض  )f x مجموعه  يرو

 ( ) | ( ) ( )0 0
nL x x f x f x   نقطه  يبرا

0آغازين 
nx  ت.از پايين کراندار اس  

  
) يافته تابع هدف گراديان تعميم :(H2)فرض  )f x 

)مجموعه باز، محدب و کراندار  يرو )0L x  
  شيتس است. يعني  پيوسته ليپ

( ) ( ) ,
,
f x f y L x y
x y
   

 
 

  
0Lکه    مراجعه کنيد)  ]۱۱[در  ۶است. ( به لم 

0ثابت  (H2)و  (H1)ده از با استفا  وجود دارد 
  که  يطور به
)۱۴(                 ( ) , .f x x      

  
  ت:خواهيم داش (H2)همچنين با استفاده از 

)۱۵(                                .k k ky L d  
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 ۱توسط الگوريتم  kdيفرض کنيد جهت جستجو: ۱لم
 kdيصورت جهت جستجو توليد شده باشد. در اين

 است. به عبارت ديگر يخاصيت کاهش کاف يدارا
T
k k kf d f   

2 . 
  

  داريم: )۱۲( -)۱۰(با استفاده از روابط  اثبات:
 

 

.

T T LM T
k k k k k k k k k k k

T T LM
k k k k k k

T T
T k k k k

k k k k
k k

f d f f d f d y

f f J J I f

f y f df d y
f f

  





 



 
 

 

      

    

  
      

2 1 2
1 1

12

1 1
1 12 2

1 1

 
  پس

.

T
k k k

T T
T Tk k k k

k k k k k
k k

k

f d f

f y f df d f y
f f

f

  
 

 

   

  
       

  

2

1 1
1 12 2

1 1
2

 

  
cبا  يدر خاصيت کاهش کاف kdدر نتيجه جهت 1 

  کند. صدق مي
  

فرض کنيد دنباله :۲لم kx  دنباله توليد شده توسط
  صورت ين باشد. در ا ۱الگوريتم 

 
.

T
k k

k k

f d
d






 

2

2
1

 

  
  ، داريم:)۱۳(گلدشتاين، شرط  يخط ياز جستجو اثبات:

( )
( ) ( ).

T
k k k

k k k k

c f d
f x d f x




  
 

1                     )۱۶(  

 
)0با استفاده از قضيه مقدار ميانگين , )k kt   موجود

  که يطور است به
( ) ( )

( ) ,
k k k k
T

k k k k k

f x d f x
f x t d d





  

 
                    )۱۷(  

  
  دهد  ينتيجه م )۱۷(و  )۱۶(در کنار روابط  ۱لم 

 
( )

( )

.

T
k k k

T T
k k k k k k k k

T
k k k k k k

k k k

c f d
f x t d d f d

f x t d f d

t L d



 





 

    

    


2

 

 
  بنابراين

)۱۸(                      ,T
k k k kc f d t L d   2  

  
  لذا

)۱۹(                         .
T
k k

k k
k

c f dt
L d




   2  

  
  دهد يم نتيجه )۱۹(و  )۱۳(در نهايت استفاده از روابط 

 

( ) ( )

.

k k k k
T

k k k

T
k k

k

f x d f x
c f d

c f d
L d





 

  




22

2

                         )۲۰(  

  
 دهد نتيجه مي )۲۰(رابطه  و (H1)استفاده از فرض 

 

 (x ) (x d ) .

T
k k

k k

k k k k
k

f d
d

f f 












   





2

2
1

1

 

  
برقرار  (H2) و (H1) يها فرض کنيد فرض: ۳لم

هستند و دنباله  kx توليد شده  ۱ توسط الگوريتم
0باشد. اگر ثابت   که  طوري وجود داشته باشد به

kf   گاه  آن  
)۲۱(                                            .kd   

  
 داريم )۱۲(و  )۱۱(روابط  با استفاده ازاثبات: 

.

LM
k k k

k k k k k k

d f d

d y    

   

1 2
1 1
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  لذا

.

LM
k k k

T T
k k k k

k k k k
k k

d f d

f y f d
d y

f f
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0ثابت  ]۱۰[در  ۲-۳چون از قضيه  1  وجود دارد

  که يطور به
LM
kd  1 
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  توان نتيجه گرفت مي ]۱۱[در  ۵اکنون، مشابه لم 

.kd   
 

برقرار  (H2) و (H1) يها فرض کنيد فرض: ۱قضيه
باشند و دنباله  kx  توليد شده باشد.  ۱توسط الگوريتم
  در اينصورت 

0lim inf .kk
f


  

  
0با استفاده از برهان خلف، فرض کنيم اثبات:   

  که  طوري وجود داشته باشد به
)۲۲(                              , .kf k    

  
  داريم: ۱از لم 
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  لذا
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در تناقض است. پس فرض خلف  )۲۲(اين رابطه با رابطه 

  باطل و حکم برقرار است.
  
  ينتايج عدد .۴

-حاصل از روش لونبرگ يدر اين بخش، نتايج عدد
 ي، را با نتايج عددILMمارکوارت اصلاح شده، الگوريتم 

 يبرا ]۱۰[ (LM)مارکوارت -حاصل از روش لونبرگ
مقايسه اين  يکنيم. برا يمقايسه م يحل معادله قدرمطلق

  زير با ابعاد  يقدرمطلق يها ها از مسأله روش
 , , ,...,n  300 600 900 3000  

  
مقايسه اين دو  يشود. برا يافزار متلب استفاده م در نرم

با ابعاد فوق  يسه نوع مسأله قدرمطلق يها را رو روش آن
دهيم. در اين مسائل ماتريس مورد آزمون قرار مي

n nA بردار ،nb  و بردار آغازين

0
nx  يها توسط پروسه T1-T3  که در ادامه

  شود.  شوند تعيين مي آورده مي
Procedure (T1) [۱۲] 
Input: n  
Output: , , 0A b x  
begin 
A  4 rand ( , )n n ; 
      for ,...,i n1  do 
         ( , )A i i  500; 
              end 
        for , ...,i n 1  do  
             for ,...,j n1  do   
                 if i j  then 
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                       (j,i) (i, j)A A ;  
                  end 
             end 
         end 
        (b A  eye ( ))*n ones ( , )n 1 ; 
        0x  zeros ( , )n 1 ; 
end  
 
Procedure (T2) [۱۰] 
Input: n  
Output: , , 0A b x  
begin 
        for ,...,i n1  do 
               for ,...,j n1  do   
                       ( , j) /A i 0 5 ; 
                end 
         end 
   for ,...,i n1  do 
          ( , )A i i n 4 ;  
              if i j  then 
                  (i, i )A n 1 ; 
                  (i , i)A n 1 ;  
             end 
      end 
         (b A  eye ( )) *n ones ( , )n 1 ; 
         0x  zeros ( , )n 1 ; 
end  
 
Procedure (T3) [۱۳] 
Input: n  
Output: , , 0A b x  
begin 
A  round *100 eye ( , ) / * ( *n n  0 02 2
rand ( , ) ))n n  1 ; 

(b A  eye ( )) *n ones ( , )n 1 ; 

0x  rand ( , )n 1 ; 
end  

  
  

مقايسه  يبرا يتست مسأله قدرمطلق ۳۰بنابراين، از 
-لونبرگ يکنيم. همچنين، پارامترها يها استفاده م روش

  صورت  ام بهkدر گام  ]۱۰[مارکوارت متناظر با 
,LM

k kF
   

  

/با  1 و  5
/( )0

LM
k k
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شوند  يمحاسبه م 

  که
0در آن    است. شرط توقف هر دو الگوريتم  51

0
0kF
 الگوريتم به  ييا رسيدن تعداد تکرارها 11
اين دو  يحاصل از اجرا يباشد. نتايج عدد يم ۵۰۰

ارائه شده است. دراين  ۳- ۴تا  ۱-۴الگوريتم در جداول 
ترتيب تعداد تکرارها و زمان لازم  به tCو  NIجداول 

حاصل در  يباشند. نتايج عدد يالگوريتم م ياجرا يبرا
همه تست  يدهند که برا ينشان م ۳-۴تا  ۱-۴جداول 

مارکوارت اصلاح -استفاده شده، روش لونبرگ يها مسأله
 ياجرا ي٪ و در زمان لازم برا۸۰ها شده در تعداد تکرار

  دارد.  ي٪ برتر۶۳الگوريتم 
  
  يگير . نتيجه۵

مارکوارت جديد بر پايه -در اين مقاله، يک روش لونبرگ
 يحل معادله قدرمطلق يساختار روش گراديان مزدوج برا

توليد شده در  يها ارائه گرديد. نشان داده شد که جهت
کنند.  يصدق م يکاف يروش جديد در شرط کاهش

-دهند که روش لونبرگ نشان مي يهمچنين، نتايج عدد
-مارکوارت اصلاح شده جديد در مقايسه با روش لونبرگ

  کند. بهتر عمل مي يحل معادله قدرمطلق يمارکوارت برا
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LM  
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  ۳۰۰۰  ۲۷۰۰  ۲۴۰۰  ۲۱۰۰  ۱۸۰۰  ۱۵۰۰  ۱۲۰۰  ۹۰۰  ۶۰۰  ۳۰۰  بعد  روش

LM  
NI  ۵ ۵  ۵  ۶  ۶  ۶  ۶  ۶  ۶  ۶  

tC  ۲۳۴/۰ ۲۳۴/۱  ۲۸۱/۳  ۰۴۷/۸  ۰۶۳/۱۳  ۳۷۵/۲۱  ۰۴۷/۳۲  ۴۲۲/۴۴  ۶۷۲/۶۰  ۲۱۹/۸۳  

ILM 
NI ۴ ۵  ۵  ۶  ۶  ۷  ۷  ۸  ۸  ۹  
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LM  
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tC  
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ILM 
NI ۳ ۴ ۴  ۴  ۴  ۴  ۴  ۴  ۴  ۴  
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