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 1399/ 12/ 08تاريخ پذيرش مقاله:    11/12/1398تاريخ ارسال مقاله: 

 چکيده 

𝐿𝑘(𝛤)  دهيم ونمايش مي  𝐿𝑘(𝛤)  را با نماد    گرافkگراف خط مکرر مرتبه = 𝐿(𝐿𝑘−1(𝛤))خاص،  . در حالت 

𝐿0(𝛤) = 𝛤  و  𝐿1(𝛤) = 𝐿(𝛤)اي )و تصويري( گراف. انديس چنبرهترين, کوچکk اي است که به ازاي آن

k-امين گراف خط مکرر گراف غيرتصويري( باشد. هرگاهاي )و  غيرچنبره 𝐿𝑘(𝛤) 0 به ازاي هرk، اي  چنبره

که  ،  R  دار(. گراف ژاکوبسون وابسته به حلقه جابجايي يک=P)و =Tدهيم:)و تصويري( باشد، قرار مي

\)(  شود، يک گراف ساده با مجموعه رئوس نمايش داده مي Rℑبا نماد  RJR   است و دو رأس متمايزx   وy  در

اي و تصويري  هاي چنبرهنباشد. در اين مقاله، انديس  R  يکال  xy−1  آن مجاور هستند اگر و فقط اگر عنصر

ژاکوبسون بررسي شده است. ما يک رده  ارائه ميانديس  بندي ازگراف  ژاکوبسون  مذکور گراف  دهيم. انديس  هاي 

 اف ژاکوبسون نامتناهي است يا حداکثر دو. اي و تصويري گرچنبره
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 مقدمه -1

ويتني  توسط  خط  گراف  سال 2مفهوم  ،  1932در 

سال 3کروسز س 1943در  و پس  و  هراري  توسط 

از   2۷3ارائه شد )به صفحه   19۶0در سال،  4نورمن

دلخواه8] گراف  ازاي  به  شود(.  مراجعه   ] گراف  ،

نماد با  آن    𝐿(𝛤)شود.  نمايش داده مي  𝐿(𝛤)  خط 

باشد گرافي است که هر رأس آن متناظر با يک يال

مجاورن آن  رأس  دو  اگر  و  تنها  و  اگر  هاي  يالد 

در  در    متناظرشان  باشند.  رأس مشترک  يک  در 

مجاور   در  jvوivکه رئوس اين تحقيق، هنگامي  

نماد از  jiwباشند،  رأس   , نمايش  براي 

))((],[  LVvv ji
مي   مجموعه  استفاده  شود. 

يال   𝐿(𝛤)  رئوس مجموعه  با  متناظر    هايدقيقاً 

را به نمايش   هايمجاورت بين يال  𝐿(𝛤)  است و

 .گذاردمي

قضيه ]مطابق  مقاله  در  ويتني  که  بيان 19اي   ]

هاي افگرکند، ساختار هر گراف همبند )به غير از  مي

3Kو
1,3K  )بازيابي  مي آن  خط  گراف  توسط  تواند 

هاي شود. به عبارتي؛ تناظر يک به يک بين رده گراف

لذا  همبند و رده گراف  هاي خط همبند وجود دارد. 

اي شد تا به تحقيقي در مورد نشانيده  اين نکته انگيزه

به   و  مکرر  خط  گراگراف  مکرويژه  خط   Rℑ رف 

 .بپردازيم

k دلخواه گراف  مکرر  خط  گراف  با   امين    را 

𝐿𝑘(𝛤)  مي بهنمايش  𝐿0(𝛤)  ويژه،دهيم.  = 𝛤   و  

𝐿1(𝛤) = 𝐿(𝛤).  دلخواه گراف  انديس  براي   ،

گرافچنبره کوچک    اي  درk  ترينرا    نظر   اي 

اي نباشد و آن را با چنبره  گيريم که به ازاي آنمي

Tمي هر نمايش  ازاي  به  هرگاه  گرافkدهيم.   ،  

𝐿𝑘(𝛤) دهيم:اي باشد، قرار ميچنبره  =T.   به

ترينرا کوچک ديس تصويري گرافنطور مشابه، ا

kدر آنمي  نظر  اي  ازاي  به  که   𝐿𝑘(𝛤)  گيريم 

 
2 H. Whitney 
3 J. Krausz 

دهيم. هرگاه نمايش مي P  تصويري نباشد و آن را با

هر ازاي  گرافkبه   ،  𝐿𝑘(𝛤)    قرار باشد،  تصويري 

براي  =Pدهيم: يم که  است  توجه  قابل   .

مسيرگراف  يک  با  يکريخت  يا  ،  )nP (رأسnهاي 

  دهيم ، قرار مي1,3K  يا گراف )nC (رأسيnيک دور

== PT گراف براي  همچنين،  هاي . 

باشند  غيرچنبره غيرمسطح  که  غيرتصويري  و  اي 

==0  کنيم: قرارداد مي PT . 

جابه حلقه  به  وابسته  ژاکوبسون  گراف  جايي  مفهوم 

نمايش داده شده، اولين بار   Rℑ که با نماد ،Rدار يک

عرفي شد. در  م[  3توسط عرفانيان و همکارانش در ]

مجموعه رئوس،  مجموعه  گراف  \)(  اين  RJRدر 

در آن مجاور    bو  aنظرگرفته شده و دو رأس متمايز

نباشد.  Rعنصر يکال ab−1 هستند اگر و تنها اگر

د همکاران  و  حلقه 1۶]  رپارساپور  تمامي  هاي [، 

ها گراف  دار و متناهي را که به ازاي آني، يکجابجاي

چنبره مسطح،  گرافي  ژاکوبسون،  گراف  و  خط  اي 

 .بندي نمودندتصويري هستند را رده

رده هدف   مقاله،  اين  ارائه  حلقهاز  هاي بندي 

آنجايي، يکجابه ازاي  به  ها  دار و متناهي است که 

کوبسون، روي چنبره نشانيده  اگراف خط مکرر گراف ژ

حلقهمي همچنين  جابهشوند.  يکهاي  و  جايي،  دار 

ژاکوبس گراف  مکرر  خط  گراف  که  نظير  متناهي  ون 

را شناسايي ميآن باشد  تصويري  . در بخش  کنيمها 

اول از مقاله حاضر، به ارائه مفاهيم و تعاريف مورد نياز  

ان  يپردازيم. سپس به معرفي گراف ژاکوبسون و بمي

نيز،   بخش سوم  پرداخت.  خواهيم  آن  برخي خواص 

اي و تصويري، به بررسي  جهت تعيين انديس چنبره

گراف نشانيده  مکرر   رفتار  و  Rℑ خط  چنبره  روي 

 .اردصفحه تصويري اختصاص د

دار  جايي، يکها را جابه در سرتاسر مقاله، تمامي حلقه 

مي نظر  در  متناهي  نمادهاي  و  به   Fqو   nℤگيريم. 

4 F. Harary and R.Z. Norman 
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نيترت براي    مايش مجموعه اعداد صحيح به هنگ ب 

n   و ميدانq  .عضوي استفاده شده است  )(RJ   نيز

به کار برده  Rنمايش راديکال ژاکوبسون حلقه براي  

R  هاي بيشين حلقهآلشود که اشتراک تمام ايدهمي

شود براي اطلاعات بيشتر  است. به خواننده توصيه مي

[ و  ۷[، ]12در زمينه نظريه حلقه به منابعي چون ]

 .[ مراجعه نمايد2]

 

 تعاريف مورد نياز و مفاهيم -2

يکي از موضوعات جذاب در نظريه گراف، بررسي رفتار  

شويم  نشانيده گراف روي يک سطح است. يادآور مي

منظور  ک حقيقي  ه  بُعدي  دو  خمينه  يک  سطح،  از 

از  باز  توپولوژي هاسدورف که هر همسايگي  )فضاي 

ديسک  با  آن  نقطه  }R|>{1هر  2 xx  همسان 

به    ريخت است.  کرانه  بدون  فشرده  همبند  باشد( 

علاوه، جمع همبند دو سطح، سطحي است که با برش  

سپس   و  سطح  دو  هر  روي  مستدير  حفره  يک 

دو  چسب حفرهاندن  اين  مرزهاي  طول  در  ها سطح 

آيد. قضيه زير به زيبايي سطوح بسته را  دست ميبه

   .کندبندي ميرده

 

بسته )فشرده و بدون کرانه( با   هر سطح  [14]  قضيه.

( متناهي  تعداد  همبند  جمع  با  يا  کره،  تا(  gيک 

تا( صفحه  k)  چنبره، يا با جمع همبند تعداد متناهي

 . ريخت استتصويري همسان

 

نامنفي   نمادگذاري. صحيح  اعداد   k  و  gبراي 

را به ترتيب براي جمع همبند  kN  و  gSنمادهاي

g  د تا چنبره و جمع همبنk   تا صفحه تصويري به

 .بريمکار مي

شود، هرگاه رئوسنشانيده ميSروي سطح   گراف 

  نقاط متمايز روي سطح و هر يال    يک قوس

در کن Sساده  دو  متصل  نظر  رأس  نده  در  مجاور 

 
5 Kuratowski’s Theorem 

شوند. هرگاه گراف رسم شده روي سطح شامل    گرفته

ن در  متقاطع  يال  دو  رأس  قطهحداقل  که  باشد  اي 

نمي نشانيده  سطح  روي  گراف  نباشد،  شود.  گراف 

ناميم،  ناپذير مي  تحويل  S  را روي سطح   گراف 

بنشانيم در حالي    Sرا روي سطح هرگاه نتوانيم آن  

نشانيده شود.  S  روي سطح  که هر زيرگراف سره

يک زيرتقسيم يالي از گراف ساده، گرافي است که با 

از   يکي  روي  بر  دو(  )درجه  جديد  رأس  يک  ايجاد 

گراف  يال زيرتقسيم  يک  شود.  حاصل  ، ساده ها 

دنباله وسيله  به  که  است  اگرافي  متناهي  ز  اي 

درزيرتقسيم يالي  گراف،  به  هاي  يک  آيد.  دست 

شود هرگاه بتوان آن را در صفحه  مسطح ناميده مي

گونه  يالبه  که  نمود  رسم  در  اي  را  همديگر  تنها  ها 

آن از  که  ميرئوسي  قها  يالگذرند،  کنند.  هاي  طع 

کنند  هايي تقسيم ميگراف مسطح، صفحه را به ناحيه

شوند. قضيه معروف زير شرط لازم  جه ناميده ميکه و

گراف بودن  مسطح  براي  کافي  بيان  و  را  ساده  هاي 

  .کندمي

 

يک گراف ساده، مسطح    [13].5قضيه کوراتوفسکي 
است اگر و تنها اگر شامل هيچ زيرتقسيمي يکريخت  

 .نباشد 3,3K يا 5K با

گراف  از  دو  درجه  دلخواه  رأس  ازاي  توقيف به   ،

رأس عمل حذف آن رأس و اضافه کردن يالي است  

 کند. گرافهم وصل ميکه دو رأس مجاور آن را به  

2  1  را کهاد توپولوژيکي گراف  ناميم، هرگاه مي

1 2 شامل زيرتقسيمي از   به عنوان يک زيرگراف

از حذف رأس، حذف يال    2  باشد. به طور معادل؛

ت دريا  رئوس  انقباض    1  وقيف  باشد.  شده  حاصل 

است عملي  وسيل  يالي،  به  را  که  موردنظر  يال  آن  ه 

دو انتهاي آن را برهم   توان از گراف حذف کرده، ومي

ناميم،  مي  1  را کهاد گراف2  منطبق نمود. گراف

به وسيله حذف رأس، حذف يال يا انقباض   2  هرگاه 
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ر کهاد توپولوژيکي باشد. ه  حاصل شده  1  يالي در

مي را  رأس  توقيف  عمل  زيرا  است؛  کهاد  توان  يک 

گرفت.   نظر  در  يالي  انقباض  عمل  از  خاصي  حالت 

ليکن عکس اين عبارت زماني برقرار است که درجه  

 .ئوس گراف کهاد حداکثر سه باشدکليه ر

 پذير )يا به طور خلاصه گوناي( گراف گوناي جهت

با را  اي  gتريندهيم کمنمايش مي )(  که آن 

تا gهمبند)جمع    gS  روي  است که به ازاي آن 

شود. گراف از گوناي يک را گراف چنبره( نشانيده مي

از  1ناميم. هرگاه اي ميچنبره باشد، 2  زيرگرافي 

)()(  گردد کهبه سادگي مشاهده مي 21  . 

 

 
 نمايش متعارف چنبره 

 

رئوس  هرگاه  تعداد  با  همبند  تعداد  n  گراف   ،

وm  هاييال تعداد  سطحfهايجه ،  روي   ،gS

اويلر قاعده  به  که  زير  رابطه  مشهور  ۶نشانيده شود، 

 ].11]باشد است برقرار مي

gfmn 22= −+−    

 

,3  قابل ذکر است که به ازاي هر nm، 

−− 4)3)((
12

1
=)( nnKn  

−− 2)2)((
4

1
=)( , nmK nm  

 

اي است اگر و فقط  گرافي چنبرهnKلذا گراف کامل

کامل  هاي دوبخشي  ، و تنها گرافn{5,6,7}اگر

از:چنبره  و    3,3K,3,4K,3,5K  ،6,3K  اي عبارتند 
 

 
6 Euler’s Formula 
7 H. Glover, and P. Huneke 
8 R. Bodendiek, and K. Wagner 

4,4K(]۵[و]1۷[.) 

بررسي چنبره منظور  گرافبه  بودن  دنبال  اي  به  ها، 

گراف از  غيرچنبرهفهرستي  و  کهاد  کمين  اي  هاي 

هستيم. سؤال اين است که: آيا چنين فهرستي وجود  

هانيکه و  گلور  تعداد چنين   ۷دارد؟  که  داشتند  ادعا 

ازگراف  بيش  توپولوژيکي  )يا  1000 هاي 

و   (00100حتي بودنديک  ] 8واگنر است.  [  4در 

گراف کمين کهاد ارائه داده و حدس زدند   23حداقل

مامي  تاست. ت 30هاي مذکور کمتر از که تعداد گراف 

غيرچنبرهگراف  شناخته  هاي  رأس  نه  حداکثر  با  اي 

گراف نه  48 گراف هشت رأسي و 3اند که شاملشده

مي گرافرأسي  اين  از  ساباشند.  در  تعدادي  ل ها 

و هانيکه، و تعدادي ديگر نيز   9توسط لاواسک  1998

 .به وسيله رايانه شناسايي شدند 10توسط پيرسون 

مفاه و  نمادها  ارائه  به  به  اينک  مربوط  نياز  مورد  يم 

پردازيم. هرگاه نشانيده گراف روي صفحه تصويري مي 

کره از  ديسک  نوار  يک  توسط  و  زده شده،  برش  اي 

د شده همان صفحه  موبيوسي بسته شود، سطح ايجا

توان  يري است. همچنين، صفحه تصويري را ميتصو

نقاط  با  ديسک  يک  از  نقطه  هر  ساختن  همسان  با 

 ].)18[ و ]11نمود )] سمت مخالفش توليد 
 

 
 نمايش متعارف صفحه تصويري 

 

تعدادکم روي   kترين  گراف  آن  ازاي  به  kNکه 

شود تا صفحه تصويري( نشانيده مي kد)جمع همبن

پذير )عدد کلاهکي( ناميده، و براي  را گوناي غيرجهت

دهيم. گرافي که بتوان  نمايش مي  )(با    گراف 

9 A. Hlavacek 
10 J. Pearson 
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ناميده   تصويري  گراف  نشانيد،  تصويري  روي صفحه 

يري، يک است. به  شود. عدد کلاهکي گراف تصومي

 2  گرافي از  زير  1  شود که اگري مشاهده مي سادگ

)()( هگاآنباشد،  21  . 

رئوس   هرگاه  تعداد  با  همبند  تعداد nگراف   ،

تعد  mهاييال وجو  روي سطحfهايهاد   ،  kN

مشهور است  نشانيده شود، رابطه زير که به قاعده اويلر  

kfmn  ،11باشد )]برقرار مي −+− 2=.([        

,0قابل ذکر است که به ازاي هر   nm، 
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گرافي تصويري است اگر    nK  گراف کاملبنابراين،  

اگر فقط  گراف n{5,6}  و  تنها  دوبخشي و  هاي 

از: عبارتند  تصويري  3,4K  و 3,3K کامل 

 (. ]1۷[و]۵[)

ه دنبال  ها نيز، ببه منظور بررسي تصويري بودن گراف

گرا از  غيرتصويري ففهرستي  و  کمين  کهاد  هاي 

رستي وجود  هستيم. سؤال اين است که آيا چنين فه

دارد؟ علاوه بر کره، صفحه تصويري تنها سطحي است  

گراف  تمامي  تحويل که  کمين  کهاد  آن  هاي  ناپذير 

گراف تعداد  است.  شده  تشناخته  ناپذير حويلهاي 

تصويري   ت   103روي صفحه  که  و تاست  گلور  وسط 

اند. علاوه بر آن،  نمايش داده شده  ]10[ر  همکارانش د

ثابت نمود که فهرست ارائه شده    ]1[در    11آرکديکن

توسط    ]10[در   فهرست  اين  همچنين  است.  کامل 

از اين    ]۵1[در    12ميرولد و راث مجدداً کنترل شد. 

باشند )به  هاي کهاد کمين ميگراف، گراف  3۵تعداد،  

 مراجعه شود(.  ]9[
 

 ون معرفي گراف ژاکوبس -3

 دار جايي و يکگراف ژاکوبسون وابسته به حلقه جابه 
 

 
11 D. Archdeacon 

R  ،Rℑ  ،غيرجهت و  ساده  که گراف  است  داري 

\)(  مجموعه رئوس آن RJR باشد و دو رأس  مي

ها اگر ستند اگر و تندر آن مجاور ه  yو x متمايز

xy−1  عنصر يکالRنباشد. 

[ صورت پذيرفته و در اين  3از جمله اقداماتي که در ]

هاي  توجهي دارد، شناسايي مؤلفهتحقيق کاربرد قابل  

-3  همبندي گراف ژاکوبسون است که آن را در قضيه

 .کنيمبيان مي 1

 

R  در حلقه  mيشين آل ب ايدهبه ازاي    .1-3قضيه  

مجموعه رئوس يک مؤلفه همبندي    m+1مجموعه 

] Rℑ گراف )به  همچنين  3است  شود(.  مراجعه   ]

[ در  حلقه3نويسندگان  تمام  گراف [،  که  هايي 

آن نظير  به  ژاکوبسون  نيز  را  است  گرافي مسطح  ها 

 .اندهبندي نمود( رده2-3ر )قضيه صورت زي

 

کنيد3]  .2-3قضيه   فرض   ]R متناهي  حلقه اي 

ست اگر و تنها گراف مسطح ا Rℑ ن صورتباشد. در اي

هاي زير يک ميدان باشد يا با يکي از حلقه  R  اگر

   يکريخت باشد:

 ، 4از مرتبه    x[2ℤ[(/2xو )  4ℤ  ،2ℤ×2ℤهاي  )آ( حلقه

 ،۶از مرتبه  6ℤ )ب( حلقه

 ، 8ℤ ،4ℤ ×2ℤ  ،2ℤ ×2ℤ ×2ℤ،  (3x/)]x[2ℤ هايحلقه)پ( 

(2,2 xx/)]x[4ℤ،   (12 ++ xx/)  ]x[2ℤ ×2ℤ ، 

(2,2 2 −xx/)]x[4ℤ  2  و),( yx/ ]yx,[2ℤ    از

 ، و  8مرتبه 

 .9از مرتبه  9ℤ،3ℤ ×3ℤ (،2x/)]x[3ℤ هاي)ت( حلقه

 

روي چنبره و    ده گراف خط مکرررفتار نشاني  -4

 صفحه تصويري 

[ که کاربرد فراواني  ۶اين بخش را با ارائه يک لم از ]

اي و تصويري بودن گراف خط مکرر  چنبرهدر بررسي  

 .کنيمدارد آغاز مي

12 W. Myrvold, and J. Roth 
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لم۶]  .1-4لم   کنيد4.1،  فرض   ]   ،گرافي ساده

باشد و به    n  و   m  شامل دو رأس متمايز از درجه

))(7(07  ازاي −− nm،0=  ،و جاهاي ديگر

1= −. در اين صورت 

)()())(( nm KK  +L  

 ++ )()())(( nm KKL   

 

ارائه   بيان و اختصار، نمادگذاري ذيل  جهت سهولت 

 .گرددمي

 

(  1,1,1,…,1) تاييnنمبي 1نماد    نمادگذاري.

تمام   که  آن  مؤلفهاست  ازاي  1هاي  به  و  باشد 

ni ,1,2,=  نماد  ،ie که است  عنصري  نمايش 

 .صفر باشد  هاو بقيه مؤلفه 1ام آن iمؤلفه

و    ها به دو دسته موضعيبندي حلقهبا توجه به دسته

مورد    غيرموضعي، در  تحقيق  به  ابتدا  بخش  اين  در 

مکررچنبره گراف خط  بودن  تصويري  و  در  Rℑ اي 

اي غيرموضعي است پرداخته، و  حلقه R  حالتي که

سپس رفتار نشانيده گراف خط مکرر گراف ژاکوبسون  

هاي موضعي روي چنبره و صفحه تصويري  نظير حلقه

 .اييمنمرا بررسي مي

به ] 8.۷ قضيه  بنا  متناهي2از  حلقه   ،] R   با

موضعي حاصل حلقه  متناهي  تعداد  مستقيم  ضرب 

رو، يافتن کراني براي اين  آرتيني يکريخت است.از اين

تعداد به منظور بررسي رفتار نشانيده گراف خط مکرر  

 ه و صفحهچنبرروي  R  گراف ژاکوبسون نظير حلقه

 .رسدنظر مي تصويري ضروري به

انديس چنبره در خصوص  تحقيق  و  ابتدا، جهت  اي 

 هاي غيرموضعي را بررسي حلقه ،  Rℑ تصويري گراف 
 

 .کنيممي

 

ازاي  .2-4قضيه   به  کنيد  ni  فرض  1,2,...,= ،

),(  هايحلقه ii mR  و باشند  متناهي    موضعي 

nRRRR  21
 3n  رت اگرين صودر ا  

داراي   Rℑ گاه گراف(، آن2ℤ×2ℤ×2ℤ)به استثناء حلقه  

 .اي و تصويري صفر استانديس چنبره

گراف  .4n  گيريم  .اثبات وضعيت،  اين    Rℑ در 

کامل  گراف  با  يکريخت  زيرگرافي  با  8K  شامل 

1e,41  رئوسمجموعه   ee +,31 ee +,21 ee +,

431 eee ++,421 eee ++,321 eee و   ++

4321 eeee چنبره +++ لذا  تصويري  است.  و  اي 

 .باشدنمي

  اکنون، فرض کنيم
321 RRRR  31  و  i  

شامل حداقل چهار عنصر   iR  چنان موجود باشد که

گيريم  مسأله،  کليت  دادن  دست  از  بدون    باشد. 

4|| 1 R.  8  اگر|| 1 Rگاه در حلقه ، آنR  توان  مي

با حداقل هشت عنصر يافت. بنا به    m  آل بيشينايده

گراف1-3قضيه    ، Rℑ  با يکريخت  زيرگرافي  شامل 

است. لذا    m+1  با مجموعه رئوس   8K  گراف کامل

ميداني از    1Rباشد. حال اگر اي و تصويري نميچنبره

عناصر غيرهماني    گاه به ازاي، آنشدبا ۷يا    ۵،  4مرتبه  

1با شرط   2xو1xيز متما

12 = −xxمجموعه عناصر ،  
,1  ,0,1)( 2x, ,0,1)( 1x, (1,0,1), (0,0,1), 

(0,1,1), ,1,1)( 1x 1,1,  و)( 2x    زيرگرافي يکريخت

مي Rℑ در  8K  با پستشکيل  گراف   Rℑ دهند. 

حلقه   1R اي و تصويري نيست. در حالتي کهچنبره

موضعي غيرميدان با چهار عضو باشد، يکريخت با يکي  

حلقه در    x[2ℤ[(/2x)  يا 4ℤ هاياز  بود.  خواهد 

,3e ,1  رئوس،  4ℤ  1Rوضعيت اول؛ يعني حالت  

32 ee +, 
313 ee +, 

312 ee +, 
31 ee +

3212 eee و   ++
3213 eee   اي از نسخه Rℑ در ++

8K کنند و در نتيجهتوليد مي Rℑ اي و  گراف چنبره

طور مشابه در وضعيت دوم؛ يعني  تصويري نيست. به

,1,3e  عنصر  تهش  ،x[2ℤ  1R[(/2x)  حالت

,
321 eexe ++, 

31 exe +, 
32 ee +, 

31 ee +

31)(1 eex و    ++
321)(1 eeex در   +++ مشمول 

 خواهند بود و در نتيجه R حلقه m  آل بيشينايده

Rℑ اي و تصويري نيست. سرانجام، در حالتي  چنبره
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  گردد کهبه سادگي مشاهده مي 3ℤ  ×2ℤ×2ℤR که

|)(|3|>)(| RR VE JJ.    واضح اويلر،  قاعده  کمک  به 

باشد. همچنين،  اي نمييک گراف چنبره Rℑ است که

، يکي از  30E افي يکريخت بشامل زيرگرا Rℑ گراف

ببينيد(.  را  1[ است )شکل  10هاي موجود در ]گراف 

شکل   عضو 1در   ،  
1Rx   شرط =1با  −xx   در  

حالت،   اين  در  لذا  است.  شده  گراف   Rℑنظرگرفته 

فوق،  حالات  تمام  در  بنابراين  نيست.  تصويري 

0== PT . 
 

 
 1 شکل

 

نيز، هرگاه   پايان  به   2ℤ×2ℤ×2Rℤدر  بنا  قضيه ، 

را ببينيد(. از    2مسطح است )شکل   Rℑ ، گراف2-3

است،  ۶داراي درجه   Rℑ در  (1,1,1)آنجا که رأس

)RℑL(  نسخه ازشامل  لذا    5K  اي  و  بود  خواهد 

نيس متمايز  Rℑهمچنين،    ت.مسطح  رأس  دو 

درجه    (0,1,1)  و  (1,1,0) لم   ۵از  به  بنا   دارد. 

اي و تصويري نخواهد بود.  چنبره )RℑL( ، گراف1-4

==1  در نتيجه، PT . 
 

 
 2 شکل

 

قضيه   به  توجه  چنبره2-4با  است  ضروري  و  ،  اي 

را به ازاي حلقه   Rℑ تصويري بودن گراف خط مکرر

  که  Rدلخواه
21 RRR     بررسي کنيم. لذا حالات

 گيريم: زير را در نظر مي

 

|<|16 (1حالت R. 

||8  اگر 1 R    8يا|| 2 R،  گاه حلقهآنR  شامل

  به کمک حداقل هشت عضوي است.    آل بيشين ايده

بوده و   8K  اي ازشامل نسخه Rℑ ، گراف1-3قضيه  

==0باشد. پس اي و تصويري نميلذا چنبره PT  . 

مي ازايبنابراين  به  کرد  فرض  ، i{1,2}  توان 

7|| iR.  حلقه صورت  اين  از    R  در  يکي  با 

 هاي زير يکريخت است: حلقه

5ℤ×4F  ،5ℤ (×2x/)]x[2ℤ  ،5ℤ×4ℤ  ،7ℤ×3ℤ  ،5ℤ×5ℤ ،

7ℤ×4F ،7ℤ (×2x/)]x[2ℤ ،7ℤ×4ℤ ،7ℤ×5ℤ ،7ℤ×7ℤ . 

 

ازاي    ،5ℤ×4F  Rکه  هنگامي ,4F  21به  xx  ،  با

1شرط 

12 = −xxانقباض گراف ، Rℑ اي  شامل نسخه

گراف  Rℑ با مجموعه رئوس زير بوده، و لذا  4,5K  از

 باشد. اي و تصويري نميچنبره
{,3)( 1x,,2)( 1x,,1)( 1x,,0)( 1x }  ∪   {,4)( 2x, 

,0)( 2x,,3)( 2x,,2)( 2x,,1)( 2x}. 

 

 5ℤ  (×2x/) ]x[2ℤ  هاياز حلقه  با يکيRاينک گيريم 

باشد. به سادگي  5ℤ × 4ℤ  يا به    يکريخت  توجه  با  و 

با1-3قضيه   يکريخت  زيرگرافي   ،  
10K    ساختار در 

اي و  گردد و لذا گراف چنبرهمشاهده مي Rℑ گراف 

 تصويري نخواهد بود. 

  5ℤ × 5ℤيا    7ℤ × 3ℤ  هايبا يکي از حلقه  R  هرگاه

|)(<|3|)(|يکريخت باشد،   RR VE JJ    به کمک قاعده

به علاوه،    اي نيست.چنبره Rℑ يابيم گرافمي  اويلر، در

  گراف  ،7ℤ×3ℤ  Rهرگاه  
Rℑ    گرافشامل ي  زير 

با   هرگاه    7kيکنواخت    گراف  ،5ℤ×5ℤ  Rو 
Rℑ  

گرافشامل   با  زير  يکنواخت  بود،لذا   5,5kي  خواهد 

 تصويري نيست.
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,𝑥1به ازاي  ، 7ℤ×4F Rکه در صورتي 𝑥2 ∈ 𝐹4  با

  شرط
1

12 = −xx،  انقباض گراف Rℑ   شامل زيرگرافي

 Rℑ ر است. پسمجموعه رئوس زي  با  4,5Kيکريخت با

  .باشداي و تصويري نميگراف چنبره
{,4)( 1x,,3)( 1x,,2)( 1x,,1)( 1x,} ∪ {,,5)( 2x,

,1)( 2x, ,4)( 2x, ,3)( 2x,  ,2)( 2x}  

 

، به  7ℤ×4ℤ  R  يا  7ℤ (×2x/)]x[2ℤ  Rهرگاه  

باوضوح    در ساختار گراف14K  زيرگرافي يکريخت 

Rℑ نتيجهيافت مي و  گراف چنبره Rℑ شود. در  اي 

 .تصويري نيست

 در اين صورت انقباض گراف  .7ℤ×5ℤ  Rگيريم  

Rℑ نسخه از اشامل    ي 
4,5K  رئوس مجموعه    با 

{(3,4),(3,3),(3,2),(3,1) }  ∪  {(2,5),(2,1),

اي و تصويري  لذا چنبره  است و {(2,2), (2,3), (2,4)

 .باشدنمي

گراف،  7ℤ×7ℤ  Rهرگاه   شامل   Rℑ انقباض 

ازنسخه  اي 
4,5K در است.  زير  رئوس  مجموعه   با 

 باشد. نمياي و تصويري نتيجه گراف چنبره
{(4,4),(3,4),(2,4),(1,4)  }∪{(5,2),  (1,2), 

(4,2), (3,2), (2,2)}  

 

|=|16  (2حالت R. 

عضو    هايي ميدان  2R  و   1R  هرگاه دقيقاً چهار  با 

شامل    Rℑ  انقباض گراف،  4F×4F  Rباشند، به ازاي  

[  20هاي موجود در ]، يکي از گراف3G  اي ازنسخه

,4F  21، 3را ببينيد(. در شکل   3است )شکل  xx

1و

12 = −xx،    4همچنينF 21, yy   1و

12 = −yy. 

 .اي نيستگراف چنبره Rℑ در نتيجه
 

 
 3 شکل

زيرگرافي يکريخت  شامل   Rℑ همچنين، انقباض گراف

با مجموعه رئوس زير خواهد بود. اين بدان    4,4K  با

اگر  معن که  گراف  Rℑ گاهآن،  4F×4F  Rاست 

 شد.باتصويري نمي
{),( 21 yx,0)( 1x,),( 11 yx,,1)( 1x, }∪{,0)( 2x,

),( 22 yx, ),( 12 yx, ,1)( 2x} 

 

||=|=|4  اکنون حالتي که 21 RR    از و حداقل يکي 

جا  گيريم. از آنها ميدان نباشد را درنظرمياين حلقه

شامل حداقل دو  2R  يا  1Rآل بيشين حلقهکه ايده

داقل  آل بيشيني از سايز حايده  R  عضو است، حلقه

گراف لذا  شد.  خواهد  شامل  را  شامل   Rℑ هشت 

با  يکريخت  گراف   8Kزيرگرافي  نتيجه  در  و  بوده 

 .باشدنمياي و تصويري چنبره

 

|=|15  (3حالت R. 

يا برعکس. در    5F  =2Rو    3ℤ  =1Rدر اين حالت،  

گرا نسخه  Rℑ فنتيجه،  ازشامل  از  1G  اي  يکي   ،

  Rℑ [ است. بنابراين گراف20هاي موجود در ]گراف 

  د(. در شکل توجه نمايي  4  اي نيست )به شکلهچنبر

4 ،5F  yxx ,, 21
1  با شرط ،

12 = −xx 1و= −yy. 

 

 
   4 شکل

 

طرفي ي Rℑ از  ازشامل  نسخه  از  5A  ک  يکي   ،

را ببينيد(    ۵[ است )شکل  10هاي موجود در ]گراف 

 .باشدتصويري نميو لذا 

 
 5 شکل
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نتيجه3-4قضيه   عنوان  به  ارائه  ،  فوق  بحث  از  اي 

 .گرددمي

 

کنيد  .3-4قضيه     فرض 
21 RRR .   اين در 

|<|14 صورت، اگر R، 0 گاهآن== PT . 

را در   Rℑ اي و تصويري گرافدر ادامه، انديس چنبره

||14 حالاتي که R کنيمبررسي مي. 

|=|14  ابتدا گيريم R.   7در اين صورتℤ×2ℤ R

، گرافي  ۶نمايش داده شده در شکل ، Rℑ و لذا گراف

  داراي دو رأس  Rℑ اي خواهد بود. از آنجا کهچنبره

لم  مي ۷از درجه    (1,3)و  (1,2) به  بنا  ،  1-4باشد، 

 T=1اي نخواهد بود. بنابراين، چنبره  )RℑL (گراف

اي از شامل نسخه  Rℑهمچنين،  
7K    است. در نتيجه

 .P=0باشد. پس صويري نميگراف ت
 

 
 ۶ شکل

 

9|>>|14  حال اگر Rهگاه حلق، آن  R   با يکي از

 هاي زير يکريخت خواهد بود: حلقه

F4×ℤ3/) 2x (،ℤ2[ x ]×ℤ3،ℤ4×ℤ3 ،ℤ5 ×ℤ2 

 

به قضيه  ،  4F×3ℤ  Rکه  هنگامي  , گراف2-3بنا 

Rℑ   شکل در  نيست.  نظر۷مسطح  در  با   گرفتن    ، 

4F  21, xx 1و

12 = −xxنشانيده ، Rℑ  روي چنبره

 .شودمشاهده مي 
 

 
 ۷ شکل

با توجه به شکل رسم شده در اين حالت، واضح است  

 را ببينيد(.  8باشد )شکل  گرافي تصويري مي Rℑ که
 

 
   8 شکل

 

Rℑ ،5=((2,1))=((1,1)) در گراف degdeg.   بنا به

اي و تصويري نخواهد  چنبره )RℑL (، گراف1-4لم  

گاه بنا به قضيه  آن، x[2ℤ×3ℤ R[(/2x) اگر  .بود

گراف  مسطح نيست. نمايش نشانيده   Rℑ ، گراف2-3

 اي بودن گرافچنبرهگر بيان 9روي چنبره در شکل  

Rℑ است. 
 

 
 ۹ شکل

 

روي صفحه تصويري   Rℑ ش نشانيدهنماي  10شکل  

 .است
 

 
 10شکل

 

1,1)( شامل دو رأس  Rℑ در اين حالت، گراف x+   و  

)(2,1 x+    درجه لم   ۶از  به  بنا  ،  1-4است. 

 .تصويري نخواهد بود اي وچنبره )RℑL (گراف
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اگر   قضيه  آن،  4ℤ×3ℤ  Rاينک  به  بنا  ،  2-3گاه 

مسطح نيست. در اين وضعيت، با توجه به   Rℑ گراف

 .شوداي بودن گراف نتيجه مي، چنبره11شکل  
 

 
 11 شکل

 

روي صفحه تصويري   Rℑ در اين حالت، نشانيده گراف

شکل   ت12در  گراف  که  است  آن  مبين  صويري  ، 

 .باشدمي
 

 
 12 شکل

 

Rℑ،5=((0,3))=((0,1))در   degdeg.    1-4بنا به لم ،

 .اي و تصويري نخواهد بودهچنبر )RℑL( گراف

اي  شامل نسخه Rℑ گراف،  5ℤ×2ℤ  Rکه  در حالتي

 است.  3,3K از

روي چنبره نشانيده   Rℑ باشد. گرافلذا مسطح نمي

گرافي   Rℑرا ببينيد(. به وضوح،    13ست )شکل  شده ا

 .باشداي ميچنبره
 

 
   13 شکل

 

نمايش داده شده گرافي    41که در شکل    Rℑ گراف

 .تصويري است
 

 
 14شکل

 

 ۵از درجه  (1,3) و (1,2)شامل دو رأس، Rℑ گراف

لم   به  بنا  و  چنبره )RℑL (گراف،  1-4است.  اي 

فوق،  ت حالات  کليه  در  بود.  نخواهد  صويري 

1== PT . 

||9  در ادامه، فرض کنيم R   در اين صورت حلقه

R هاي زير يکريخت است:  با يکي از حلقه 

3ℤ×3ℤ  ،4ℤ×2ℤ (  ،2x/)]x[2ℤ×2ℤ  ،4F×2ℤ  ،3ℤ×2ℤ، 

2ℤ×2ℤ    قضيه به  گراف 2-3بنا   ، Rℑ  تمام ازاي  به 

به   .3ℤ×3ℤ  Rهاي فوق، مسطح است. گيريم حلقه

مي  مشاهده  گرافسادگي  انقباض  که   )RℑL( شود 

از زيرتقسيمي    شامل 
3,3K    مسطح لذا  و  است 

1v=(0,1)  رئوسباشد. از طرفي، با درنظرگرفتن  نمي

(1,1)=4v, (1,0)=3v, (0,2)=2v, 

(2,1)=7v, (2,0)=6v, (1,2)=5v  و 

(2,2)=8v    درRℑ  1۵شکل  ، گراف ترسيم شده در  ،

افي روي چنبره است و لذا گر )RℑL(  نشانيده گراف 

ميچنبره کهاي  آنجايي  از  دو   )RℑL( باشد.  شامل 

درجه  4,7wو    4,5wرأس     )RℑL(L ((است، ۶از 

 .T=2  اي نخواهد بود. پس چنبره
 

 
 15 شکل
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اي  شامل نسخه )RℑL (گرافدر اين حالت، انقباض  

يکي20E  از گراف  ،  ]از  در  موجود  است  10هاي   ]

ببينيد(.    1۶)شکل   تصويري را  گراف  بنابراين 

 .P=1باشد. پس  نمي
 

 
 1۶ شکل

 

مسطح است. در اين  Rℑ گراف ، 4ℤ×2ℤبه ازاي حلقه 

آن    deg((1,1))=5  حالت، از  ميکه    شود نتيجه 

)Rℑ(L  نسخه ازشامل  پس  5K  اي  )RℑL (است. 

  داريم:   Rℑ باشد. به علاوه، در گرافگراف مسطح نمي

5=((1,3))=((1,1)) degdeg    1-4بنا به لم،  )Rℑ(L  

==1اي و تصويري نيست. پس گراف چنبره PT . 

از  Rℑ در 1رأس  ،  x[2ℤ×2ℤ  R[(/2x)   هرگاه 

شامل زيرگرافي   )RℑL (پس گرافدرجه پنج است.  

  يکريخت با
5K مسطح نيست.    باشد و در نتيجهمي

حلقه اين  نظير  ژاکوبسون  گراف  در    ، همچنين 

5=))((1,1=((1,1)) xdegdeg لم    + به  ،  4-1بنا 

بنابراين چنبره )RℑL (گراف نيست.  تصويري  و  اي 

1== PT . 
توان زيرتقسيمي  به سادگي مي  .4F×2ℤ Rگيريم  

  يافت و لذا گراف  )RℑL (نقباضدر ساختار ا 3,3K از

 مسطح نيست.  

با   رئوس  نظر  درهمچنين   ,1v=(0,1)  گرفتن 

)(0,= 12 xv,  )(0,= 23 xv,  (1,0)=4v,  

(1,1)=5v,  )(1,= 16 xv,  )(1,= 27 xv.  در Rℑ   با

,4F  21شرط   xx  1  و

12 = −xx  گراف رسم شده ،

  روي چنبره است. پس   )RℑL(  نشانيده  18در شکل  

)RℑL( اي خواهد بود.يک گراف چنبره 

 
 1۷ شکل

 

گرا شکل  همچنين،  در  شده  رسم    نشانيده   18ف 

)RℑL(  روي صفحه تصويري است. پس )RℑL(   يک

 .گراف تصويري خواهد بود
 

 
 18 شکل

 

گراف   گراف  در  حلقه، خط  اين  نظير    ژاکوبسون 

6=)(=)( 5,75,6 wdegwdeg    گراف1-4بنا به لم ، 

))RℑL(L(  پس چنبره نيست.  تصويري  و  اي 
2== PT . 

 ,3ℤ×2ℤ  R  ،(0,1)=1v,  (0,2)=2vاگر  

(1,0)=3v,  (1,1)=4v  5=(1,2)  وv،  گاهآن 

},,,{=)( 521 vvvV R J و گراف )RℑL(   رسم شده

 .گرافي مسطح است 19در شکل  
 

 
 1۹ شکل

 

روي چنبره    )RℑL(L(( نشانيده گراف  20در شکل  

 .شودمشاهده مي 
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 20شکل

 

روي صفحه    )RℑL(L ((نشانيده گراف  21در شکل  

 .شودتصويري مشاهده مي

 

 
 21 شکل

 

درهم حلقه،  )RℑL(L ((چنين  اين    نظير 

5=)(=)( 4,53,54,53,4 −− wdegwdeg    لم به  ،  4-1بنا 

نيست.  چنبره  )RℑL(L(L((( گراف تصويري  و  اي 

==3.پس PT   

صورتي     ، 2ℤ×2ℤ  R،  (0,1)=1vکه  در 

(1,0)=2v  3=(1,1)  وv  داشت خواه يم 

},,{=)( 321 vvvV RJ  نتيجه،   در  
3PR J لذا   و

== PT . 

 

فرض کنيد  .4-4قضيه  
21 RRR   14  و|| R 

 صورت، يکي از حالات زير صادق است: در اين 

|=|14  اگر  )آ( R، 1 گاهآن=T 0 و=P.    

9|>>|14  اگر  )ب( R1 گاه، آن== PT . 

|=|9  اگر  )پ( R2 گاه، آن=T 1  و=P. 

|=|8  در صورتي که  )ت( R   ، 

x[2ℤ×2ℤ R[(/2x)  يا 4ℤ×2ℤ  Rاگر  (1-)ت

==1 گاهآن PT . 

==2 گاه، آن4F×2ℤ  Rاگر  ( 2-)ت PT . 

|=|6  اگر  )ث( R3 گاه، آن== PT . 

|=|4  اگر  )ج( Rگاه، آن == PT . 

  اي و تصويري بودن گراف خط مکرر در ادامه، چنبره

Rℑ  کهدر حالتي R  آل بيشين حلقه موضعي با ايده

m کنيمباشد را تحقيق مي. 

 

||3  (1حالت m. 

ازا به  حالت،  اين  اول در  عدد  صحيح    pي  عدد   و 
 

n ازبا يکي R، حلقهn  مثبت
PF ( ،2x/)]x[2ℤ ،4ℤ ،

(2x/)]x[3ℤ    9ياℤ    يکريخت است. اگرn
PF  R  ،

کامل  Rℑ گاهآن گراف  تعدادي  مجزاي  اجتماع     با 

)2P(    تعدادي يکريخت است.    )1P (رئوس منفردو 

که يکريخت    4ℤيا    x[2ℤ[(/2x)  با R  هنگامي 

متشکل    )RℑL (شود کهاهده ميباشد، به سادگي مش

منفرد رأس  يک  که  )1P (از  حالتي  در   است. 

(2x/)]x[3ℤ  R 9  ياℤ  R  ،ازاي ،  1n  به 

داشت    خواهيم 
RR

n JJL )(.    تمام در  وضوح،  به 

==حالات مذکور  PT . 

 

|=|4  (2حالت m. 

حالت، اين  ||{8,16}  در  R.  که صورتي  R  در 

حلقه 8اي  حلقه از  يکي  با  باشد،   هاي عضوي 
2),( yx/]yx,[2ℤ( ،3x/)]x[2ℤ ( ،2,2 xx/)[4ℤ

]x (،2,2 2 −xx /)]x[4ℤ    8ياℤ    .است يکريخت 

  با گراف کامل Rℑ بنابراين گراف
4K  و گراف  )RℑL(  

کامل بخشي  سه  گراف  است.    2,2,2K  با  يکريخت 

گراف  )RℑL(  بنابراين که  آنجا  از  است.   مسطح 

))RℑL(L(  5 ز تقسيمي ا شامل زيرK   است، مسطح

شامل    )RℑL(L((باشد. همچنين، انقباض گراف نمي

[ 20هاي موجود در ]يکي از گراف   ,2G  اي ازنسخه

  است. به عنوان نمونه،
2G    را به عنوان زيرگرافي از

ازاي حلقه  )RℑL(L((انقباض     22در شکل  ،  8ℤ به 

اي نيست  گراف چنبره  )RℑL(L((  ببينيد. در نتيجه

 .T=2 و لذا
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 22شکل

 

اي  شامل نسخه  )RℑL(L((همچنين، انقباض گراف  

[ است. در  10د در ]هاي موجو، يکي از گراف20E از

انقباض   20E  ،23شکل   از  زيرگرافي  عنوان    به 

))RℑL(L( 8 به ازاي حلقهℤ  داده شده است.  نمايش

 .P=2 باشد. در نتيجهبنابراين گراف تصويري نمي
 

 
 23شکل

 

باشد، آن 1۶اي  حلقه  Rاگر به ]عضوي  بنا    [، 3گاه 

  با Rℑگراف  
4,44 KK     پس است.  يکريخت 

  [، داريم 2.14مثال،  ۶اي خواهد بود. با کمک ]چنبره

3))(( 4,4 KL.  شود که گرافنتيجه مي  )RℑL(  

تصويري  Rℑبه وضوح،    .T=1  اي نيست و لذاچنبره

 .P=0  باشد و در نتيجهنمي

 

||5 (3لتحا m.  

شامل  Rℑ گراف[، انقباض  3در اين وضعيت، بنا به ]

با يکريخت  مسطح،    5,5K  زيرگرافي  لذا  و  است. 

==0  باشد. بنابرايناي و تصويري نميچنبره PT  

، که نتيجه فوري بحث فوق  ۵-4اين بخش را با قضيه  

 .دهيماست پايان مي

 

آل ايدهحلقه موضعي با  R  فرض کنيد .5-4قضيه 

اشد. در اين صورت، يکي از حالات زير  ب m  نبيشي

 : صادق است

||3  اگر  آ() m، گاهآن == PT . 

|=|4  در صورتي که  )ب( m   ، 

|=|8  اگر  (1-)ب R2 گاه، آن== PT  . 

|=|16  اگر  (2-)ب R1  گاه، آن=T 0  و=P. 

||5  اگر  )پ( m0 گاه، آن== PT . 
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