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  چکيده
توسط  ۱۹۸۷ن بار در سال يشه دارد نخستير يجبر يو توپولوژ يه جبرينظر -݇ها که در  گروه يناآبل يضرب تانسور حاصل
آن صورت  يبر رو يها، مطالعات فراوان ه گروهيک موضوع مستقل در نظريعنوان  شد. از آن پس به يمعرف يو لودبراون 

 يناآبل يمربع تانسور يک گروه و نماي ين نمايمعنادار ب يا دست آوردن رابطه ها در خصوص به تلاش يا ژه پارهيو گرفت. به
  ده است.يآن، به انجام رس

 ياد محاسبات، مطالعه چندانيو ازد يدگيچيل پيدل ابد، بهي يش ميک گروه با خودش افزايدفعات تانسور  که تعداد ياما در حالت
نسبت به گذشته در مورد  يجه بهتري، نت ک گروهي ييتا م که در حالت تانسور سهين مقاله ما برآنيصورت نگرفته است. در ا

 م.يآن ارائه کن ينما
݇  يتوان  توان از رده پوچ گروه پوچ کيܩ د يفرض کن ≥ است. ما  ۳ ک عدد اول و مخالفي	 باشد که	ينما يو دارا3

ܩ)  يعني، ܩ ييتا سه يضرب تانسور حاصل يم نمايده يم ن مقاله نشانيدر ا ⊗ ቀቂ، عدد ܩ⊗(ܩ
ೖ
మቃିଵቁ شمارد  يرا م

ቂکه در آن 
ଶ
ቃ يا مساويتر  ح بزرگين عدد صحيتر کوچک

ଶ
، بهبود ]۷[س در يارائه شده توسط ال يب نماين ترتيباشد. بد يم  

  ابد.ي يم
  
  

  گروه. ي، نمايتوان توان، رده پوچ ، گروه پوچيناآبل يضرب تانسور حاصل هاي کليدي: واژه
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  معرفي - ۱
دو گروه باشند که بر روي يکديگر  ܪ و ܩفرض کنيد 

صورت سازگار و بر روي خودشان با مزدوج عمل  به
ℎبا نماد راܪ  بر روي  ܩکنند. عمل مي بر   ܪو عمل 

݃دهيم که نشان مي ݃با  را ܩروي  ∈   و  ܩ
ℎ ∈ صورت  را به ܩ. همچنين عمل مزدوج در گروه ܪ

݃ᇱ = ݃݃′݃ିଵ ،	݃‚	݃ᇱ ∈   گيريم. در نظر ميܩ
گروه توليد شده  ܪو   ܩضرب تانسوري ناآبلي حاصل

⊗݃توسط همه  ℎ  هاست که در روابط زير صدق
ᇱ݃	‚݃)کند  مي ∈ ℎᇱ	ℎ‚	و	ܩ ∈   :(ܪ

݃݃ᇱ⊗ℎ = ൫ ݃ᇱ ⊗ ℎ ൯(݃⊗ ℎ)  
  و

݃⊗ ℎℎᇱ = (݃⊗ ℎ)൫ ݃⊗ ℎ′ ൯   
  

ܩگروه که با نماداين  شود تعميم  نمايش داده مي  ܪ⊗
عنوان  هاي آبلي به ضرب تانسوري معمولي گروه حاصل
_ℤ باشد که داراي کاربردهاي توپولوژيکي نيز  مدول مي

معرفي شد.  ۱۹۸۷هست و توسط براون و لودي در سال 
  ] مراجعه کنيد. ۲براي مطالعه بيشتر به [

ܩدر حالت خاص = ها  فرض که همه عملو با اين   	ܪ
ܩمزدوج باشند، گروه  ⊗  ܩرا مربع تانسوري ناآبلي  ܩ

نامند. تاکنون مطالعات فراواني در مورد خواص اين  مي
هايي براي مرتبه و  دست آوردن کران گروه از جمله به

] ۱۲ ,۸ ,۶ ,۵[ عنوان نمونه نماي آن، انجام شده است. به
  را ملاحظه کنيد.

ܩبر روي گروه  ܩحال فرض کنيد گروه  ⊗ با  ܩ
( ଵ݃⊗݃ଶ) = ൫ ଵ݃⊗ ݃ଶ

 ൯  ܩو ⊗ بر  ܩ
ଶ݃با  ܩروي  = ݃ଶ

[‚భ](⊗భ)  عمل کند که در
‚݃]آن  ଵ݃] = ݃ ଵ݃݃ିଵ ଵ݃

ିଵ ،و  ݃جابجاگرଵ݃  
ଵ‚݃ଶ݃‚݃باشد و  مي ∈  ضرب صورت حاصل در اين ܩ

ܩهاي تانسوري ناآبلي گروه ⊗ را با   ܩو  ܩ
ଷ⊗نماد  ضرب تانسوري سه نمايش داده و آنرا حاصل  ܩ

ଷ⊗، يعني ناميم ميܩ تايي   ܩ = ܩ) (ܩ⊗ . ܩ⊗
معرفي شد. وي  ]۶[اين گروه اولين بار توسط اليس در 

  ܩتوان ثابت کرد اگر گروه پوچ ]۵، گزاره ۷[ همچنين در
(ܩ)ݔ݁داراي نماي = تواني  رده پوچ و  

(ܩ)݈ܿ = ݇ ≥   گاه  باشد آن 2

ଷ⊗)ݔ݁ ቂ	|		(ܩ
ೖ
మቃ  

  
ቂکه در آن

ଶ
ቃ  تر يا  ترين عدد صحيح بزرگ کوچک

مساوي
ଶ
  است.  

݇در اين مقاله برآنيم که کران فوق را در حالت ≥ و   3
به ازاي  ≠  بهبود بخشيده و قضيه زير را ثابت کنيم: 3

  
تواني  توان از رده پوچ گروهي پوچ  ܩاگر قضيه اصلي:

݇ ≥ باشد که   و داراي نماي 3 ≠  گاه  ، آن3

ଷ⊗)ݔ݁ ቀቂ	|	(ܩ
ೖ
మቃିଵቁ   

  
ቂکه در آن

ଶ
ቃ  تر يا  ترين عدد صحيح بزرگ کوچک

مساوي
ଶ
 است.  

  
 نتايج مقدماتي - ۲

آوري برخي خواص و اثبات برخي  در اين بخش به جمع
پردازيم که براي اثبات قضيه اصلي  نتايج مقدماتي مي
 سودمند خواهد بود.

  
توان از رده  يک گروه پوچ  ܩفرض کنيد :۱-۲لم 
ݕ‚ݔصورت به ازاي هر باشد. در اين ۳تواني  پوچ ∈ و   ܩ
݊‚݉هر  ∈ ℕ :داريم  

(ݕݔ)	(1 = ൫[ݔ‚ݕ]ݕݔ

మ൯[ݔ‚ݔ‚ݕ]൫


మ൯  

൫[ݕ‚ݔ‚ݕ]

మ൯ାଶ൫


మ൯;  

ݔ]	(2 [ݕ‚ =   [ݕ‚ݔ]
൫[ݔ‚ݕ‚ݔ]


మ ൯[ݕ‚ݕ‚ݔ]൫మ൯	  

  
  ] مراجعه کنيد.۱به [برهان: 

 
صورت  گروه باشد در اين يک  ܩفرض کنيد: ۲- ۲لم 

ݐ‚ݖ‚ݕ‚ݔ به ازاي هر  ∈ ܿو ܩ ∈ روابط زير  (ܩ)ܼ
  برقرارند:

ݔ)	(1 ⊗ ଵି(ݕ = ௫(ݕ⊗ଵିݔ) =
ݔ) ⊗ ௬	ଵ);ିݕ   

[ݕ‚ݔ]	(2 ⊗ ݖ = ݔ) ⊗ ݔ)௭(ݕ ⊗   ଵି(ݕ
  و

ݔ ⊗ [ݖ‚ݕ] = ⊗ݕ) ⊗ݕ)(ݖ ଵ௫ି(ݖ ;  



 ۷۹                                                                                                                    هاگروه	_	تايي  ضرب تانسوري سه نماي حاصل
   

   

[ݕ‚ݔ]	(3 ⊗ ܿ = 1;   
ݔ]	(4 ⊗ ݖ‚ݕ ⊗ [ݐ = [ݕ‚ݔ] ⊗    [ݐ‚ݖ]

  
  ] مراجعه کنيد.۳به [ برهان:

  
توان از رده  يک گروه پوچ  ܩفرض کنيد: ۳-۲لم

ݐ‚ݖ‚ݕ‚ݔباشد و  ۳تواني  پوچ ∈   صورت . در اينܩ
1)	 ݔ) ⊗ (ݕ = ݔ) ⊗ ݔ)(ݕ ⊗ [௭‚௧]([ݕ‚ݐ‚ݖ]   
[ݔ‚ݐ‚ݖ]) ⊗   ;(ݕ
2)	 ݔ) ⊗ (ݕ = ݔ) ⊗ ݔ)([ݕ‚ݖ] ⊗ ௭(ݕ   
[ݔ‚ݖ]) ⊗ [ݔ‚ݖ])([ݕ‚ݖ] ⊗   (ݕ
ݔ) ⊗ ݔ)([ݕ‚ݔ‚ݖ] ⊗   ([ݕ‚ݕ‚ݖ]
[ݔ‚ݕ‚ݖ]) ⊗ [ݔ‚ݔ‚ݖ])(ݕ ⊗   (ݕ

  
ܩ) با استفاده از روابط ۱ برهان: ⊗ ) ۳( ۲-۲ و لم ܩ

  داريم:
ݔ) ⊗ (ݕ =[௭‚௧] ݔ[ݔ‚ݐ‚ݖ] ⊗    ݕ[ݕ‚ݐ‚ݖ]

= ݔ) ⊗ ݔ)([ݕ‚ݐ‚ݖ] ⊗ [ݔ‚ݐ‚ݖ])(ݕ ⊗    (ݕ
  

 نتيجه برقرار است. )۴( ۲-۲اکنون بنا بر لم 
ܩ) با استفاده از روابط۲ ⊗ و با کمک  ۲-  ۲و لم   ܩ

  شود. سادگي نتيجه مي از همين لم به )۱(رابطه 
  

ݖ‚ݕ‚ݔيک گروه باشد و   ܩفرض کنيد: ۴-۲لم  ∈ . ܩ
  صورت در اين

  هاي ) نگاشت۱

ቊ
:ߣ ܩ) (ܩ⊗ ܩ⊗ ⟶ 																ܩ⊗ܩ
ݔ) ⊗ ⊗(ݕ ݖ ⟼ ݔ) ⊗ ݔ)௭(ݕ ⊗ 			ଵି(ݖ

   

  و

൜ :′ߣ
ܩ) ⊗ ⊗(ܩ ܩ ⟶ ܩ

ݔ) ⊗ ⊗(ݕ ݖ ⟼    [ݖ‚ݕ‚ݔ]

  
  ᇱߣݎ݁ܭروي بر   ܩکه طوري هايي هستند به همريختي

ܩو ⊗ صورت بديهي عمل  به ߣݎ݁ܭبر روي   ܩ
زيرمجموعه   ′ߣݎ݁ܭو ߣݎ݁ܭکنند. علاوه بر اين  مي

ܩ)مرکز ⊗ ⊗(ܩ  هستند.  ܩ
[ݕ‚ݔ]چه  ) چنان۲ ⊗ ݖ = گاه به ازاي هر عدد  ، آن	1

  ،	݊ صحيح
ݔ) ⊗ ⊗(ݕ ݖ = ൫(ݔ ⊗ ⊗(ݕ ൯ݖ

   

  و
ݔ) ⊗ (ݕ ݖ⊗ = ൫(ݔ ⊗ ⊗(ݕ ൯ݖ

   
  

[ݖ‚ݕ‚ݔ]که در حالتي ∈  گاه آن  (ܩ)ܼ
ݔ ⊗ [ݖ‚ݕ] = ݔ) ⊗    ([ݖ‚ݕ]
 

ܿ‚ܾ‚ܽ) به ازاي هر۳ ∈  داريم:  ܩ

൫(ݔ ⊗ ⊗(ݕ ൯ݖ =
(⊗)⊗

  

൫(ݔ ⊗ ⊗(ݕ ൯ݖ =
[‚]⊗

  

൫(ݔ ⊗ ⊗(ݕ ൯ݖ
[‚‚]

  
  

باشد  ۳تواني  توان از رده پوچ پوچ  ܩاگردر حالت خاص 
ଷ⊗گاه گروه آن  آبلي است.  ܩ

  
  ] مراجعه شود.۳[ ) به۱ برهان:

سادگي نتيجه  از همين لم به )۱() با استفاده از بخش ۲
  شود. مي

  ] مراجعه شود.۳) به [۳
  
 اثبات قضيه اصلي - ۳

در اين بخش مقدمات اثبات قضيه اصلي را فراهم آورده و 
تواني  در نهايت قضيه اصلي را با استقراء بر روي رده پوچ

کنيم. نخست به گزاره زير در خصوص  گروه اثبات مي
منظور سهولت  به توجه کنيد. ۳توان از رده  هاي پوچ گروه

ݔدر محاسبات از اين پس از نماد  ⊗ ⊗ݕ  	ݖ
ݔ)جاي به ⊗ ⊗(ݕ  کنيم. استفاده مي  ݖ
  

توان از رده  گروهي پوچ  ܩفرض کنيد: ۱-۳گزاره
ݖ‚ݕ‚ݔباشد و  ۳تواني  پوچ ∈ صورت به ازاي  در اين ܩ

݊هر عدد طبيعي  ≥  داريم: 3
ݔ ⊗ ⊗ݕ ݖ = ݔ) ⊗ ⊗ݕ   (ݖ
ݔ) ⊗ [ݕ‚ݕ‚ݖ] ⊗ ൫(ݖ


మ൯   

ݔ) ⊗ [ݕ‚ݔ‚ݖ] ⊗ ൫(ݖ

మ൯ 

[ݔ‚ݔ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗ ൫(ݖ

మ൯  

[ݔ‚ݕ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗ ൫(ݖ

మ൯  

ݔ) ⊗ [ݕ‚ݖ] ⊗ ൫(ݖ

మ൯   

[ݔ‚ݖ]) ⊗ [ݕ‚ݖ] ⊗ ൫(ݖ

మ൯ାଶ൫


మ൯  
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[ݔ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗ ൫(ݖ

మ൯  

൫ݔ ⊗ ൧[ݕ‚ݖ]‚ݖൣ ⊗ ൯ݖ
൫మ൯  

൫ൣ[ݔ‚ݖ]‚ݖ൧ ⊗ ݕ ⊗ ൯ݖ
൫మ൯  

  
  در ابتدا توجه کنيد که  برهان.

ݔ ⊗ ⊗ݕ ଶݖ =  
ݔ) ⊗ ⊗ݕ (ݖ ݔ) ⊗ ⊗ݕ ௭(ݖ   
= ݔ) ⊗ ⊗ݕ )(ݖ ݔ) ⊗ ௭(ݕ ⊗   (ݖ

  
 )۱( ۲-۴ و همچنين لم )۲( ۳- ۲حال با استفاده از لم 

 داريم:
ݔ ⊗ ⊗ݕ ଶݖ 	 = ݔ) ⊗ ⊗ݕ   ଶ(ݖ
ݔ) ⊗ [ݕ‚ݕ‚ݖ] ⊗   (ݖ
ݔ) ⊗ [ݕ‚ݔ‚ݖ] ⊗   (ݖ
[ݔ‚ݔ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗   (ݖ
[ݔ‚ݕ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗   (ݖ
ݔ) ⊗ [ݕ‚ݖ] ⊗   (ݖ
[ݔ‚ݖ]) ⊗ [ݕ‚ݖ] ⊗   (ݖ
[ݔ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗   (ݖ

  
݊در حالت =   و با استفاده از رابطه اخير داريم:  3

ݔ ⊗ ⊗ݕ ଷݖ =  
ݔ) ⊗ ⊗ݕ (ݖ ݔ) ⊗ ⊗ݕ ଶ)௭ݖ   
= ݔ) ⊗ ⊗ݕ ݔ)ଷ(ݖ ⊗ [ݕ‚ݕ‚ݖ] ⊗   ଶ(ݖ
ݔ) ⊗ [ݕ‚ݔ‚ݖ] ⊗   ଶ(ݖ
[ݔ‚ݔ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗   (ݖ
[ݔ‚ݕ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗   ଶ(ݖ
ݔ) ⊗ [ݕ‚ݖ] ⊗   ଶ(ݖ
[ݔ‚ݖ]) ⊗ [ݕ‚ݖ] ⊗   ଶ(ݖ
[ݔ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗   (ݖ
ݔ) ⊗ [ݕ‚ݕ‚ݖ] ⊗ ݔ)(ݖ ⊗ [ݕ‚ݔ‚ݖ] ⊗   (ݖ
[ݔ‚ݔ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗ [ݔ‚ݕ‚ݖ])(ݖ ⊗ ݕ ⊗   (ݖ
ݔ) ⊗ [ݕ‚ݖ] ⊗ ௭(ݖ   

[ݔ‚ݖ]) ⊗ [ݕ‚ݖ] ⊗   (ݖ
[ݔ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗ ௭	(ݖ   

  
و با مرتب کردن جملات  )۲( ۳-۲که با استفاده از لم 

  شود: نتيجه مي
ݔ ⊗ ⊗ݕ ଷݖ = ݔ) ⊗ ⊗ݕ   	ଷ(ݖ
ݔ) ⊗ [ݕ‚ݕ‚ݖ] ⊗   ଷ(ݖ
ݔ) ⊗ [ݕ‚ݔ‚ݖ] ⊗   ଷ(ݖ
[ݔ‚ݔ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗   ଷ(ݖ
[ݔ‚ݕ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗   ଷ(ݖ

ݔ) ⊗ [ݕ‚ݖ] ⊗   ଷ(ݖ
[ݔ‚ݖ]) ⊗ [ݕ‚ݖ] ⊗   ହ(ݖ
[ݔ‚ݖ]) ⊗ ݕ ⊗ ݔଷ൫(ݖ ⊗ ൧[ݕ‚ݖ]‚ݖൣ ⊗   ൯ݖ
൫ൣ[ݔ‚ݖ]‚ݖ൧ ⊗ ݕ ⊗   ൯ݖ

  
دست  سادگي به ، حکم به݊بنابراين با استقراء بر روي 

  آيد. مي
 

توان از رده  گروهي پوچ  ܩفرض کنيد: ۲-۳گزاره 
(ܩ)expباشد و ۳تواني  پوچ = که    ≠ در  3
  صورت اين

ଷ⊗)ݔ݁   (ܩ)ݔ݁	|	(ܩ
  

فرض کنيد :برهان = ݊و   2 = 2 صورت  در اين
ݕ‚ݔ، به ازاي هر)۱( ۱-۲با توجه به لم  ∈  داريم:  ܩ

൫[ݔ‚ݕ]

మ൯[ݕ‚ݔ‚ݕ]൫


మ൯ = 1  

  
  داريم: )۲( ۱ -۲از طرفي بنا بر لم 

൫[ݔ‚ݕ‚ݔ]

మ൯ = 1	  

  
.ݕ]بنابراين  ൫[ݔ


మ൯ =  )۲( ۴ - ۲لذا با استفاده از لم  1

، ۱ - ۳کارگيري گزاره  و با به ൫ଷ൯	|	݊که  و باتوجه به اين
  داريم:

ݔ) ⊗ ⊗ݕ (ݖ = 1  
  

چه  چنان > ݊و  3 =  )۲( ۴ -۲، با توجه به لم 
  که واضح است ۱ -۳و گزاره 

ݔ) ⊗ ⊗ݕ (ݖ = 1  
  

توان از رده  پوچ ܩفرض کنيد  برهان قضيه اصلي:
݇تواني  پوچ ≥ ، حکم براي ۲ -۳باشد. بنا بر گزاره  3

݇ = اثبات را  ݇برقرار است. حال با استقراء بر روي  3
  ] دنباله زير دقيق است:۷از [ ۵کنيم. بنا بر گزاره  کامل مي

⊗(ܩ)ିଵߛ) ⊗(ܩ ܩ ⟶⊗ଷ (ܩ) ⟶   
⊗ଷ ீ

ఊೖషభ(ீ)
⟶1  

  
 دانيم: مي )۲( ۴ -۲از طرفي بنا بر لم 

⊗(ܩ)ିଵߛ)൫ݔ݁ ⊗(ܩ   |൯ܩ
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(ܩ)ିଵߛ)ݔ݁   	(ܩ)ݔ݁	|	(ܩ⊗
  

بنابراين با توجه به دنباله دقيق فوق و بنابر فرض استقراء، 
  آوريم: دست مي به

ଷ⊗)ݔ݁ ቀቂ	|	(ܩ
ೖషమ
మ ቃିଵቁ 	× =

ቀቂ
ೖ
మቃିଵቁ  

  
  کند. و اين اثبات را کامل مي

  
تواني  توان از رده پوچ گروهي پوچ ܩاگر  حدس:
݇ ≥  گاه باشد، آن و داراي نماي  ܿ

⊗)ݔ݁ ቀቂ	|	(ܩ
ೖ
మቃିାଶቁ  

  
⊗که در آن    ܩتايي گروه- cضرب تانسوري  حاصل ܩ

  است.
  
  ها  کاربرد - ۴

در اين بخش به ارائه نتايج و مثالي از کاربرد نتيجه اصلي 
  پردازيم. مقاله مي

ܯ:ߤسه گروه باشند و  ܰو  ܯو  ܩفرض کنيم  →  ܩ
ܰ:ߴو  → دو مدول متقاطع شده باشند. بنا به تعريف  ܩ

 ܰو  ܯبر روي  ܩ] گروه ۲مدول متقاطع شده در [
݃کند که عمل مي ݊و  ݉ترتيب با  به ∈   ܩ
݉و ∈ ݊و  ܯ ∈ را با نماد  ܰبر روي  ܯ. عمل ܰ

݊ = ݊ఓ  ݉را با  ܯبر روي  ܰو عمل =
݉ణ ݉کنند که  تعريف مي ∈ ݊و  ܯ ∈ ܰ .

) بر روي خودش با مزدوج عمل ܰ(و  ܯهمچنين 
عنوان  ] به۲در [ ܰ⋀ܯضرب بيروني  کند. حاصل مي

ها تعريف شده ݊⊗݉گروه توليد شده توسط همه 
ᇱ݉,݉کند ( است، که در روابط زير صدق مي ∈ و  	ܯ

݊, ݊′ ∈ ܰ:(  
݉݉ᇱ⊗݊ = ( ݉ᇱ ⊗ ݊ )(݉⊗ ݊),  
݉⊗݊݊ᇱ = (݉⊗ ݊)( ݉ ⊗ ݊ᇱ ),	  

  
݉ߤاگر  = ݊⊗݉گاه  آن ݊ߴ = 1.  

ܩوضوح همريختي هماني  به → يک مدول متقاطع  ܩ
با مزدوج عمل  ܩبر روي  ܩباشد که درآن گروه  شده مي

:ߪکند. همريختي  مي ܩ⋀ܩ → با ضابطه  ܩ
)ߪ ଵ݃ ⊗݃ଶ) = [ ଵ݃, ݃ଶ]  نيز مدول متقاطع شده

,ଵ݃که  است ݃ଶ ∈ ܯ. بنا به تعريف ܩ ∧ ܰ ،
ܩهاي  ضرب بيروني گروه حاصل ∧ را با نماد  ܩو  ܩ

∧ଷ ܩ = ܩ) ∧ (ܩ ∧ را  دهيم و آن نشان مي ܩ
ناميم. همريختي  مي ܩتايي  ضرب بيروني سه حاصل

߲: ܩ⋀(ܩ⋀ܩ) → نگاشت جابجاگر است، نيز  ∂که  ܩ
  مدول متقاطع شده است.

ܩد يک گروه دلخواه با نمايش آزا ܩفرض کنيد  = ி
ோ

 
,ܴ)ଵߛ کنيم صورت تعريف مي باشد، در اين (ܨ = و  ܴ

,ܴ)ାଵߛ (ܨ = ,ܴ)ߛ] ,(ܨ ، همچنين [ܨ
(ܨ)ߛ = ,ܨ)ߛ ݇براي هر  (ܨ ≥ . به ازاي عدد 1

–	، ضربگر ܿصحيح مثبت  که با  ܩاز گروه  توان پوچܿ
دهيم يک گروه آبلي است و  نشان مي (ܩ)()ߤ

  شود: صورت زير تعريف مي به
(ܩ)()ߤ = ோ∩ఊశభ(ி)

ఊశభ(ோ,ி)
	 ; 	ܿ ≥ 1  

  
همان ضربگر شور معمولي و  (ܩ)(ଵ)ߤدانيم  مي

(ܩ)(ଶ)ߤ = ோ∩ఊయ(ி)
[ோ,ி,ி]

  است. ܩتوان از  پوچ  - ۲ضربگر  

  
–يک  ܩفرض کنيد  :۱-۴گزاره  گروه متناهي از  
݇تواني  رده پوچ ≥ )باشد  3 ≠   صورت . در اين(3

1) exp(∧ଷ (ܩ |	exp(ܩ)ቂ
ೖ
మቃିଵ ;   

2) exp ቀߤ(ଶ)(ܩ)ቁ | 	exp(ܩ)ቂ
ೖ
మቃିଵ  

  
]، ۲,۶، قضيه ۴اي از [با استفاده از نتيجه برهان:

تصوير همريخت از گروه  (ܩ)(ଶ)ߤ
ker	(߲:∧ଷ (ܩ) → نگاشت جابجاگر  ∂است که  (ܩ

ଷ∧است. بوضوح  نيز تصوير همريخت از  (ܩ)
⊗ଷ باشد. لذا حکم تحت نگاشت طبيعي مي (ܩ)

  آيد. دست مي راحتي به به
–دهيم که اگر براي  در مثال زير، نشان مي گروه  

ଷ⊗، مرتبه گروه ܩمتناهي  در دست باشد با  (ܩ)
توان ساختار  استفاده از قضيه اصلي مقاله، تا حدودي مي

⊗ଷ   را معين کرد.  (ܩ)
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–يک  ܩفرض کنيد  :۲-۴مثال   ସگروه از مرتبه  
)با نمايش زير باشد  > 3):  

ܩ =< ,ߙ ,ଵߙ ,ଶߙ ,ଵߙ]	|	ଷߙ [ߙ =   ,ଶߙ
,ଶߙ] [ߙ = ߙ = ,ଷߙ ଵߙ

 = ଶߙ
 = ଷߙ

  
= 1 >	  

  
–بندي اين گروه در دسته در   ها تا مرتبهگروه  

  دانيم ] معرفي شده است و مي۱۰مرجع [
(ܩ)ଶߛ ≅ ܥ × ܥ , (ܩ)ଷߛ = (ܩ)ܼ ≅ ܥ ,  
exp(ܩ) = ,ଶ ܩ = ீ

ఊమ(ீ)
≅ ܥ × ܥ ,  

	 ீ
ఊయ(ீ)

≅ ,ଵܧ (ܩ)݀ = 2  

  
–يک ଵܧکه در آن  و   ଷگروه بسيار ويژه از مرتبه  

 ܩتعداد مولدهاي کمين گروه  (ܩ)݀باشد و  مي نماي 
  است.

ଵܧ⊗ଵܧدانيم  ] مي۹با استفاده از [ ≅ . از (ܥ)
(ܩ)ߤطرفي چون ≅ (ܩ)ߤ]) و   ])۱۱ܥ ≅ ، ܥ

ܩ|شود  ] نتيجه مي۹بنا بر [ |ܩ⊗ =   .
ܩبنابراين با توجه به بروريختي طبيعي  ⊗ ܩ →

ீ
ఊయ(ீ)

⊗ ீ
ఊయ(ீ)

ܩخواهيم داشت،  	 ⊗ ܩ ≅   . (ܥ)
ܩحال بروريختي  ⊗ ܩ → با ضابطه  (ܩ)ଶߛ
ݔ ⊗ ݕ ⟼ ,ݔ] را در نظر  (ܩ)ଶܬو با هسته  [ݕ

بگيريد. طبق محاسبات فوق، واضح است که 
(ܩ)ଶܬ ≅ ] معرفي شده ۶. دنباله دقيق زير در [ସ(ܥ)

   است:
⊗(ܩ)ଶܬ ܩ →⊗ଷ ܩ → (ܩ)ଶߛ ܩ⊗ → 1,  

  
⊗(ܩ)ଶߛ|دانيم  مان مرجع ميطبق ه |ܩ ≤ . از ସ

بر روي يکديگر  (ܩ)ଶܬو  ܩهاي  طرف ديگر چون گروه
  کنند، پس داريم: صورت بديهي عمل مي به

|ܩ⊗(ܩ)ଶܬ| ≅ ℤ⊗(ܩ)ଶܬ| |ܾܽܩ =   ଼
  

شود  رو با توجه به دنباله فوق نتيجه مي از اين
| ⊗ଷ |ܩ ≤   . ଵଶ

ଷ⊗ هاي اکنون با توجه به بروريختي ܩ →⊗ଷ ீ
ఊయ(ீ)

	 
  و

⊗ଷ ீ
ఊయ(ீ)

→ ቀ ீ
ఊయ(ீ)

⊗ ீ
ఊయ(ீ)

ቁ

⊗

ቀ ீ
ఊయ(ீ)

ቁ


  
 داريم

|⊗ଷ |ܩ ≥ ฬቀ ீ
ఊయ(ீ)

⊗ ீ
ఊయ(ீ)

ቁ

⊗

ቀ ீ
ఊయ(ீ)

ቁ

ฬ  

=   	ଵଶ
  

ଷ⊗|	بدين ترتيب خواهيم داشت  |ܩ =   .ଵଶ
ଷ⊗دست آوردن ساختار گروه  حال براي به با توجه  ܩ

دانيم يک گروه آبلي است، کافي است از  که مي به اين
از رده پوچ تواني  ܩقضيه اصلي مقاله استفاده کنيم. چون 

دانيم  مي ۲-۳ باشد بنا بر گزاره مي ۳
exp(⊗ଷ (ܩ | exp(ܩ) = . بنابراين گروه ଶ

⊗ଷ باشد. با دقت در  مي ଶيا از نماي  	يا از نماي  ܩ
شود که  هاي فوق، معلوم مي يدنباله دقيق و بروريخت
ଷ⊗)ݔ݁ (ܩ = ଷ⊗بنابراين   ܩ ≅   .ଵଶ(ܥ)
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