
دسترسي در سايت http://jnrm.srbiau.ac.ir  
 ۱۳۹۸ تيرو  خرداد، هجدهم، شماره پنجمسال 

 X۵۸۸ -۲۵۸۸شماره شاپا: 
  
 
 
  

ناقص به عنوان  LUش شرط ساز يپ يبلوک محاسبه شکل
دو مزدوج - Aتم يش چپ الگوريماينسخه پ يمحصول فرع

  يبلوک يساز
  
  

 ۲يقيبهناز طلوع حق، *۱يعين رفيام

  
  راني، سبزوار، ايم سبزواري، دانشگاه حکيکاربرد ياضيگروه ر   )۱(

  راني، سبزوار، ايم سبزواريمحض، دانشگاه حک ياضيگروه ر   )۲(
  
 

 ۰۱/۱۰/۹۷تاريخ پذيرش مقاله:     ۱۳/۰۴/۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
۱ش شرط سازيپ يبلوک شکل مقاله، نيا در

† LU يبلوک تميالگور يفرع محصول عنوان به که ميکنيم ارائه را يناقص A -دو 
۲يساز مزدوج
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  مقدمه  - ۱
nد يفرض کن nA   1و, nx b  يباشد. برا 

  ر نامتقارن يوارون پذ يحل دستگاه معادلات خط
  

)۱(  Ax b  
  
۱لفيکر ير فضايز يتوان از روشهايم

ر روش ينظ ٨
)m(GMRES ] تگاه معادلات دس ي]. برا۱استفاده کرد
ش يگاوس کمک گرفت و پ يند حذفيتوان از فراي) م۱(

  به شکل   Mناقص LUشرط ساز
)۲(  A M LDU   

  
و Lيهاسي)، ماتر۲]. در رابطه (۱را محاسبه نمود [

TU ۲واحد ين مثلثييپا
   يس قطريک ماتري Dو ٩

به نام  ييهاسيگاوس با ماتر يند حذفيباشد. در فرايم
۳مکمل شور

-سيم داشت و محاسبه ماتريسر و کار خواه ١٠
ش ي. اگر پگر مرتبط خواهند بوديکديبه  Uو Lيها

 يباشد، آنگاه برا Aاز يب مناسبيتقر Mشرط ساز
حل  يد به جايمناسب تر با ييج همگرايبدست آوردن نتا

  ش شرط شده راست ي) دستگاه پ۱دستگاه (


1

x
A M u b   

  
ا روش د را بين دستگاه جديل داد و سپس ايرا تشک

)m(GMRES   .حل کرد  
۴هر گاه از عمل حذف کردن

دومزدوج -  Aنديدر فرا ١١
يبيش شرط ساز وارون تقريم، آنگاه پياستفاده کن يساز
M که به صورت  

)۳(  1 1 TA M ZD W    
  
 Wو Zيهاسي]. ماتر۲باشد محاسبه خواهد شد [يم

۵واحد يش شرط ساز بالا مثلثين پيموجود در ا
 Dو  ١٢

ش چپ و يمايباشد. دو نسخه پيم يس قطريک ماتري

                                                
1. Krylov subspace methods 
2. Unit lower triangular 
3. Schur Complement  
4. Dropping 
5. Unit upper triangular 

۶راست
وجود دارد و  يدومزدوج ساز -Aنديفرا يبرا ١٣

   يز داراين يبيرط ساز وارون تقرش شين پيبنابرا
  ش چپ و راست خواهد بود. يمايپ يهانسخه

ش شرط يک پيتوانستند که  ۲۰۰۳و توما در سال  يبنز
) را به عنوان محصول ۲ر رابطه (يناقص نظ LUساز
نام  ند. آنهايمحاسبه نما يدومزدوج ساز -Aنديفرا يفرع

 يش شرط ساز فاکتورسازيش شرط ساز را پين پيا
 Uو Lيهاسي]. ماتر۳در نظر گرفتند [ يناکامل قو

گر محاسبه يکديش شرط ساز به صورت مستقل از ين پيا
ز ين يناکامل قو يش شرط ساز فاکتورسازيشوند. پيم

  ].۴،۵ش چپ و راست است [يمايپ يهانسخه يدارا
گاوس  يند حذفياز فرا يک نسخه بلوکي]، کروشل ۶در [

ک در ي يهاارائه کرده است که در آن عناصر لولا بلوک
، به طور ين نسخه بلوکيباشند. در ايا دو در دو ميک ي

شرو يبه دو سطر و دو ستون پ يهمزمان امکان دسترس
ن يهمچن سندهين نويس مکمل شور فراهم است. ايماتر

 ين نسخه بلوکيبر اساس ا يناقص LUش شرط سازيپ
  محاسبه کرده است.

   يدومزدوج ساز - Aنديش چپ فرايمايدر نسخه پ
، Wو Zيهاسيماتر يهاتوان با استفاده از ستونيم

مکمل  يسهايماتر ييا ابتدايشرو يدو ستون و دو سطر پ
 يگاوس را به صورت ضمن يند حذفيشور موجود در فرا

، ]۷ن مطلب و در مرجع [يهم يد نمود. بر مبنايتول
ش چپ يماينسخه پ يبرا يک شکل بلوکيسندگان ينو

  اند. مطرح نموده يدومزدوج ساز - Aنديفرا
ش شرط ساز ياز پ يک شکل بلوکيمقاله، ن يدر ا

م کرد که به يخواه يرا معرف يناکامل قو يفاکتورساز
ش چپ يمايپ ينسخه يشکل بلوک يعنوان محصول فرع

  شود. يمحاسبه م يدومزدوج ساز - Aنديفرا
 يند حذفيفرا ين مقاله، نسخه بلوکيدر بخش دوم ا

م کرد. در بخش سوم، نسخه يخواه يادآوريگاوس را 
 يو شکل بلوک يش شرط ساز ناکامل قويش چپ پيمايپ

 يهامقاله، مثال يانيگردد. در بخش پايم يآن بررس
  ها ارائه خواهند شد. سهيو مقا يعدد

   

                                                
6. Right-looking version 
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ن مقاله يس دلخواه است. در ايک ماتري Xميفرض کن
ام و iب به عنوان سطريبه ترت iX,:و iX:,ياز نمادها

ن نماد يم. همچنيااستفاده کرده Xسيام ماتر iستون

: , :i j k lX از يسير ماترينشان دهنده ز X  است که
س يو اند jتا  iنيآن ب يهاهيدرا يس سطرياند

  است. lتا  kن يآن ب يهاهيدرا يستون
  
  گاوس يند حذفيفرا ينسخه بلوک - ۲

گاوس است که در  يند حذفيفرا ي، نسخه بلوک۱تم يالگور
ه ناقص موجود در يتم تجزين الگوري] ارائه شده است. ا۶[

TU و Lکند که در آني) را محاسبه م۲رابطه (
 يس بلوکيک ماتري D واحد و ين مثلثييپا يهاسيماتر
ا يک يک در ي يهابلوک Dياست. عناصر قطر يقطر

تم را به ين الگوريام اiنجا گاميدو در دو هستند. در ا
  م.يدهيصورت مختصر شرح م

 يدر ابتدا نشان داده شده است ۱همانگونه که در شکل 
س مکمل شور ي، تمام ماتر۱تم يام الگورiگام 

( 1)
,( )i

lk l k iS 
 يدر دسترس است. درون حلقه داخل 
به  ivر يتم، متغيالگور ۴و در خط  whileر به ينظ

  شکل 

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

1 1

1 1max |S |, |S |
| | | |

n n
i i

i ij jii i
j i j iii ii

v
S S

 
 

   

 
  

 
     )۴(  

  
 

ر يتم، دو متغيالگور ۷تا  ۵شود. در خطوط يم يمعرف
1د يجد

iw  2و
iw به صورت  

  

1 ( 1)( 1) ( 1)
, 11

( 1)( 1) ( 1)
2 1, j1, 1, 1

ii in
ijii i i

i ii i
j i ii i i i

SS S
w

SS S

  


 
    



  
        


 

  
)۵(   

1( 1) ( 1)
, 12 ( 1) ( 1)

, 1 ( 1) ( 1)
2 1, 1, 1

i in
ii i ii i

i ji j i i i
j i i i i i

S S
w S S

S S

 
 

  
    



 
  

 


  
  

ن دو مقدار ينه ايشيبرابر ب iwمحاسبه شده و سپس
ا يم که آيکنيم يتم بررسيالگور ۸شود. در خط يف ميتعر

iشرط  iv w ن باشد، آنگاه يبرقرار است. اگر چن
ن خطوط يتم اجرا خواهند شد. در ايالگور ۱۵تا  ۹خطوط 

) ۱و۱( يهيک به عنوان درايک در ي يابتدا عنصر لولا
)س مکمل شور يماتر 1)

,( )i
lk l k iS 

 شود. يانتخاب م
 Uسيام ماتر iو سطر Lسيام ماتر iسپس ستون

آنها حذف خواهند شد.  يهاهياز درا يمحاسبه شده و برخ
يهاسيپس از آن، ستون و سطر محاسبه شده از ماتر

L وU،  بخش( 1)
1: , 1:
i
i n i nS 
  س مکمل شور ياز ماتر

( 1)
,( )i

lk l k iS 
 ان، به يخواهند کرد. در پا را به هنگام
 ک واحد اضافه خواهد شد. ي iريمتغ
  

  : نسخه بلوکي از فرايند حذفي گاوس۱الگوريتم 
Input: n nA   is a nonsymmetric matrix and , (0,1)L U     are the drop tolerance 
parameters for matrices L  and U   
Output: A LDU  where TL  and U are unit upper triangular matrices and D  is a block 
diagonal matrix with diagonal blocks of order 1 1  or 2 2   
1. n nL U I   , (0)S A , 0 n nD     
2. 1i    
3. while i n do 

4. ( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

1 1

1 1max | S |, | S |
| | | |

n n
i i

i ij jii i
j i j iii ii

v
S S

 
 

   

 
  

 
    

5. 
1 ( 1)( 1) ( 1)

, 11
( 1)( 1) ( 1)

2 1, j1, 1, 1

ii in
ijii i i

i ii i
j i ii i i i

SS S
w

SS S

  


 
    



  
        
   
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6.  
1( 1) ( 1)

, 12 ( 1) ( 1)
, 1 ( 1) ( 1)

2 1, 1, 1

i in
ii i ii i

i ji j i i i
j i i i i i

S S
w S S

S S

 
 

  
    



 
  

 
  

7.  1 2max ,i i iw w w   

8. if i iv w  then 

9. ( 1)i
ii iiD S    

10. ( 1) 1
1: , 1: ,

i
i n i i n i iiL S D 
    

11. Suppose that 1: , (L )i n i kiL   . For 1k i  , if ki LL  , then set 0kiL  .  

12. 1 ( 1)
, 1: , 1:

i
i i n ii i i nU D S 

   

13. Suppose that , 1: ( )i i n ikU U  . For 1k i  , if ik UU  , then set 0ikU  .  

14. ( ) ( 1)
1: , 1: 1: , 1: 1: , , 1:
i i
i n i n i n i n i n i ii i i nS S L D U
         

15. 1i i    
16. else 

17. 
( 1) ( 1)

, 1
: 1, : 1 ( 1) ( 1)

1, 1, 1

i i
ii i i

i i i i i i
i i i i

S S
D

S S

 


   
  

 
  
 

  

18. ( 1) 1
2: , : 1 2: , : 1 : 1, : 1

i
i n i i i n i i i i i iL S D 
       

19. Suppose  that 2: , : 1 (L )i n i i kjL    . For k and j , if kj LL  , then set 0kjL  .  

20. 1 ( 1)
: 1, 2: : 1, : 1 : 1, 2:

i
i i i n i i i i i i i nU D S 

       

21. Suppose that : 1, 2: ( )i i i n kjU U   . For k and j , if kj UU  , then set 0kjU  . 

22. ( 1) ( 1)
2: , 2: 2: , 2: 2: , : 1 : 1, : 1 : 1, 2:
i i
i n i n i n i n i n i i i i i i i i i nS S L D U 
            

23. 2i i   
24. end if 
25. end while 
26. Return 1 ,(L )ij i j nL    , 1 ,( )ij i j nU U   and D   

  

 
  في گاوسام نسخه بلوکي فرايند حذ i. گام۱شکل 
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iشرط  ۱تم يالگور ۸اگر در خط  iv w  ،برقرار باشد
تم اجرا خواهد شد. در ين الگوريا ۲۳تا  ۱۷آنگاه خطوط 

شرو ازيدو در دو پ يس اصلير ماترين خطوط ابتدا زيا
( 1)

,( )i
lk l k iS 

 شود. يبه عنوان بلوک لولا انتخاب م
iو  iيهاستون ۱۹و  ۱۸سپس، در خطوط  1  از

از  يبه طور همزمان محاسبه شده و برخ Lسيماتر
شد. پس از آن، در  ن دو ستون حذف خواهنديا يهاهيدرا

iو  iيتم، سطرهايالگور ۲۱و  ۲۰خطوط  1  از
خواهند شد. در خط  يبه طور همزمان معرف Uسيماتر
)س ير ماتريتم، زيالگور ۲۲ 1)

2: , 2:
i
i n i nS 
  س ياز ماتر

)مکمل شور  1)
,( )i

lk l k iS 
 ان يده و در پايبه هنگام گرد

  دو واحد اضافه خواهد شد.  iريبه متغ
  
 يفاکتورساز ش شرط سازيپ ينسخه بلوک - ۲

  يناکامل قو

ش شرط ساز يش چپ پيماي، نسخه پ۲تم يالگور
 يرا به عنوان محصول فرع يناکامل قو يفاکتورساز

، ۲کند. در شکل يمحاسبه م يدومزدوج ساز-Aند يفرا
ش ين پيا Dو L ،Uيهاسيمحاسبه ماتر يچگونگ

 ن شکليم شده است. همانگونه که از ايشرط ساز ترس
ام و  iب سطريتم به ترتين الگوريام ا iداست در گاميپ

از  iiDيهيو درا Uو Lيهاسيام ماتر iستون
س يتم ماترين الگوريشوند. در ايمحاسبه م Dسيماتر

به  Uو Lيهاسيوجود ندارد و ماتر يمکمل شور
 ند.يآيبدست م Zو Wيهاسيق ماتريب از طريترت

گر وابسته يکديبه  Wو Zيهاسيچون محاسبه ماتر
ش شرط ساز يپ Uو Lيهاسين ماتريستند بنابراين

گر يکديز به صورت مستقل از ين يقوناکامل  يفاکتورساز
  شوند.يد ميتول

  
  : نسخه پيمايش چپ پيش شرط ساز فاکتورسازي ناکامل قوي۲الگوريتم 

Input: n nA   is a nonsymmetric matrix and , , , (0,1)z w L U       are the drop 
tolerance parameters for matrices , ,Z W L  and U   
Output: A LDU   
1. (0) (0) (0)

1 2[z ,z , , ] In n nZ z    , (0) (0) (0)
1 2[ , , , ] In n nW w w w   , n nL U I   , 0 n nD     

2. for 1i   to n  do 
3. for 1j   to 1i   do 

4. 
( 1)

( ) ( 1) ( 1)(w )
( ) w

j T
i jj j j

i i j
jj

A e
w w

D


     

5. 
( 1)

( ) ( 1) ( 1)e A
( )

T j
j ij j j

i i j
jj

z
z z z

D


    

6. For all ,l j  if ( )j
li Zz  , then set ( ) 0j

liz   . Also, if ( )j
li Ww  , then set ( ) 0j

liw   

7. 
( 1)e AT j

j i
ji

jj

z
U

D



 . If ji UU  , then set 0jiU    

8.
( 1 )(w )j T
i j

ij
jj

A e
L

D



 . If ij LL  , then set 0ijL   

9. end for 
10. ( 1)T i

ii i iD e Az    
11. end for  
12. Return 1 ,(L )ij i j nL   , 1 ,( )ij i j nU U   and 1( )ii i nD diag D     
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  ها در نسخه پيمايش چپ پيش شرط ساز فاکتورسازي ناکامل قوياختار ماتريس. س۲شکل 
  

  

)يهاو با استفاده از ستون ۲تم يام الگور iدر گام 1)i
iz
 

)و  1)i
iw
 س مکمل يتوان سطر و ستون اول ماتريم

) شور 1)
,( )i

lk l k iS 
 را با استفاده  ۱تم يموجود در الگور
  از روابط

  ( 1) ( 1),i T i
ji j iS e Az   

)۶(  .j i  ( 1) ( 1)( ) ,i i T
ij i jS w Ae   

  
 يهاستون ۲تم يام الگور i. اگر در گام]۸[ب زد يتقر

( 1)
1
i
iz

  و( 1)

1
i
iw

 يهاسيماترZ وW ز يرا ن

از سطر و ستون دوم  يبين صورت تقريم در ايمحاسبه کن
  س مکمل شور مطابق روابط يماتر
  ( 1) ( 1)

, 1 1 ,i T i
j i j iS e Az 

   
)۷(  1,j i   ( 1) ( 1)

1, 1( ) ,i i T
i j i jS w Ae 
   

توان ي) م۷) و (۶روابط ( يبدست خواهد آمد. بر مبنا
ناکامل  يش شرط ساز فاکتورسازيپ يبرا يبلوک يانسخه

 ۳تم يبا استفاده از الگور ين نسخه بلوکيارائه نمود. ا يقو
، دو ۱و در خط  ۳تم يالگور يشود. در ابتدايمحاسبه م

logيپارامتر منطق _ic z وlog _ic w يمعرف 
اند. سپس در نظر گرفته شده trueده و هر دو برابريردگ

 يمقدار ده statusح به ناميصح ياهي، آرا۲در خط 
و Z،W،Lيهاسي، ماتر۳ه شده است. در خط ياول
U سيو ماتر يبرابر همانD اند. ف شدهيبرابر صفر تعر

تم را به صورت خلاصه ين الگوريام ا iاکنون، گام 
  م.يدهيح ميتوض

  

 whileر بهينظ يوارد حلقه داخل ۳تم يالگور ۵در خط 
log، چنانچه مقدار۶م شد. در خط يهخوا _ic z برابر

true  گردد که در آن  ياجرا م ۷باشد، آنگاه خط
د، يتم جدين الگوريصدا زده خواهد شد. ا ۴تم يالگور
i)بردار  يعني Zسيام ماترiستون 1)

iz
  را با استفاده

۱کيرتبه  ياز به هنگام ساز
۲رتبه دو يا به هنگام سازي ١٤

١٥ 
تم ياز الگور ينجا شرح مختصريمحاسبه خواهد کرد. در ا

برابر  jريتم، متغين الگوريا ۱م. در خط يکنيان ميرا ب ۴
اجرا  whileر بهينظ يرد. سپس حلقه داخليگيقرار م ۱

)تم، مقدار ين الگوريا ۴خواهد شد. در خط  )status j 
ک باشد، آنگاه ين مقدار برابر يشود. چنانچه ايم يابيارز

ن خطوط يتم اجرا خواهند شد. در ايالگور ۸تا  ۵خطوط 
)از ستون يابتدا مضرب 1)j

jz
 از ستون(j 1)

iz
 کم شده و

(k)ستون 
iz ند به هنگام ين فرايساخته خواهد شد. به ا

 jiU يهيند. سپس، درايگويک مي يرتبه يساز
کمتر  Uه ازين درايچنانچه قدر مطلق ا محاسبه شده و
ا يرد يگيات حذف صورت ميآن عمل يروباشد، آنگاه بر 

ت و در يگر مقدار آن صفر خواهد شد. در نهايبه عبارت د
اضافه خواهد  jريک واحد به متغي، ۴تم يالگور ۸خط 
)مقدار  ۴تم يالگور ۹اگر در خط  شد. )status j  برابر

تم اجرا خواهند ين الگوريا ۱۳تا  ۱۰دو باشد، آنگاه خطوط 
) از دو ستون ين خطوط ابتدا مضربيشد. در ا 1)j

jz
 و

( )
1
j
jz  از ستون(j 1)

iz
 کم شده و بردار( )k

iz  بدست
 خواهد آمد.

                                                
1. Rank-one update 
2. Rank-two update 
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  : شکل بلوکي نسخه پيمايش چپ پيش شرط ساز فاکتورسازي ناکامل قوي۳الگوريتم 
Input: n nA   is a nonsymmetric matrix and , , , (0,1)w z L U       are the drop 
tolerance parameters  
for matrices W, ,Z L and   U  
Output: A LDU  where TL  and U are unit upper triangular matrices and D  is a block 
diagonal matrix with diagonal blocks of order 1 1  or 2 2   
1. log _ log _ic z ic w true    
2. ( ) 0, 1status i i n     

3. (0) (0) (0)
1 2[z ,z , , ] In n nZ z   , (0) (0) (0)

1 2[ , , , ] In n nW w w w   , n nL U I   , 0 n nD    
4. 1i    
5. while i n do 
6. if log _ic z  then 
7.call _ (Z, , A, D, U, , i,status)z UUpdate factor     
8.else 
9. log _ic z true  
10. end if 
11. call _ (Z, , A, D, U, , i 1, status)z UUpdate factor     

12. ( 1) ( 1)i T i
ii i iS e Az    

13. for 1j i   to n   
14. ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 1 1,i T i i T i
ji j i j i j iS e Az S e Az   

     
15. end for 
16. if log _wic then 
17. call _ ( , , A ,D , L , ,i,status)T T T

W LUpdate factor W     
18. else 
19. log _wic true  
20. end if 
21. call _ ( , , A , D , L , ,i 1,status)T T T

W LUpdate factor W     

22. ( 1) ( 1)(w ) , 1i i T
ij i jS Ae j i      

23. ( 1) ( 1)
1, 1(w ) , 2i i T

i j i jS Ae j i 
      

24. ( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

1 1

1 1max | S |, | S |
| | | |

n n
i i

i ij jii i
j i j iii ii

v
S S

 
 

   

 
  

 
    

25. 
1 ( 1)( 1) ( 1)

, 11
( 1)( 1) ( 1)

2 1, j1, 1, 1

ii in
ijii i i

i ii i
j i ii i i i

SS S
w

SS S

  


 
    



  
        
   

26.  
1( 1) ( 1)

, 12 ( 1) ( 1)
, 1 ( 1) ( 1)

2 1, 1, 1

i in
ii i ii i

i ji j i i i
j i i i i i

S S
w S S

S S

 
 

  
    



 
  

 
  

27.  1 2max ,i i iw w w   
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28. if i iv w  then 

29. ( 1)i
ii iiD S    

30. 
(i 1)

(i) (i 1) (i 1)1
1 1

e A( )
T
i i

i i i
ii

zz z z
D


 

   . For all ,l i  if (i)
, 1l i Zz   , then set (i)

, 1 0l iz     

31. 
(i 1)

1
, 1

e ATi i
i i

ii

zU
D




  . If , 1i i UU   , then set , 1 0i iU     

32. 
(i 1)

(i) (i 1) (i 1)1
1 1

( )( )
T

i i
i i i

ii

w Aew w w
D


 

   . For all ,l i  if (i)
, 1l i Ww   , then set 

(i)
, 1 0l iw     

33. 
(i 1)

1
1,

( )Ti i
i i

ii

w AeL
D




  . If 1,i i LL   , then set 1, 0i iL     

34. log _ , log _ic z false ic w false    
35. ( ) 1status i    
36. 1i i    
37. else 

38. 
( 1) ( 1)

, 1
: 1, : 1 ( 1) ( 1)

1, 1, 1

i i
ii i i

i i i i i i
i i i i

S S
D

S S

 


   
  

 
  
 

  

39. ( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 1 1,i i i i

i i i iz z w w 
      

40. ( ) 2status i    
41. 2i i    
42. end if 
43. end while 
44. if ( 1) 0status n    then 
45. call _ (Z, , A, D, U, , n,status)z UUpdate factor    

46. call _ ( , , A ,D , L , , n,status)T T T
W LUpdate factor W    

47. ( 1)T n
nn n nD e Az    

48. end if 
49. if ( 1) 1status n    then 
50. ( 1)T n

nn n nD e Az   
51. end if 

  
 U و Zهاي: به هنگام کردن ماتريس۴الگوريتم 

_ (Z, , A, D, U, , ,status)z UUpdate factor i   
Input: ( 0 ) (1) ( 2 ) ( 0 ) ( 0 )

1 2 1, z , , , ,i n n
i i nZ z z z z 
      , (0,1)z    is the drop tolerance 

parameter for matrix Z , n nA   is a nonsymmetric matrix, n nD   is a block 
diagonal matrix, U  is an unit upper triangular matrix,  (0,1)U  is the drop tolerance 
parameter for matrix U , i  is an integer value and status is an integer array 
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Output: updated version of matrices Z  and U  
1. 1j    
2. while 1j i  do 
3. (j) 1k j status     
4. if ( ) 1status j   then 

5. ( ) ( 1) (j 1) ( 1)
,:

1k j j
i i j j i

jj

z z z A z
D

         

6. ( 1)
,:

1 j
ji j i

jj

U A z
D

     

7. If ji UU  , then set 0jiU    

8. 1j j    
9. else if ( ) 2status j  then 
10. ( ) ( 1) ( 1) ( ) 1 ( 1)

1 : 1, : 1 : 1,:
k j j j j
i i j j j j j j j j iz z z z D A z   

            

11. 1 ( 1)
: 1,i : 1, : 1 : 1,:

j
j j j j j j j j iU D A z 

       

12. If ji UU   and 1,j i UU   , then set 0jiU  and 1, 0j iU    

13. 2j j   
14. end if 
15. Suppose that ( ) ( )(z )k k

i liz  . For all l , if ( )z k
li Z , then set ( )z 0k

li   
16. end while 
17. Return Z  and U   

  
شود. يدو گفته م يرتبه يند به هنگام سازين فرايبه ا

: يهيسپس، دو درا 1,j j iU  ده و چنانچه يمحاسبه گرد
کوچکتر  Uه از پارامترين دو درايک از ايقدر مطلق هر 

ت و در يم. در نهايدهيقرار م باشد، آنگاه آنها را برابر صفر
دو واحد افزوده خواهد شد.  jريتم، به متغيالگور ۱۳خط 

 يات حذف کردن بر روي، عمل۴تم يالگور ۱۵در خط 
)بردار  يهاهيدرا )k

iz ن خط، يگردد. پس از اياجرا م
که  يبرگشته و تا زمان whileحلقه يتم به ابتدايالگور
jشرط i 1 ن حلقه تکرار خواهد شد. يبرقرار باشد ا  
م. يگرديباز م ۳تم يح الگورين قسمت به ادامه توضيدر ا

logتم مقدارين الگوريا ۶چنانچه در خط  _ic z برابر
true ر را ين متغيتم مقدار ايالگور ۹گاه در خط نباشد، آن

 يهايو با ورود ۱۱م. در خط يدهيقرار م trueبرابر
ن بار يصدا زده خواهد شد. ا ۴تم يگر الگوريمتفاوت، بار د

)ر برنامه ستون ين زيا 1)
1
i
iz

  را محاسبه خواهد کرد. در

) و ۶، از بخش اول روابط (۳م تيالگور ۱۵تا  ۱۲خطوط 
س مکمل شوري) استفاده کرده و دو ستون اول ماتر۷(

( 1)
,( )i

lk l k iS 
 م زد. اگر مقداريب خواهيرا تقر

log _wic  برابر ۳يتم الگور ۱۶در خطtrue  ،باشد
 ۴تم ير الگورگيگردد که در آن بار دياجرا م ۱۷آنگاه خط 

متفاوت نسبت به دفعات قبل صدا  يورود يو با پارامترها
ام  iن بار ستونير برنامه اين زيزده خواهد شد. ا

)گر بردار يا به عبارت دي Wسيماتر 1)i
iw
  را محاسبه

  کند. يم
logچنانچه مقدار _wic  برابر ۳تم يالگور ۱۶در خط

false  برابر  ار رين متغيمقدار ا ۱۹باشد، آنگاه در خط
true ۴تم ي، الگور۳تم يالگور ۲۱م. در خط يدهيقرار م 

ن امر يجه ايم. نتيکنيم ين بار فراخوانيچهارم يرا برا
)محاسبه بردار  1)

1
i
iw

  ۲۳و  ۲۲است. در خطوط 

) ۶ک از روابط (يو با استفاده از بخش دوم هر  ۳تم يالگور



  ۵۸                                                  ۱۳۹۸ خرداد و تير، هجدهم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  يعين رفيام
 
 

 

س مکمل شورياول و دوم ماتر يا) سطره۷و (
( 1)

,( )i
lk l k iS 

 يبيب زده خواهد شد. حال که تقريتقر 
س ياول و دوم ماتر ياول و دوم و سطرها يهااز ستون

تا  ۲۴م در خطوط يتوانيم ميار داريمکمل شور را در اخت
 يرهاي) استفاده کرده و مقدار متغ۵) و (۴از روابط ( ۲۷
iv  وiw د ين مرحله به بعد بايم. از ايرا محاسبه کن

را به کار گرفت و با استفاده  ۱تم يمحک موجود در الگور
را مشخص نمود.  ۳تم يام الگور iگام ياز آن عنصر لولا

شرط  ۳تم يالگور ۲۸ن منظور چنانچه در خط يا يبرا
i iv w  اجرا  ۳۶تا  ۲۹برقرار باشد، آنگاه خطوط  

ک به يک در ي ين خطوط ابتدا عنصر لولايگردد. در ايم
   يس مکمل شور معرفي) ماتر۱و۱( يهيعنوان درا

)سپس، با استفاده از ستون  گردد.يم 1)i
iz
  بردار( )

1
i
iz 

i)ن ستون که هما )1سيام ماترZ  است، محاسبه
 Zن ستون از ياز ا ياهيشود. اگر قدر مطلق درايم

ه برابر صفر قرار خواهد ين درايکوچکتر باشد، آنگاه ا
, يهيگرفت. پس از آن، درا 1i iU  ده و بر يگرد يرفمع
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  يعدد يهامثال - ۴
ش چپ يماينسخه پ يت شکل بلوکيفين بخش، کيدر ا

ت شکل يفيبا ک يناکامل قو يش شرط ساز فاکتورسازيپ
ن يا يسه شده است. برايمقاش شرط ساز ين پيساده ا

] را در نظر ۹س نامتقارن از مرجع [يماتر ۴۸منظور تعداد 
درج شده  ۱ها در جدول شماره سين ماتريم. نام اياگرفته

باشد.  Aها برابر سين ماترياز ا يکيد ياست. فرض کن
اگر 1, ,1 Tx   و  1, ,1 Tb A   باشد، آنگاه

Axيدستگاه مصنوع b ش يم. به عنوان پيارا ساخته
و  ۱يچندگام يتو در تو يپردازش از روش مرتب ساز

ن يا ي] برا۱۰،۱۱[ ۲ن وزنيشتريبا ب يروش جورساز
 يتو در تو يم. روش مرتب سازيادستگاه استفاده کرده

ز شناخته ين METIS ۳يربا نام بسته نرم افزا يچندگام
 ۴يس يسي] به زبان برنامه نو۱۲شود و در مرجع [يم
ن روش ياز ا يگريشده است. ما نسخه د يسازادهيپ

] موجود ۱۳م که در مرجع [يارا استفاده کرده يمرتب ساز
ن وزن با نام بسته نرم يشتريبا ب ياست. روش جورساز

ه زبان ] ب۱۴شود و در مرجع [يعنوان م MC64 يافزار
ده است. با استفاده يگرد ياده سازيپ ۵فرترن يسيبرنامه نو

Axيش پردازنده، دستگاه مصنوعين دو پياز ا b  به
Axرينظ يديدستگاه جد b  شود. جواب يل ميتبد

کسان است. سپس، از روش يهر دو دستگاه 
)۵۰(GMRES ]۱د استفاده يتگاه جدن دسيحل ا ي] برا
در مرجع  GMRES)۵۰م. برنامه فرترن روش (يکنيم
   ن روش به صورتي] موجود است. محک توقف ا۱۵[
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  ن تکرار يام kx،kدر نظر گرفته شده است که 

مورد از  ۱۶داد و ارقام، تنها اد بودن اعيل زيباشد. به دليم
ات مربوط ييرا انتخاب کرده و جز ۱جدول  يهاسيماتر

  ن يا يانجام گرفته بر رو يهاشيآزما يبه تمام
ن در يم. ايينمايارائه م ۳و  ۲ يهاها را در جدولسيماتر
  ه يبق يها بر روشين آزماير اياست که نظ يحال

بدست آمده  يابهج مشيز انجام گرفته و نتايها نسيماتر
است.

   ٢٠ ١٩ ١٨ ١٧ ١٦ هاي عدديهاي مورد استفاده در آزمايش: ماتريس۱جدول 
 نام ماتريس

cavity11 ASIC_100ks airfoil_2d 
hcircuit ex36 coupled 

poisson3Db poisson3Da mult_dcop_02 
thermal sherman3 raefsky2 
wang4 venkat50 venkat25 

fs_541_4 fs_541_3 fs_541_2 
mahindas lnsp_511 gemat11 
pores_3 pores_2 orsreg_1 

chipcool1 chipcool0 Chebyshev3 
Memplus lung2 Kaufhold 
raefsky1 rajat28 rajat27 

TSOPF_RS_b162_c4 TSOPF_RS_b162_c1 TSOPF_RS_b39_c7 
bp_600 bp_400 bp_200 

fs_680_3 fs_680_2 fs_680_1 
orsirr_2 orsirr_1 orani678 
steam2 sherman5 sherman2 

                                                
1. Multilevel nested dissection 
2. Maximum weighted matching 
3. Software package 
4. C programming language 
5. Fortran programming language 
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 يهادستگاه ۲جدول  يهاسيک از ماتريهر  يبرا
را  يمصنوع يهام. سپس، دستگاهياد کردهيتول يمصنوع

ن جدول، بعد يم. در اياحل کرده GMRES)۵۰با روش (
س گزارش شده ير صفر هر ماتريغ ياههيو تعداد درا
روش  ين، تعداد تکرارها و زمان لازم براياست. همچن

)۵۰(GMRES ن جدول، يز قابل مشاهده است. در اين
دهد که يباشد و نماد + نشان ميه ميزمان بر حسب ثان

 تکرار برقرار نشده است. ۲۰۰۰) در ۸( ييمحک همگرا
و w ،z ،Lحذف يپارامترها ۳و  ۲ي هاتميدر الگور

U  يدر نظر گرفته و شکل ساده و بلوک ۱/۰را برابر 
ناکامل  يش شرط ساز فاکتورسازيش چپ پيماينسخه پ

محاسبه  ۲س موجود در جدول يماتر ۱۶ يرا برا يقو
ش شرط ساز ين دو پيک از ايد هر يفرض کنم. ياکرده
  ش يتوان دستگاه پيم Mباشد. با استفاده از Mبرابر

  

  شرط شده راست


1

x
A M u b    

  
 GMRES)۵۰ن دستگاه را با روش (يل داد و ايرا تشک

) ۸محک ( يربرقرا يکه برا يش شرط سازيحل کرد. پ
از ين GMRES)۵۰از روش ( يکمتر يبه تعداد تکرارها
نجا لازم يخواهد بود. در ا يت بهتريفيک يداشته باشد دارا

ک از يهر  يوتريح است که برنامه کامپيبه توض
نوشته  يس يسيبه زبان برنامه نو ۳و  ۲ يهاتميالگور

 يسيبرنامه نو ياز روشها يسازادهين پيشده است. در ا
] استفاده ITSOL ]۱۶ يد در بسته نرم افزارموجو

در  يعدد يهاشين آزمايج ايشده است. نتا يانيشا
  ثبت شده است.  ۳جدول شماره 

  

  
 GMRES )۵۰ها و نتايج روش (: ويژگي ماتريس۲جدول 

)۵۰(GMRES ويژگي ماتريس 
  نام ماتريس

  بعد ماتريس هاي غير صفرتعداد درايه تعداد تکرارها زمان
۰۴۹/۷  ۹۸۷ ۵۷۸۸۹۰ ۹۹۱۹۰ ASIC_100ks 
+ + ۹۷۱۹۳ ۱۱۳۴۱ coupled 
+ + ۵۱۳۰۷۲ ۱۰۵۶۷۶ hcircuit 
+ + ۴۹۲۵۶۴ ۱۰۹۴۶۰ lung2 
+ + ۹۹۱۴۷ ۱۷۷۵۸ memplus 
۱۵۰/۶  ۴۶۹ ۲۳۷۴۹۴۹ ۸۵۶۲۳ poisson3Db 
+ + ۹۷۳۵۳ ۲۰۶۴۰ rajat27 
+ + ۲۵۲۴۴۶ ۱۴۰۹۸ TSOPF_RS_b39_c7 
+ + ۸۱۲۷۴۹ ۲۰۳۷۴ TSOPF_RS_b162_c4 
+ + ۱۷۱۷۷۹۲ ۶۲۴۲۴ venkat25 
+ + ۱۷۱۷۷۹۲ ۶۲۴۲۴ venkat50 
+ + ۴۱۷۲ ۸۲۲ bp_600 
+ + ۴۲۷۳ ۵۴۱ fs_541_4 
+ + ۲۶۴۶ ۶۸۰ fs_680_3 
+ + ۳۳۱۸۵ ۴۹۲۹ gemat11 
+ + ۲۰۷۹۳ ۳۳۱۲ sherman5 
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  ش شرط شده راستيپ يهاحل دستگاه يبراGMRES )۵۰روش ( ييج همگرايها و نتاسازش شرطي: مشخصات پ۳جدول 
)۵۰( GMRES+ )ش يماينسخه پ

 يش شرط ساز فاکتورسازيچپ پ
 )يناکامل قو

)۵۰(GMRES  +)ش شرط يش چپ پيماينسخه پ يشکل بلوک
  )يناکامل قو يساز فاکتورساز

 سينام ماتر
زمان 

 کل
تعداد 
يچگال تکرارها  

زمان 
ش يپ

شرط 
يساز  

زمان 
 کل

تعداد 
اهتکرار  

تعداد 
 يلولاها

ک در ي
کي  

تعداد 
دو  يلولاها

ودر د  
يچگال  

زمان 
ش يپ

شرط 
يساز  

۴۳۴/۳  ۵۹ ۸۳۶/۰  ۳۷۴/۰  ۴۳۲/۱۴  ۲۱ ۸۹۳۸۲ ۴۹۰۴ ۸۲۵/۰  ۴۸۷/۱۳  ASIC_100ks 
+ + ۵۹۲/۰  ۱۵۲/۰  ۳۹۶/۰  ۲۷ ۱۰۶۴۱ ۳۵۰ ۵۸۸/۰  ۳۱۷/۰  coupled 
+ + ۷۷۳/۰  ۲۷۶/۰  ۵۳۳/۱۸  ۶۷ ۵۳۹۰۶ ۲۵۸۸۵ ۷۲۶/۰  ۹۸/۱۴  hcircuit 
۹۷۹/۴  ۸۴ ۱۱/۱  ۲۵۵/۰  ۳۵۸/۱۸  ۴۷ ۱۲۰۴ ۵۴۱۲۸ ۰۱۴/۱  ۷۴۵/۱۵  lung2 
+ + ۴۳۶/۰  ۰۴۸/۰  ۰۵۲/۱  ۷۶ ۱۷۱۶۲ ۲۹۸ ۴۳۵/۰  ۴۷۸/۰  memplus 
۸۱۹/۲۰  ۲۸۲ ۲۹۳/۰  ۳۲۶/۱  ۱۵۹/۲۶  ۱۹۴ ۸۲۹۰۹ ۱۳۵۷ ۲۹۵/۰  ۸۷۲/۱۱  poisson3Db 
+ + ۷۳۷/۰  ۰۶۷/۰  ۴۰۵/۱  ۸۷ ۱۵۱۲۶ ۲۷۵۷ ۷۳۱/۰  ۶۴۸/۰  rajat27 
۶۷۶/۰  ۴۵ ۳۱۳/۰  ۳۷۴/۰  ۰۲۹/۱  ۳۷ ۱۱۶۴۶ ۱۲۲۶ ۳۰۸/۰  ۷۸۱/۰  TSOPF_RS_b39_c7 
۱۱۵/۳  ۱۴۹ ۱۴۱/۰  ۹۹۵/۰  ۵۹۷/۳  ۹۶ ۲۰۲۳۶ ۶۹ ۱۴۱/۰  ۰۰۳/۲  TSOPF_RS_b162_c4 
۸۳۱/۵۳  ۷۹۶ ۷۹۵/۰  ۶۳۲/۱  ۱۹۶/۵۱  ۶۳۸ ۴۹۴۸۶ ۶۴۶۹ ۷۸۶/۰  ۳۵۴/۷  venkat25 
۶۶/۸۶  ۱۳۱۳ ۷۹۹/۰  ۶۲۷/۱  ۵۳۴/۷۸  ۱۰۲۱ ۴۹۵۷۸ ۶۴۲۳ ۷۹۰/۰  ۵۹۲/۷  venkat50 

۰۱۲/۰  ۷۴ ۰۹۲/۱  ۰۰۳/۰  ۰۱۰/۰  ۳۰ ۵۸۸ ۱۱۷ ۱۳۱/۱  ۰۰۶/۰  bp_600 
۰۰۴/۰  ۳۵ ۵۲۷/۰  ۰۰۱/۰  ۰۰۴/۰  ۲۶ ۴۴۵ ۴۸ ۵۱۸/۰  ۰۰۲/۰  fs_541_4 
۰۰۲/۰  ۱۷ ۷۷۲/۰  ۰۰۱/۰  ۰۰۳/۰  ۱۰ ۴۸۴ ۹۸ ۷۶۸/۰  ۰۰۲/۰  fs_680_3 
+ + ۹۰۵/۰  ۰۱۹/۰  ۴۱۸/۰  ۲۹۹ ۲۳۵۱ ۱۲۸۹ ۸۰۵/۰  ۰۵۵/۰  gemat11 
۰۵۳/۰  ۸۸ ۷۰۳/۰  ۰۱/۰  ۰۵۸/۰  ۴۲ ۱۱۵۲ ۱۰۸۰ ۶۹۷/۰  ۰۲۹/۰  sherman5 

  
ه يبر حسب ثان يش شرط سازين جدول، زمان پيدر ا

ش شرط يباشد. منظور از زمان کل، مجموع زمان پيم
 GMRES)۵۰روش (ي اجرا يو زمان لازم برا يساز

ن، يهمچن ه محاسبه شده است.يثان است که بر حسب
است که  يش شرط ساز برابر کسريهر دو پ يچگال

يهاسير صفر ماتريغ يهاهيصورت آن مجموع تعداد درا
L وU سير صفر ماتريغ يهاهيو مخرج آن تعداد درا
A دو در دو و  يهاين جدول، تعداد لولاباشد. در ايم

ش چپ يماينسخه پ ير به شکل بلوکيک نظيک در ي
ده يارائه گرد يناکامل قو يش شرط ساز فاکتورسازيپ

ها، در ستون مربوط به تعداد سياز ماتر يبرخ ياست. برا
ن نماد يتکرارها و زمان کل از نماد + استفاده شده است. ا

 GMRES)۵۰روش ( ييدهد که محک همگراينشان م
 ۲۰۰۰ش شرط شده راست در يپ يهاحل دستگاه يبرا

  ست. با توجه به اعداد گزارش شده در يتکرار برقرار ن
  

 جه گرفت که:يتوان نتيم ۳جدول 
 يش شرط سازيها، زمان پسيماتر يتمام يبرا 

شتر ينسخه ساده ب يش شرط سازياز زمان پ ينسخه بلوک
 است.
 ش شرط يهر دو پ يها، چگالسيماتر يتمام يبرا

ت يفيسه کين، مقايبنابرا گرند.يکديک به ينزد يساز اعداد
 گر مفهوم دارد.يکديآنها با 

 ش يماينسخه پ يها، شکل بلوکسيماتر يتمام يبرا
روش  يناکامل قو يش شرط ساز فاکتورسازيچپ پ

)۵۰(GMRES نسبت به  يکمتر يرا در تعداد تکرارها
رده است. لازم ش شرط ساز همگرا کين پيشکل ساده ا

، coupled يهاسيماتر يح است که برايبه توض
hcircuit ،memplus ،rajat27  وgemat11 ، شکل

 يش شرط ساز فاکتورسازيش چپ پيماينسخه پ يبلوک
شده  GMRES)۵۰روش ( ييباعث همگرا يناکامل قو
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ش شرط ساز ين پيکه شکل ساده ا ياست در حال
را در  GMRES)۵۰روش ( يينتوانسته است که همگرا

 د.ين نمايتکرار تضم ۲۰۰۰
 يهاسيماتر يبرا ASIC_100ks ،lung2 ،

poisson3Db، TSOPF_RS_b39_c7  ،
TSOPF_RS_b162_c4 ،fs_680_3 ،bp_600 

نسخه  ير به شکل بلوکيزمان کل نظ ،sherman5و 
 يناکامل قو يش شرط ساز فاکتور سازيش چپ پيمايپ
ساز ش شرطين پيار به شکل ساده يشتر از زمان کل نظيب

 venkat50و  venkat25 يهاسيماتر ياست. برا
س ين، در مورد ماترين مطلب برقرار است. همچنيعکس ا

fs_541_4 ش شرط ساز ير به هر دو پيزمان کل نظ
 باشد. يکسان مي

م يابييدر م ۳و  ۲ يهاسه اعداد موجود در جدولياز مقا
پ ش چيمايبا نسخه پ GMRES)۵۰که اگر روش (

 يا شکل بلوکي يناکامل قو يش شرط ساز فاکتور سازيپ
 يبرا يبهتر يب شود، آنگاه تعداد تکرارهايآن ترک
  بدست خواهد آمد. ييهمگرا

 
 يريگجهينت - ۵

ش يش چپ پيماينسخه پ ين مقاله، شکل بلوکيدر ا
 ده است.يارائه گرد يناکامل قو يشرط ساز فاکتورساز

  شده،  يمعرف يز بلوکش شرط سايپ يعناصر لولا
ت يفيباشند. کيا دو در دو ميک يک در ي يهابلوک

ش شرط ساز يش چپ پيماينسخه پ يشکل بلوک
ش ين پيت شکل ساده ايفيبا ک يناکامل قو يفاکتورساز

دهد ينشان م يج عدديسه شده است. نتايشرط ساز مقا
ش شرط ساز با روش ين پيا يکه اگر شکل بلوک

)۵۰(GMRES لازم  ي، آنگاه تعداد تکرارهاب گردديترک
از شکل  يبياست که ترک يکمتر از زمان ييهمگرا يبرا

 GMRES)۵۰ش شرط ساز با روش (ين پيساده ا
  شود. ياستفاده م

   



 

  ۶۳                   يبلوک يدو مزدوج ساز- Aتم يش چپ الگوريماينسخه پ يناقص به عنوان محصول فرع LUش شرط ساز يپ يبلوک محاسبه شکل
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