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  مقدمه - ۱
 ةنيدر زم يفيک ةين نظريل، اوليوويل-استورم ةينظر

 يوجود و رفتار مجانب يل که به بررسيفرانسيدمعادلات 
توابع  يفيک ي، بررسيمقدار مرز ةک مسألي  ةژير ويمقاد

بر حسب توابع  ينامتناه يژه و بسط توابع به شکل سريو
  ۱۸۳۷- ۱۸۳۶  يها ن سالي، ابتدا در ب پردازد يژه ميو
چارلز  يهابه نام يدان فرانسوياضيتوسط دو ر يلاديم

ل يوويو جوزف ل  م.) ۱۸۵۵- ۱۸۰۳( فرانسوا استورم
مورد  ةمسأل يد. شکل کليمطرح گرد  م.)  ۱۸۰۹-۱۸۸۲( 

 ةدان شامل معادلياضين دو ريا ةليمطالعه به وس
  يدوم خط ةل مرتبيفرانسيد

ᇱ(ᇱݕ(ݔ)݌)− + ݕ(ݔ)ݍ = )۱(           ݕ(ݔ)ݎߣ  
  
,a) ةباز يرو b)	 يط مرزيهمراه با شرا  

൜݌
(ܽ)ᇱݕ(ܽ) − ℎݕ(ܽ) = 0									
(ܾ)ᇱݕ(ܾ)݌ + (ܾ)ݕܪ = 0									             )۲(  

  
و  يقيحق    rوq	p ،، توابع  يفيک پارامتر طي λ  است که 
هستند. البته پرداختن به  يضرائب ثابت Hو   hمثبت و 
ارتعاش و انتقال حرارت موجب  ةمانند مسأل يموضوعات

 ةل به سمت مطالعيوويم و لاستور يها تيفعال ةشد تا عمد
مشهور  ةين دو قضيابد. همچني) سوق ۲(-)۱(   ةمسأل

استورم"  يا سهينوسان و مقا ياي"قضا يها به نام  استورم
 يها شهين ريب ةژه و رابطير ويمقاد يها يژگيکه به و

 ياريل بسيه و تحليپردازند در تجز ي) م۲(-)۱( ةژيتوابع و
ک يزيمدرن از جمله فعلوم  ياز مسائل مربوط به برخ

شد   باره پرداخته نيل در ايکاربرد دارند که به تفص ياضير
]۱ .[  

ک يشامل  يمقدار مرز ةک مسألي،  ن پژوهشيدر ا
ط يبه همراه شرا يل از نوع بسلِ کسريفرانسيد ةمعادل
م يريگ يرا در نظر م 	[0,1) ةباز ير رويپذ کيتفک يمرز

 ةژيژه و توابع وير ويمقاد يبرا يفيط ةيم نظريو تعم
  م.يکن يح ميفوق را تشر ةمتناظر با مسأل

  
 يج مقدماتيم و نتايمفاه - ۲

مقاله استفاده  ةف که در اداميتعار ي، برخ ن بخشيدر ا
  ه ارائه يج اولينتا يم و بعضيکن يان ميخواهند شد را ب

  

   .شود يم
  

ف يتعر     [0,1) ةباز يروf	د تابعيفرض کن :۱-۲فيتعر
0شده باشد و  < α ≤ x يصورت برا ني. درا1 > 0 ، 

൫ܫ଴,ାఈ ݂൯(ݔ) = ଵ
Г(ఈ)∫ ݔ) − ௫ݐ݀(ݐ)ఈିଵ݂(ݐ

଴  
  

x يل، و برايوويل-مانيچپ ر يانتگرال کسر < 1،  
൫ܫଵ,ିఈ ݂൯(ݔ) = ଵ

Г(ఈ)∫ ݐ) − ଵݐ݀(ݐ)ఈିଵ݂(ݔ
௫  

  
تابع  α	  ةل از مرتبيوويل-مانيراست ر يکسر انتگرال

	fنجا يشوند که در ا يده مينام     [0,1) ةباز يرو 	Г تابع
  نيگاما است. همچن

൫ܦ଴,ା
ோ௅,ఈ݂൯(ݔ) = ଵ

Г(ଵିఈ)
ௗ
ௗ௫ ∫

௙(௧)
(௫ି௧)ഀ

௫,ݐ݀
଴  

൫ܦଵ,ି
ோ௅,ఈ݂൯(ݔ) = 		 ିଵ

Г(ଵିఈ)
ௗ
ௗ௫ ∫

௙(௧)
(௧ି௫)ഀ

ଵݐ݀
௫  

  
  ل، ويوويل-مانيمشتقات چپ و راست ر

൫ܦ଴,ା
஼,ఈ݂൯(ݔ) = ଵ

Г(ଵିఈ) ∫
௙ᇲ(௧)
(௫ି௧)ഀ

௫,ݐ݀
଴  

൫ܦଵ,ି
ோ௅,ఈ݂൯(ݔ) = 		 ିଵ

Г(ଵିఈ)∫
௙ᇲ(௧)
(௧ି௫)ഀ

ଵݐ݀
௫  

  
 ةباز يروf	تابع  α	  ةکاپوتو از مرتب   مشتقات چپ و راست

  شوند. يده مينام     (0,1)
0  يحال برا < α <  ةاز مرتب يبسلِ کسر ، عملگر 1

 ν  ،B
ν

஑
  :ميريگ ير در نظر مي، را به شکل ز 

۰ν
ఈ
≔ ି,ଵܦ−

ோ௅,ఈܦ(ݔ)݌଴,ା
େ,ఈ +

ଶߥ − ଵ
ସ

ଶݔ
,		 

ߥ ≥ 0.                                                     )۳ (  
  

Bمتناظر با
ν

஑
شامل  يبسل کسر يمقدار مرز ة، مسأل

  ةمعادل
۰ν
ఈ
ݕ = ݔ			,ݕ(ݔ)ݎߣ ∈ (0,1]                   )۴ (  

  
  يزط مريبا شرا

ቊݕ
(0) + ଴,ାܦ(ݔ)݌)ଵ,ିଵିఈܫ

ோ௅,ఈ(ݔ)ݕ)|௫ୀ଴ = 0
(1)ݕ = 0										

)۵(  
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λ م که در آنيريگ يرا در نظر م = ρଶ  يفيپارامتر ط  ،
رصفر يوسته و غي، پ مقدار يقيحق [0,1)  ةباز يرو pتابع 

  همواره مثبت است. [0,1) يرو r	 است و تابع 
  

 ةمقدار با دامن دو تابع مختلط gو  fاگر : ۲-  ۲فيتعر
z଴باشند و  D مشترک ∈ Dميسينو يگاه م . آن  

f(z) = O(g(z)) 
  

z يوقت → z଴ هرگاه اعداد مثبت ،K  وδ  موجود باشند
0که  ييهاݖ يکه برا يطور به < |z − z଴| < δ ،

  ميداشته باش
|݂| ≤  .|݃|ܭ

 
ି,Dଵ ي)، به جا۳هرگاه در ( :۳- ۲نکته

ୖ୐,஑  وD଴,ା
େ,஑ ،ୢ

dx
 

r(x) با) ۴( بسل ةگاه معادل رد آنيقرار گ =  يبه ازا 1
ν =   ياساس ةمجموع يدارا 0

ቄݔ
భ
మܬ଴൫ߣ√ݔ൯, ݔ

భ
మ ଴ܻ൫ߣ√ݔ൯ቅ, 

  
0 يبه ازا < ν <   ياساس ةمجموع يدارا 1

ቄݔ
భ
మܬఔ(ߣ√ݔ), ݔ

భ
మିܬఔ(ߣ√ݔ)ቅ 

)J஝  وY஝ ةبسل نوع اول و دوم از مرتب ب توابعيبه ترت ν 
k଴ر يمقاد يهستند) و به ازا = ، در 1,0,1−,2−

  که به صورت S୩బ يها قطاع
ܵ௞బ ≔ ቄߩ ∶ ݃ݎܽ ߩ ∈ [௞బగ

ଶ
, (௞బାଵ)గ

ଶ
]ቅ 

  
 ياساس ةک مجموعي يهستند دارا

{yଵ(x, ρ), yଶ(x, ρ)} ير وقتيز يش مجانبيبا نما 
|ρ|x → ρ يبرا ∞ ∈ S୩బതതതത  وk,m =   است: 1,2

௞ݕ
(௠ିଵ)(ݔ, (ߩ = 
(ݔ௞ܴߩ)௠ିଵexp(௞ܴߩ)	 	ቀ1 + ܱ( ଵ

ఘ௫
)ቁ , 

  
  صورت به R୩که در آن 

ܴ௞ = (−1)௞ାଵ݅ 
  

  ].۴و۳و۲[ است
  

.⟩و  يک عملگر خطي ܮهرگاه  :۴-۲فيتعر , . ک ي ⟨
نسبت  Lگاه  باشد آن Vيبردار يفضا يرو يضرب داخل

.⟩ يبه ضرب داخل , . شود هرگاه  يده مينام يخودالحاق ⟨
  ميداشته باش V ياز فضا z	 و y	 هر دو عنصر  يبرا

,ݕܮ⟩ ⟨ݖ = ,ݕ⟩  ,⟨ݖܮ
  

  نامند. يم يرخودالحاقيرا غ Lن صورت، ير ايدر غ
  
   يبسلِ کسر ةمسأل يبرا يفيط ةينظر - ۳
- )۴( يمقدار مرز ةاز مسألz	 و y	 هر دو تابع جواب  يبرا
 م:يريگ ير را درنظر ميز ي، ضرب داخل)۵(

,ݕ⟩ =:⟨ݖ න .ݔ݀(ݔ)ݖ(ݔ)ݕ
ଵ

଴
 

  
ان ير را بين بخش، لم زيا يج اصليان نتايقبل از ب

  م.يکن يم 
  

 برقرار ريز ةرابط hو  g	f،سه تابع  ي]) برا۵([ :۱-۳لم
  :است

න (ݔ)݂
ଵ

଴
ି,ଵܦ
ோ௅,ఈ ቀ݃(ݔ)ܦ଴,ା

஼,ఈℎ(ݔ)ቁ ݔ݀ = 

		න (ݔ)݃
ଵ

଴
଴,ାܦ
஼,ఈ ቀ݂(ݔ)ܦ଴,ା

஼,ఈℎ(ݔ)ቁ  ݔ݀

ଵ,ିଵିఈܫ(ݔ)݂− ቀ݃(ݔ)ܦ଴,ା
஼,ఈℎ(ݔ)ቁ |଴ଵ . 

  
B عملگر درباره بخش نيا ةجين نتياکنون اول

ν

஑ ان و يرا ب
  م.يکن ياثبات م

  
B يعملگر بسل کسر :۲-۳هيقض

ν

஑ 0,1) ةباز يرو] 
  است. يخودالحاق
مقدار  ةدو تابع جواب از مسأل y෤و  y ديفرض کن اثبات:

 يخط عملگر ةن طبق ضابطي) باشند. بنابرا۵(-)۴( يمرز
   نوشت توان يم) ۳( در يکسر بسل

ർ۰ν
ఈ
,ݕ ෤඀ݕ = න ۰ν

ఈ
.(ݔ)ݕ ݔ݀(ݔ)෤ݕ =

ଵ

଴
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∫ ି,ଵܦ–൭	(ݔ)෤ݕ
ோ௅,ఈ(ݔ)݌ ቀܦ଴,ା

஼,ఈ(ݔ)ݕቁ +ଵ
଴

ఔమିభర
௫మ

  ݔ൱݀(ݔ)ݕ

= −∫ ି,ଵܦ(ݔ)෤ݕ
ோ௅,ఈ(ݔ)݌ ቀܦ଴,ା

஼,ఈ(ݔ)ݕቁ ଵݔ݀
଴   

+∫
ఔమିభర
௫మ

ଵ	ݔ݀(ݔ)෤ݕ(ݔ)ݕ
଴ .  

  
) صدق ۵در ( y෤و  yنکه يو با توجه به ا ۱-۳پس طبق لم

  ميکنند دار يم
ർ۰ν

ఈ
,ݕ ෤඀ݕ =  

−∫ ଴,ାܦ(ݔ)݌
஼,ఈݕ෤(ݔ) ቀܦ଴,ା

஼,ఈ(ݔ)ݕቁ ଵݔ݀
଴   

ଵ,ିଵିఈܫ(ݔ)෤ݕ	+ ቀܦ(ݔ)݌଴,ା
஼,ఈ(ݔ)ݕቁ |଴ଵ	            )۶(  

+	∫
ఔమିభర
௫మ

ଵ	ݔ݀(ݔ)෤ݕ(ݔ)ݕ
଴ =  

−∫ ଴,ାܦ(ݔ)݌
஼,ఈݕ෤(ݔ) ቀܦ଴,ା

஼,ఈ(ݔ)ݕቁ ଵݔ݀
଴   

+	∫
ఔమିభర
௫మ

ଵ	ݔ݀(ݔ)෤ݕ(ݔ)ݕ
଴ +     .෤(0)ݕ(0)ݕ

  
۰ν,ݕർتوان نشان داد که حاصل  يبه طور مشابه م

ఈ
 ෤඀ݕ

 در و است) ۶( ةر در سمت راست رابطيز برابر عبارت اخين
ർ۰ν ديآ يم دست به جهينت

ఈ
,ݕ ෤඀ݕ = ർݕ, ۰ν

ఈ
  .෤඀ݕ

  
 يکسر يمقدار مرز ةمسأل ةژير ويمقاد :۳-۳هيقض

  اند. يقي) حق۵(-)۴(
 يمقدار مرز ةمسأل ةژيمقدار و کي λد يفرض کن اثبات:

ن يباشد. در ا λ با متناظر ةژيز تابع وين y) و ۵(-)۴(
  شود يجه مي، نتy، مزدوج مختلط yത يصورت برا

 ۰ν
ఈ
തݕ = 0			ത,ݕ(ݔ)ݎߣ < ݔ ≤ 1                 )۷ (  

ቊݕത
(0) + ଵ,ିଵିఈܫ ቀܦ(ݔ)݌଴,ା

ோ௅,ఈݕത(ݔ)ቁ |௫ୀ଴ = 0
ത(1)ݕ = 0										

)۸(  

  
، yതو  yب در ي) به ترت۷) و (۴( يها ن رابطهيبا ضرب طرف

جه يبه دست آمده، نت يها ين تساويو تفاضل طرف
  ميريگ يم

൫ߣ − (ݔ)ݎ(ݔ)തݕ(ݔ)ݕ൯ߣ̅ = 
۰ν(ݔ)തݕ	

ఈ
(ݔ)ݕ − ۰ν(ݔ)ݕ

ఈ
 .(ݔ)തݕ

B يکسر بسلِ عملگر ةطبق ضابط ياز طرف
ν

஑
) و ۳در ( 

  نوشتتوان  ي، م۱- ۳لم
∫ ۰ν(ݔ)ݕ

ఈ
ଵݔ݀(ݔ)തݕ

଴ 	=  

−∫ ଴,ାܦ(ݔ)݌
஼,ఈ ቀܦ(ݔ)ݕ଴,ା

஼,ఈݕത(ݔ)ቁ ଵݔ݀
଴        )۹ (  

ଵ,ିଵିఈܫ(ݔ)ݕ	+ ቀܦ(ݔ)݌଴,ା
஼,ఈݕത(ݔ)ቁ |଴ଵ 

+	∫
ఔమିభర
௫మ

ଵݔ݀(ݔ)തݕ(ݔ)ݕ
଴ .  

  
به دست  ۱-۳لم از مجدد ة) و با استفاد۹ن از (يبنابرا

  ميآور يم
൫ߣ − ∫൯ߣ̅ ଵݔ݀(ݔ)ݎ(ݔ)തݕ(ݔ)ݕ

଴ =  

∫ ۰ν(ݔ)തݕ
ఈ
ଵݔ݀(ݔ)ݕ

଴                                 )۱۰ (  
−	∫ ۰ν(ݔ)ݕ

ఈ
ଵݔ݀(ݔ)തݕ

଴ =  

ଵ,ିଵିఈܫ(ݔ)തݕ ቀܦ(ݔ)݌଴,ା
஼,ఈ(ݔ)ݕቁ |଴ଵ  

ଵ,ିଵିఈܫ(ݔ)ݕ− ቀܦ(ݔ)݌଴,ା
஼,ఈݕത(ݔ)ቁ |଴ଵ .  

  
  دهد يجه مي) نت۸) و (۵( يط مرزيبه همراه شرا نيا

൫ߣ − ൯නߣ̅ ݔ݀(ݔ)ݎଶ|(ݔ)ݕ| = 0
ଵ

଴
. 

  
) ۵(-)۴( ةمسأل يهيربديک جواب غي yنکه يبا توجه به ا

r(x)است و  > م يريگ يجه ميفوق نت ي، از تساو0
λ = λതب حکم حاصل است. ين ترتي، و به ا  

  
 ةمسأل زيمامت ةژيدو مقدار و λ෨و  λهرگاه  :۴-۳هيقض

 ةژيب توابع ويبه ترت y෤و  y)، و ۵(-)۴( يمقدار مرز
 [0,1) ةباز يرو y෤و  yگاه  باشند آن λ෨و  λ متناظر

  يعنيمتعامدند،  r(x)نسبت به تابع 
∫ ݔ݀(ݔ)ݎ(ݔ)෤ݕ(ݔ)ݕ = 0ଵ
଴ .  

 ةاز مسأل ييها جواب y෤و  yد چون يفرض کن اثبات:
 ةهستند، از رابط λ෨و  λ ةژير وي) متناظر با مقاد۵(-)۴(
 y෤و  y يبرا بيترت به) ۸( و) ۵( يمرز طيشرا و) ۱۰(

  م يدار
൫ߣ − ∫ሚ൯ߣ ݔ݀(ݔ)ݎ(ݔ)෤ݕ(ݔ)ݕ = 0ଵ

଴ .  
  
λجه از ينت در ≠ λ෨ د. يآ يحکم به دست م  
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  يتشکر و قدردان
مقاله مراتب تشکر خود را از دانشگاه کاشان به  ةسندينو

 ةر در قالب پژوهانه به شمارن اثياز ا يت ماليخاطر حما
  دارد. يابراز م ۶/۶۸۲۴۸۲
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