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 ۱۰/۰۶/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:    ۱۳/۰۹/۹۷تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
ها تحت حفظ اندازه کارايي از يک واحد تصميم آل براي تخمين ورودياساس بردار ورودي ايدهاين مقاله يک روش جديد بر
عبارت ديگر، اين مقاله سوال زير را هدهد. بهاي آن افزايش يافته است، پيشنهاد ميمه خروجيگيرنده وقتي که برخي يا ه

گيرنده افزايش يابد در شرايطي هاي يک واحد تصميمبايستي وروديمطالعه کرده است: تحت حفظ کارايي، به چه ميزاني مي
هاي پيشنهاد شده يه شده در اين مقاله، برخلاف روشهاي آن افزايش داده شده باشد؟ در روش اراکه برخي يا همه خروجي

ها بر پايه مدل ريزي خطي تک هدفي پاسخ داده شده است. مساله تخمين وروديديگر، سوال فوق فقط بر پايه مسايل برنامه
ريزي خطي امهها بر پايه برنغير شعاعي راسل پيشرفته مورد بررسي قرار گرفته است. شرايط لازم و کافي براي تخمين ورودي

گيرنده وجود داشته باشد شناسايي هاي خروجي واحد تصميمعلاوه، اگر کمبودي در هر يک از مولفههپيشنهاد گرديده است. ب
  هاي واقعي براي توضيح از روش پيشنهادي ارايه شده است.شود. يک مثال با دادهمي
  

)، تخصيص منابع، اندازه راسل LP( ريزي خطيه)، برنامDEA( هاي معکوستحليل پوششي داده هاي کليدي: واژه
  آل.هاي ايده)، جوابERM( پيشرفته

                                                
   Email:ghobadi@iaukhsh.ac.ir                                                                                             :دار مکاتباتعهده .*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 



  ۱۲۲                                                   ۱۳۹۸ مهر و آبان، بيستم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران سعيد قبادی
 

 

 

  مقدمه - ۱
يک ابزار رياضي در (DEA)  هاتحليل پوششي داده

ريزي خطي براي حوزه تحقيق در عمليات براساس برنامه
گيرنده هاي تصميمرزيابي عملکرد يک مجموعه از واحدا

باشد. اين تکنيک نه ميهاي چندگاها و خروجيبا ورودي
عه گيرنده را نسبت به مرز مجمونمره کارايي واحد تصميم

گيري تعريف هاي تصميمامکان توليد که توسط همه واحد
دهد. اين ابزار مديريتي مفيد، اولين بار شده است، ارائه مي

پيشنهاد گرديده است و بعد  [1]توسط چارنز و همکاران 
هاي تئوري و قين جنبهاز آن بوسيله بسياري از محق

  .   [5-2]عملي آن توسعه يافته است
ها هدف تعيين اندازه کارايي براي در تحليل پوششي داده

هاي معين ها و خروجيگيرنده با ورودييک واحد تصميم
هاي معکوس تحليل پوششي داده که درباشد، در حاليمي

واحد تصميم  هاي يکها يا خروجيهدف تعيين ورودي
که داراي کارايي از پيش تعريف ده است بطوريگيرن
  ايي باشد. شده

هاي معکوس، اولين بار توسط مفهوم تحليل پوششي داده
بعد از آن برخي از  .[6]ژانگ و سو معرفي شده است 

ه محققين اين مفهوم را براي پاسخگويي به سوال زير ب
 :  [11-7]اندکار گرفته

ها) از ها (خروجيديبايستي وروبه چه ميزان مي سوال:
گيرنده به يک واحد خاص افزايش داده شود اگر تصميم

هاي) آن را افزايش هاي (وروديميزان معيني خروجي
  داده باشد بطوريکه اندازه کارايي آن ثابت بماند؟ 

هاي پاراتو (ضعيف) از اين سوال با بکارگيري جواب
البته ريزي چند هدفي پاسخ داده شده است. مسايل برنامه

 در برخي حالات خاص، اين سوال بوسيله مسايل برنامه
علاوه، هريزي خطي تک هدفي پاسخ داده شده است. ب

سوال فوق تحت وابستگي موقت دروني توسط جهانشاهلو 
و در حضور   [13]و قبادي و همکاران [12]و همکاران 

به ترتيب  [14]هاي فازي توسط قبادي و همکاران داده
 ه است.پاسخ داده شد

هاي معکوس بعد از اولين مطالعه در تحليل پوششي داده
هاي تئوري و ، برخي از جنبه[6]بوسيله ژانگ و سو 

عملي اين مفهوم توسط برخي از محققين مورد مطالعه 
طبق ادبيات موجود  بر [26-16].قرار گرفته است 

DEAرغم کاربردهاي مختلف اين تئوري، ولي ، علي
هاي ن زيادي از تحليل پوششي دادهکاربردهاي نه چندا

 معکوس گزارش شده است. برخي از اين کاربردها عبارتند
و حفظ  [9]تحليل حساسيت  ،[8,27]از: تخصيص منابع 

علاوه بر کاربردهاي فوق، . [25]يا بهبود مقادير کارايي 
معکوس براي تخمين سطوح ورودي  DEAمفهوم 

يا چند واحد  (خروجي) واحد توليدي حاصل از ادغام دو
گيرنده براي دستيابي به يک سطح کارايي معين تصميم

همچنين مساله ادغام کردن  .[14]استفاده شده است 
معکوس   DEAگيرنده براساس مفهومواحدهاي تصميم

و در حضور  [28]ها تحت وابستگي موقت دروني داده
مطالعه شده است. در مساله  [29]هاي منفي داده

عه از واحدها (ادغام يا انشعاب)، بازسازي يک مجمو
معکوس براي رسيدن به کارايي بهتر بکار  DEAمفهوم 

 DEAهايي بر پايه ايده مدل. [16]گرفته شده است 
معکوس، جهت شناسايي نوع ادغام (جزئي يا عمده) لازم 
براي بهبود کارايي واحد توليدي جديد ارائه شده است 

م براي به حداقل در يک کاربرد عملي، اين مفهو. [30]
ايي يک مجموعه از واحدها رساندن انتشار گازهاي گلخانه

  .[31]هاي خاص، استفاده شده است با خروجي
اين مقاله يک روش جديد براي پاسخ سوال فوق،  در

هاي پيشنهاد شده ديگر، با بکارگيري فقط برخلاف روش
هاي ريزي خطي پيشنهاد داده است. جوابمسايل برنامه

ها تحت حفظ کارايي، استفاده آل براي تخمين وروديايده
شده است. مساله تخمين ورودي در حوزه تحليل پوششي 

بررسي شده  ERMهاي معکوس با بکارگيري مدل داده
ريزي است. شرايط لازم و کافي برطبق فقط مسائل برنامه

  تک هدفي فراهم آورده شده است. خطي
نظر تئوري و  نتايج حاصل از اين مطالعه، از نقطه

باشد. اين نتايج از ديدگاه محاسباتي حائز اهميت مي
 بر ERMباشد زيرا که مدل غير شعاعي تئوري مهم مي

تواند همه عوامل ناکارايي هاي شعاعي ميخلاف مدل
را نشان دهد. همچنين اين نتايج از منظر  DMUيک 

باشند زيرا روش پيشنهادي فقط از محاسباتي نيز مهم مي
  تک هدفي استفاده نموده است. LPل مساي

صورت زير است: در بخش دو يک ساختار مابقي مقاله به
غير شعاعي ارايه شده  ERMمرور مختصر روي مدل 
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است. بخش سه سوال مذکور را با بکارگيري مسايل 
واقع شامل نتايج  ريزي خطي پاسخ داده است، دربرنامه

گيري نتيجهدر نهايت بخش چهار باشد. اصلي مقاله مي
  مختصري ارايه شده است.

  
  )ERMمدل راسل پيشرفته ( - ۲

که توسط پاستور و همکاران  ERMدر اين بخش مدل 
گيري کارايي نسبي از يک مجموعه از براي اندازه [32]

اين مدل غير  واحدها معرفي شده، مرور گرديده است.
ها اجازه کاهش و ها و خروجيوروديشعاعي، به ترتيب به

  دهد.هاي مختلف ميايش با نسبتافز
گيرنده واحد تصميم݊ فرض کنيد يک مجموعه از 
൛ܯܦ ௝ܷ: ݆ ∈ ܬ = {1, … , ݊}ൟ ܯܦ، بطوريکه ௝ܷ با 

݅)	௜௝ݔ  گانههاي مثبت چندمصرف ورودي ∈ ܫ =
{1,2, … هاي مثبت چندگانه ، خروجي({݉,

ݎ)௥௝ݕ ∈ ܱ = {1,2,… ,  کند. فرضرا توليد مي ({ݏ
ܯܦکنيد بردارهاي ورودي و خروجي براي  ௝ܷ  بوسيله

௝ܺ = ଵ௝ݔ) , ଶ௝ݔ , … , ௝ܻو  ௠௝)௧ݔ =
ଵ௝ݕ) , ଶ௝ݕ ,… , به ترتيب نمايش داده شود. مدل  ௦௝)௧ݕ

براي تخمين اندازه کارايي از واحد تحت  [32]زير 
݋)ارزيابي  ∈   رفته شده است:در نظر گ௢ܷܯܦ	 (ܬ

∗௢ߩ = ݉݅݊
భ
೘
∑ 	೘
೔సభఏ೔

భ
ೞ
∑ 	ೞ
ೝసభఝೝ

                               )۱(  

.ݏ .ݐ ∑ 	௡
௝ୀଵ ௜௝ݔ௝ߣ ≤ ,௜௢ݔ௜ߠ ݅ ∈   ,ܫ

∑ 	௡
௝ୀଵ ௥௝ݕ௝ߣ ≥ ߮௥ݕ௥௢, ݎ ∈ O,   

௜ߠ ≤ 1,				݅ ∈   ,ܫ
߮௥ ≥ 1, ݎ ∈ O,  
௝ߣ ≥ 0, ݆ ∈    .ܬ

  
عنوان نسبت ميان هتواند بدر مدل فوق تابع هدف مي

 ها تفسير گردد.ها و خروجيمتوسط کارايي از ورودي
  

مقدار بهينه ERM( [32](اندازه کارايي  :۲.۱تعريف
ناميده  ௢ܷܯܦاز  ERM) اندازه کارايي ۱از مدل ( ∗௢ߩ
است اگر و فقط  کارا-௢ ،ERMܷܯܦه شود. بعلاومي
∗௢ߩاگر  = ∗௜ߠ(اين شرط هم ارز با  1 = ∗௥߮و  1 = 1 

  ).باشدمي ݎ و ݅براي هر 
,∗ߣ)اگر  ,∗ߠ  ) باشد، آنگاه ۱يک جواب بهينه از ( (∗߶

0 < ∗௢ߩ ≤ 1  
 و 

,∗ݔ) (∗ݕ =
∗ଵ௢ݔ∗ଵߠ)) , ⋯ , ∗௠ߠ ,(௠௢ݔ (߶ଵ∗ݕଵ௢, ⋯ , ߶௦∗ݕ௦௢))  

  
  .باشدروي مرز کارايي مي ௢ܷܯܦيک نقطه تصوير از 

  
۳ - DEA معکوس  

در اين بخش، سوال پيشنهاد شده توسط وي و همکاران 
پاسخ داده شده  LPبا بکارگيري فقط مسايل  ،[10]

  :انداست. آنها درواقع سوال مهم زير را مطرح نموده
ها) يک هاي (خروجيبه چه ميزان بايد ورودي سوال:

واحد خاص تحت حفظ کارايي افزايش يابد اگر آن واحد 
ميزان معيني افزايش داده هايش) به(ورودي هايشخروجي

  شده باشد؟ 
هاي براي پاسخ به اين سوال، فرض کنيد خروجي

௢ߚبه  ௢ܻاز  ݋ܷܯܦ = ௢ܻ + Δ ௢ܻ که وريبط
Δ ௢ܻ ≥ Δو  0 ௢ܻ ≠ افزايش داده شده باشد. هدف  0

که باشد بطوريمي ∗௢ߙاز مساله بالا تخمين بردار ورودي 
باقي بماند.  ∗௢ߩهمچنان  ݋ܷܯܦاز  ERMاندازه کارايي 

  در حقيقت:
∗௢ߙ = ∗ଵ௢ߙ) , ∗ଶ௢ߙ , … , ௠௢ߙ

∗ )௧ = ܺ௢ + Δܺ௢,  
Δܺ௢ ≥ 0, Δܺ௢ ≠ 0.  

  
دادن  واحد جديد بعد از تغيير ௡ାଵܷܯܦ فرض کنيد

را نشان دهد. مدل  ௢ܷܯܦهاي ها و خروجيورودي
  کند:گيري ميرا اندازه ERM ،DMUn+1زير، کارايي 

∗௢ାߩ = min
భ
೘
∑ 	೘
೔సభఏ೔

భ
ೞ
∑ 	ೞ
ೝసభఝೝ

                            )۲۱( 

.ݏ .ݐ ∑ 	௡
௝ୀଵ ௜௝ݔ௝ߣ + ∗௜௢ߙ௡ାଵߣ ≤ ∗௜௢ߙ௜ߠ ,			݅ ∈   ܫ

∑ 	௡
௝ୀଵ ௥௝ݕ௝ߣ + ௥௢ߚ௡ାଵߣ ≥ ߮௥ߚ௥௢ , r ∈ O,  

௜ߠ ≤ 1, ݅ ∈   			,ܫ
߮௥ ≥ 1, r ∈ O,  
௝ߣ ≥ 0, ݆ ∈ ܬ ∪ {݊ + 1}.  

  
) مساوي باشند آنگاه ۲) و (۱هاي (ر بهينه مدلاگر مقادي
  عبارت ديگر   هواحد تغيير نکرده است، ب ERMکارايي 

݂݂݁൫ߙ௢∗ , ௢൯ߚ = ݂݂݁(ܺ௢, ௢ܻ).  
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௢ܺ)݂݂݁با ERM اندازه کارايي  در اينجا , ௢ܻ)  نمايش
  داده شده است.

ها، ي تخمين وروديعبارت ديگر براپاسخ سوال، بهبراي 
  در نظر گرفته شده است: زير LPمسائل 

௜௢௜ߙ = min			ߙ௜௢			݅ = 1,… ,݉	 )٣(                 
.ݏ .ݐ ∑ 	௡

௝ୀଵ ௜௝ݔ௝ߣ ≤ ௜௢ߙ∗௜ߠ ,			݅ ∈   ,ܫ
∑ 	௡
௝ୀଵ ௥௝ݕ௝ߣ ≥ ߮௥∗ߚ௥௢ ݎ				, ∈ O,  

௜௢ߙ	 ≥ ݅				,௜௢ݔ ∈ I,  
௝ߣ ≥ 0,						݆ ∈   ,ܬ

  
∗ߠ)که  = ,∗ଵߠ) … , ∗௠ߠ ), ߮∗ = (߮ଵ∗ , … , ߮௦∗)) 

علاوه هباشد. ب) مي۱يک جواب بهينه براي مساله (
,ߣ) (௢ߙ ∈ ℝ௡ ∗ ℝ௠ باشند. ها مير متغيربردا  

ଵ௢௜ߙ)فرض کنيد  , ଶ௢௜ߙ , … , ௠௢ߙ
௜ ݅ي هر برا ( ∈ I	 

) باشد. اين واضح است که ۳يک جواب بهينه از مسائل (
௢ூߙ = ଵ௢ଵߙ) , ଶ݋2ߙ , … , ௠௢ߙ

௠ ال براي يک جواب ايده (
باشد، اما ممکن است که متعلق به مجموعه سوال مي

ميزان  ௜௢ݏ		) نباشد. فرض کنيدPPSامکان توليد (
را نمايش  PPSآل از دهامين مولفه جواب اي-݅انحراف 

  دهد. بنابراين داريم:
௜௢ݏ = ∑ 	௡

௝ୀଵ ௜௝ݔ௝ߣ − ௜௢௜ߙ ,				݅ ∈ I,							 )٤(        
௝ߣ	 ≥ 0, ݆ ∈    ,ܬ
 

݅	براي هر  واضح است که ∈ ௜௢ݏ، ܫ ≥ باشد. مي 0
اهميت نسبي هر يک از  ௜ݓفرض کنيد علاوه بر آن 

ها ௜ݓ(براي محاسبه  ي را نشان دهدهاي ورودمولفه
روش پيشنهادي در پيوست (الف) ملاحظه گردد). مدل 

ها در نظر ريزي خطي زير، براي تخمين وروديبرنامه
  گرفته شده است:

∗௢ܭ = min∑ 	௠
௜ୀଵ ௜௢ݏ௜ݓ − ∑)ߝ 	௠

௥ୀଵ (௥௢ߦ )٥(     
.ݏ .ݐ ∑ 	௡

௝ୀଵ ௜௝ݔ௝ߣ − ௜௢ݏ∗௜ߠ = ௜௢௜ߙ∗௜ߠ ,				݅ ∈   ,ܫ
∑ 	௡
௝ୀଵ ௥௝ݕ௝ߣ − ߮௥∗ߦ௥௢ = ߮௥∗ߚ௥௢,			r ∈ O  

௝ߣ ≥ 0, ௜௢ݏ ≥ 0, ௥௢ߦ ≥ 0				∀݅, ݆,   ,ݎ
  

∗ߠ)که  = ,∗ଵߠ) … , ∗௠ߠ ), ߮∗ = (߮ଵ∗ , … , ߮௦∗)) 
نشان  ߝباشد. در مدل بالا، ) مي١له (جواب بهينه مسا

 آن، باشد. علاوه بردهنده روش دو فازي مي
,ߣ) ௢ݏ , (௢ߦ ∈ ℝ௡ ∗ ℝ௠ ∗ ℝ௦ باشد. مي بردار متغيرها  

  

  باشد.) شدني مي٥واضح است که مدل (
تواند براي دهد چگونه مدل بالا ميقضيه زير نشان مي

  ها استفاده شود.وروديپاسخ به سوال فوق يعني تخمين 
  

 و  کارا باشد-ERM، ݋ܷܯܦفرض کنيد  :۱- ۳ قضيه
 

,∗ߣ) ,∗ߠ ) باشد. فرض کنيد ۱جواب بهينه مساله ( (∗߮
,∗መߣ) ∗௢ݏ̂ ,  ∗௢ܭ) با مقدار بهينه ۵جواب بهينه مساله ( (∗መ௢ߦ

∗௢ߙباشد. اگر  = ௢ூߙ + ∗௢ݏ̂ > ܺ௢  ߚو௢∗ = ௢ߚ +  ∗መ௢ߦ
∗௢ߙ)݂݂݁آنگاه  , (∗௢ߚ = ݂݂݁(ܺ௢, ௢ܻ).  

,∗መߣ)از شدني بودن  اثبات: ∗௢ݏ̂ , )، ٥براي مساله ( (∗መ௢ߦ
  شود:نتيجه مي

∑ 	௡
௝ୀଵ ௜௝ݔ∗መ௝ߣ =	  

௜௢ூߙ௜∗൫ߠ + ∗௜௢ݏ̂ ൯ߠ௜∗ߙ௜௢∗ = ∗௜௢ߙ ,                   )۶(  
݅ ∈   	,ܫ
∑ 	௡
௝ୀଵ ௥௝ݕ∗መ௝ߣ =  

߮௥∗൫ߚ௥௢ + መ௢∗൯ߦ = ߮௥∗ߚ௥௢∗ = ∗௥௢ߚ ,             )۷(  
r ∈ O,		  
መ௝ߣ	= 	≥ 0,						݆ ∈ ,ܬ                              )۸(  

  
  ) واضح است که:٣علاوه بر آن، با توجه به مساله (

∗௜௢ߙ	 ≥ ݅						,௜௢ݔ ∈ )۹(                              .ܫ  
  

ߣ̅)بنابراين، بردار  = ,∗መߣ) 0), ,∗ߠ يک جواب  (∗߮
∗௢ାߩبنابراين  باشد.) مي٢شدني براي مساله ( ≤   .∗௢ߩ

,∗ାߣ)فرض کنيد  ,∗ାߠ ߮ା∗)  يک جواب بهينه براي
) در ٧) و (٦هاي () باشد. با بکار بردن معادله٢مساله (
  آيند:هاي زير بدست مي) نامعادله٢مسئله (

௜௢ூߙ௜ା∗൫ߠ + ∗௜௢ݏ̂ ൯ =  
∗௜௢ߙ∗௜ାߠ 	 ≥ ∑ 	௡

௝ୀଵ ௜௝ݔ∗௝ାߣ + ∗௡ାଵାߣ	 ∗௜௢ߙ =
∑ 	௡
௝ୀଵ ௜௝ݔ∗௝ାߣ + ∗௡ାଵାߣ ൫∑ 	௡

௝ୀଵ   	,௜௝൯ݔ∗መ௝ߣ
  

  بنابراين
௜௢ூߙ௜ା∗൫ߠ + ∗௜௢ݏ̂ ൯ =                               )۱۰(  
∗௜௢ߙ∗௜ାߠ ≥ ∑ 	௡

௝ୀଵ ൫ߣ௝ା∗ + ∗௡ାଵାߣ ,௜௝ݔመ௝∗൯ߣ ݅ ∈   ,ܫ
߮௥ା∗൫ߚ௥௢ + መ௢∗൯ߦ =  
߮௥ା∗ߚ௥௢∗ ≤ ∑ 	௡

௝ୀଵ ௥௝ݕ∗௝ାߣ + ∗௡ାଵାߣ ∗௥௢ߚ ≤
∑ 	௡
௝ୀଵ ௥௝ݕ∗௝ାߣ + ∗௡ାଵାߣ (∑ 	௡

௝ୀଵ    ,(௥௝ݕ∗መ௝ߣ
  

  بنابراين
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߮௥ା∗൫ߚ௥௢ + ∗መ௥௢ߦ ൯ = ߮௥ା∗ߚ௥௢∗                  )۱۱(  
≤ ∑ 	௡

௝ୀଵ ൫ߣ௝ା∗ + ∗௡ାଵାߣ ݎ								,௥௝ݕመ௝∗൯ߣ ∈ O,  
  

∗௝ାߣعلاوه بر آن  + ∗௡ାଵାߣ ∗መ௝ߣ ≥ ݆ براي هر 0 ∈ . ܬ
݆اينک براي هر  ∈  قرار دهيد: ܬ

:ሚ௝ߣ = ∗௝ାߣ + ∗௡ାଵାߣ   .∗መ௝ߣ
  
∗௢ାߩکنيد  اساس برهان خلف فرضبر < ∗௢ߩ = 1 

ଵبنابراين 
௠
∑ 	௠
௜ୀଵ ∗௜ାߠ < ଵيا  1

௦
∑ 	௦
௥ୀଵ ߮௥ା∗ > 1 

  لذا دو حالت زير وجود دارد:
ଵالف) فرض کنيد 

௠
∑ 	௠
௜ୀଵ ∗௜ାߠ < . در اين حالت 1

0 ،݅براي هر  < ∗௜ାߠ ≤ باشد. بنابراين، حداقل مي 1
ݐيک  ∈ ∗௧ାߠ با ܫ < وجود دارد. همچنين با بکار  1

  آيد:) رابطه زير بدست مي١٠بردن نا معادله (
∑ 	௡
௝ୀଵ ௧௝ݔሚ௝ߣ ≤ ∗௧௢ߙ∗௧ାߠ = ௧௢ூߙ)∗௧ାߠ +

∗௧௢ݏ̂ ) < ௧௢ூߙ + ∗௧௢ݏ̂ .       
  

از طرف ديگر، اگر فرض قضيه بر قرار باشد آنگاه براي 
  گردد:رابطه زير برقرار مي ݅هر 

∗݋݅ߙ = ௜௢ூߙ + ∗௜௢ݏ̂ > ௜௢ݔ .  
  

  تعريف کنيد:
=:௧ߞ
min൛(ߙ௧௢ூ + ∗௧௢ݏ̂ ) − ∑ 	௡

௝ୀଵ ௧௝ݔሚ௝ߣ , ௧௢ூߙ +
∗௧௢ݏ̂ − 	.௧௢ൟݔ )١٢                   (                          

  
௧ߞاست که  واضح > ݎ. همچنين براي هر 0 ∈ ܱ ،

ሚ௥௢ߦتعريف کنيد  =   . علاوه بر آن قرار دهيد:∗መ௥௢ߦ

௜௢ݏ̃ = ቐ
∗௜௢ݏ̂ ݅ ≠ ,ݐ

∗௜௢ݏ̂ − ௜ߞ ݅ = .ݐ
  

  
݅که  ∈ هاي زير بدست ) رابطه١٢. به کمک رابطه (ܫ
  آيد:مي

௧ߞ		 ≤ ௧௢ூߙ) + ∗௧௢ݏ̂ ) − ∑ 	௡
௝ୀଵ ௧௝ݔሚ௝ߣ ⇒  

∑ 	௡
௝ୀଵ ௧௝ݔሚ௝ߣ ≤ ௧௢ூߙ + ∗௧௢ݏ̂) −   (௧ߞ

= ௧௢ூߙ)∗௧ߠ + )௧௢)                                  )۱۳ݏ̃  
  

  و

௧ߞ ≤ ௧௢ூߙ + ∗௧௢ݏ̂ − ௧௢ݔ ⇒  
௧௢ݔ ≤ ௧௢ூߙ + ∗௧௢ݏ̂ − ௧ߞ ⇒  
௧௢ݔ ≤ ௧௢ூߙ + )௧௢. .                               )۱۴ݏ̃  

  
݅همچنين، واضح است که اگر  ≠ آنگاه رابطه زير  ݐ

  آيد:بدست مي
௜௢ூߙ + ௜௢ݏ̃ = ௜௢ூߙ + ∗௜௢ݏ̂ > ௜௢ݔ )١٥   (               

  
  ) داريم:۱۵( ) و۱۴به کمک (

௢ூߙ + ௢ݏ̃ ≥ ௢ݔ .                                    )۱۶(  
  

هاي زير ) رابطه۱۳) و (۱۱، ()۱۰به کمک معادلات (
  آيد:بدست مي

∑ 	௡
௝ୀଵ ௜௝ݔሚ௝ߣ ≤ ௜௢ூߙ௜ା∗൫ߠ + ∗௜௢ݏ̂ ൯  

≤ ൫ߙ௜௢ூ + ∗௜௢ݏ̂ ൯ = ௜௢ூߙ௜∗൫ߠ + ,௜௢൯ݏ̃ ݅ ≠ )۱۷(  ݐ  
∑ 	௡
௝ୀଵ ௧௝ݔሚ௝ߣ ≤ ௧௢ூߙ + ∗௧௢ݏ̂) −   (௧ߞ

= ௧௢ூߙ)∗௧ߠ + )                               )۱۸	௧௢),ݏ̃  
∑ 	௡
௝ୀଵ ௥௝ݕሚ௝ߣ ≥ ߮௥ା∗൫ߚ௥௢ + ∗መ௥௢ߦ ൯  

≥ ߮௥∗൫ߚ௥௢ + r			ሚ௥௢൯,ߦ ∈ O,                   )۱۹(  
  

ሚߣبا توجه به اينکه  ≥ ) ١٩) و (١٨)، (١٧از معادلات ( 0
,ሚߣ)شود که نتيجه مي ,௢ݏ̃ يک جواب شدني مساله  (ሚ௢ߦ

,௢ݏ̃)که باشد بطوري) مي٥( (ሚ௢ߦ− ≤ ,∗௢ݏ̂) و  (∗መ௢ߦ−
,௢ݏ̃) (ሚ௢ߦ− ≠ ,∗௢ݏ̂) ௧௢ݏ̃زيرا  (∗መ௢ߦ− < . ∗௧௢ݏ̂

,௢ݏ̃)بنابرايين،  ,∗௢ݏ̂)بزرگتر از  (ሚ௢ߦ− باشد. مي (∗መ௢ߦ−
,∗መߣ)که اين با فرض جواب بهينه بودن  ∗௢ݏ̂ , براي  (∗መ௢ߦ

  ) متناقض است.٥مساله (
ଵ ب) فرض کنيد

௦
∑ 	௦
௥ୀଵ ߮௥ା∗ > . در اين حالت 1

ݐحداقل يک  ∈ ∗௧ା߮	 که:وجود دارد بطوري ܱ > 1 .
  آيد:) نامعادله زير بدست مي١١با فرض برقراري معادله (

∑ 	௡
௝ୀଵ ௧௝ݕሚ௝ߣ ≥ ߮௧ା∗(ߚ௧௢ + ∗መ௧௢ߦ ) > ௧௢ߚ +

∗መ௧௢ߦ .    
  
௧ߢيک مقدار مثبت ابراين، نب >   که:وجود دارد بطوري 0

∑ 	௡
௝ୀଵ ௧௝ݕሚ௝ߣ = ൫ߚ௧௢ + ∗መ௧௢ߦ ൯ + ௧ߢ    

= ߮௧∗ ቀߚ௧௢ + ൫ߦመ௧௢∗ + ௧൯ቁߢ )٢٠                   (    
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݅اينک تعريف کنيد که براي هر  ∈ ௜௢ݏ̃، ܫ = و  ∗௜௢ݏ̂
ݎ براي هر ∈ ܱ ،  

ሚ௥௢ߦ = ቐ
∗መ௥௢ߦ ݎ	 ≠ ,ݐ

∗መ௥௢ߦ + ௥ߢ ݎ		 = .ݐ
  

  
هاي زير بدست ) نامعادله۱۱) و (۱۰وسيله معادلات (هب

  آيد:مي
∑ 	௡
௝ୀଵ ௜௝ݔሚ௝ߣ ≤ ௜௢ூߙ௜ା∗൫ߠ + ∗௜௢ݏ̂ ൯  

≤ ௜௢ூߙ௜∗൫ߠ + ݅			,௜௢൯ݏ̃ ∈ ,ܫ )٢١                   (      
∑ 	௡
௝ୀଵ ௥௝ݕሚ௝ߣ ≥ ߮௥ା∗൫ߚ௥௢ + ∗መ௥௢ߦ ൯   

≥ ߮௥∗൫ߚ௥௢ + ,ሚ௥௢൯ߦ ݎ ≠ .ݐ )٢٢                   (    
  

ሚߣ) و ۲۲) و (۲۱)، (۲۰به کمک معادلات ( ≥ نتيجه  0
,ሚߣ൫شود که مي ௢ݏ̃ , ) ٥يک جواب شدني مساله ( ሚ௢൯ߦ
௢ݏ̃)	که: باشد بطوريمي , (ሚ௢ߦ− ≤ ,∗௢ݏ̂) و  (∗መ௢ߦ−

,௢ݏ̃) (ሚ௢ߦ− ≠ ,∗௢ݏ̂) ሚ௧௢ߦزيرا  (∗መ௢ߦ− > . اين ∗መ௧௢ߦ
,ሚߣ൫موضوع مخالف اين هست که  ∗௢ݏ̂ , جواب بهينه  መ௢∗൯ߦ

  باشد. مي) ٥مساله (
بنابراين در هر دو حالت فرض خلف نقض گرديد و 

∗௢ାߩبنابراين  =   ∎	شود.و اثبات کامل مي ∗௢ߩ
  

∗መ௢ߦاگر  :۱- ۳ملاحظه  ≠ ميزان کمبود  ∗መ௥௢ߦ، آنگاه 0
  را نشان  ௢ܷܯܦام خروجي از rخروجي در مولفه 

اي حفظ کارايي گيرنده برعبارت ديگر تصميمهدهد. بمي
ERM  ܷܯܦاز௢ ܺکه بردار ورودي از حالي در௢  به
 ௢ܻيابد، ملزم به افزايش بردار خروجي از افزايش مي ∗௢ߙ
௢ߚبه  +   باشد. مي ∗መ௢ߦ
  

را در   Cو A ،Bگيري سه واحد تصميم: ۱-۳مثال 
را براي توليد  ଶݔو  ଵݔنظر بگيريد که هريک دو ورودي 

هاي ورودي و کنند. دادهمصرف مي ଶݕو   ଵݕدو خروجي
 در )۳.۲در جدول ( ERMخروجي و اندازه کارايي 

  پيوست (ب) نشان داده شده است. 
باشد. اگر برابر يک مي ܷܿܯܦاز ERM  اندازه کارايي
ܯܦاندازه کارايي  ௖ܷ يم ما تصمبدون تغيير باقي بماند، ا

௖ܻ گيرنده بخواهد خروجي از = به  (5,5)

௖ߚ = ܯܦهاي تغيير يابد، ورودي (6,6) ௖ܷ  چقدر
)، ۳ريزي خطي (بايد افزايش يابد؟ براساس مسئله برنامه

௖ூߙها، براي تخمين ورودي = ଵ௖ூߙ) , ଶ௖ூߙ ) =
 باشد.آل براي سوال فوق مييک جواب ايده (1.2,1.4)

) مرتبط با LP )۵براي بررسي اين موضوع، مسئله 
 بصورت زير نوشته شده است: ܷܿܯܦ

∗௢ܭ = min		ݏଵ௖ + ଶ௖ݏ − ଵ௖ߦ൫ߝ + )൯, )۲۳	ଶ,ସߦ  
s. t.					4ߣଵ + ଶߣ2 + ଷߣ − ଵ௖ݏ = 1.2,  
ଵߣ2											 + ଶߣ + ଷߣ2 − ଶ௖ݏ = 1.4,  
ଵߣ4									   + ଶߣ8 + ଷߣ5 − ଵ௖ߦ = 6,      
ଵߣ4											 + ଶߣ4 + ଷߣ5 − ଶ௖ߦ = 6,	    
,ଵߣ													 ,ଶߣ ଷߣ ≥ 0, ଵ௖ݏ ≥ 0, 
ଶ௖ݏ												 ≥ 0, ଵ௖ߦ ≥ 0, ଶ௖ߦ ≥ 0.   
 
با حل اين مدل در طي دو فاز، يک جواب بهينه به 

  آيد:صورت زير بدست مي
∗ଵ௖ݏ) , ∗ଶ௖ݏ , ∗ଵ௖ߦ , ∗ଶ௖ߦ , ∗ଵߣ , ∗ଶߣ , (∗ଷߣ =
(0,0,0,0,0,0,1.2).  

  
ܯܦ) وقتي خروجي ٣.١بنابراين با توجه به قضيه ( ௖ܷ 

௖ߚبه  = گيرنده يابد اگر تصميمافزايش مي (6,6)
را حفظ کند بايد  ܷܯܦبخواهد ميزان کارايي اين 

∗௖ߙها را به ورودي = ௖ூߙ = افزايش  (1.20,2.40)
  دهد. 

ܯܦگيرنده بخواهد بردار خروجي فرض کنيد تصميم ௖ܷ 
௖ܻرا از  = ௖ߚبه  (5,5) = افزايش دهد،  (5.5,6)

بطوريکه اندازه  ردار ورودي را تغيير دهدچقدر بايد ب
ܯܦ ERMکارايي  ௖ܷ  بدون تغيير بماند؟ مسئلهLP 

ܯܦمتناظر با ) ۳( ௖ܷߙال ، جواب ايده௖ூ =
ଵ௖ூߙ) , ଶ௖ூߙ ) = را براي اين سوال ارائه  (1.2,2.0)

) يک LP )۵دهد. علاوه بر آن با بکارگيري مسئله مي
 جواب بهينه بدست آمده است:

∗ଵ௖ݏ) , ∗ଶ௖ݏ , ∗ଵ௖ߦ , ∗ଶ௖ߦ , ∗ଵߣ , ∗ଶߣ , (∗ଷߣ
= (0,0.4,0.5,0,0,0,1.2). 

  
)، اگر بردار ورودي از ٣.١قضيه ( براين برطبقبنا

ܺ௖ = ∗௖ߙبه  (1,2) = ௖ூߙ + ܵ௖∗ = (1.2,2.4) 
افزايش يابد آنگاه تصميم گيرنده براي حفظ اندازه کارايي 

௖ܻبايد بردار خروجي را از  =  به  (5,5)
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∗௖ߚ = ௖ߚ + ∗௖ߦ =   افزايش دهد.  (6,6)
يک واحد  ஻ܷܯܦگردد همانطور که ملاحظه مي

ERMباشد. اگر اندازه کارايي اين واحد بخواهد ­کارا مي
஻ܻبدون تغيير بماند اما بردار خروجي از  = به  (8,4)

஻ߚ = افزايش يابد آنگاه بردار ورودي  (10,6)
 LPري مسئله چقدر بايد افزايش يابد؟ با بکارگي ஻ܷܯܦ

، يک جواب ايده آل براي سوال ஻ܷܯܦ) متناظر با ۳(
ଵ஻ூߙ)فوق  , ଶ஻ூߙ ) = بدست آمده است.  (2,1.5)

) در دو فاز، جواب LP )۵علاوه بر آن، با حل مسئله 
 بهينه 

∗ଵ஻ݏ)  , ∗ଶ஻ݏ , ∗ଵ஻ߦ , ∗ଶ஻ߦ , ∗ଵߣ , ∗ଶߣ , (∗ଷߣ =
(0.4,0.3,0,0,0,1,0.4)  

  
اگر  )٣.١(بدست آمده است. بنابراين با توجه به قضيه 

گيرنده بخواهد اندازه کارايي ثابت بماند بايد تصميم
  ورودي را به صورت زير افزايش دهد:

∗஻ߙ = ஻ூߙ + ܵ஻∗ = (2.40,1.80). 
  

هاي واقعي براي اينک يک مثال با داده: ۲-۳مثال 
گرفته شده وش پيشنهادي در نظر چگونگي بکارگيري ر

اقتباس شده است. در اين ] ۱۹است. اين مثال از مرجع [
گروه آموزشي دانشگاه آزاد اسلامي واحد خميني  ۱۴مثال 

 ميم گيرنده لحاظ شده است.شهر به عنوان واحدهاي تص
هاي به منظور گردآوري اطلاعات مربوط به اين گروه

رد استفاده قرار آموزشي چهار پرسشنامه طراحي و مو
گرفته است. پرسشنامه شماره يک، دو فاکتور ميزان 
 رضايت دانشجويان و ميزان توجه دانشگاه به گروه

پرسشنامه شماره دو  مربوطه را مد نظر قرارداده است.
ميزان رضايت اساتيد هر گروه و ميزان توجه دانشگاه به 
گروه مورد توجه قرار داده است. پرسشنامه شماره سه 

يزان رضايت کارمندان هر گروه  و ميزان توجه دانشگاه م
 گاه کارمندان را منعکس کرده است.به گروه از ديد

پرسشنامه شماره چهار به اطلاعاتي پيرامون امکانات 
فيزيکي، آموزشي و پژوهشي هر گروه پرداخته است. به 
علاوه با برخي سوالات، عملکرد آموزشي دانشجويان با 

ها در آزمون تحصيلات ها، موفقيت آنتوجه به معدل آن
  هاي ناموفق (مشروطي) تکميلي و همچنين تعداد ترم

  بر پايه اطلاعاتي که از اين چهار  شود.ها سنجيده ميآن
  

پرسشنامه استخراج شده است، دو ورودي و دو خروجي را 
در نظر گرفته  هاي آموزشي مذکورجهت ارزيابي گروه

(تعداد اعضاي هيات علمي  )ଵݔشده است. امکانات (
گروه، مساحت فضاهاي آموزشي و اداري گروه، و تعداد 
کتب موجود در کتابخانه) و ميزان توجه دانشگاه به گروه 

) ଵݕ) به عنوان ورودي و ميزان رضايت دانشجويان (ଶݔ(
عنوان به )ଶݕو ميزان رضايت اساتيد و کارکنان (

رنده در نظر گرفته شده گيهاي واحدهاي تصميمخروجي
 ERMهاي ورودي و خروجي و اندازه کارايي است. داده

  ) ارائه شده است.۳,۳هاي آموزشي در جدول (گروه
گردد چهارمين ) ملاحظه مي٣,٣همانطور که از جدول (

است. فرض  ERM) کاراي DMU4گروه آموزشي (
کنيد که اين گروه آموزشي در صدد توسعه خود به گونه 

که اندازه کارايي خود را حفظ نمايد. به اشد بطوريايي ب
ايم که تحت حفظ کارايي بررسي نم خواهيمعبارتي مي
,ଵݕ)هاي اين واحد از اگر خروجي اين واحد، (ଶݕ =

(0.851075, به ميزان معين  (0.901866
,ଵݕ∆) (ଶݕ∆ =  تا به مقدار افزايش (0.08			,0.13)

	൫̅ߚଵ,ସ, ଶ,ସ൯ߚ̅ = ଵݕ) + ,ଵݕ∆ ଶݕ + (ଶݕ∆ =
	(0.981075, 0.981866)  

  
بايستي به چه ميزاني هاي آن ميورودي برسد آنگاه

در اقع هدف آن است که اگر اين گروه  افزايش نمايد؟
مندي دانشجويان (خروجي آموزشي بخواهد ميزان رضايت

اول) و ميزان رضايت مندي اساتيد و کارکنان (خروجي 
درصد افزايش يابد، اين  ۹و  ۱۵به ترتيب حدود  دوم)

في تحت حفظ گروه آموزشي به چه ميزان منابع اضا
هاي براي پاسخ به اين سوال مدلکارايي نيازمند است؟ 

گيرنده ) متناظر با اين واحد تصميم۳ريزي خطي (برنامه
 آلدر نظر گرفته شده و جواب ايده

ସூߙ = ଵ,ସூߙ) , ଶ,ସூߙ ) = (0.554214, 0.797347)  
  

براي  ۱-۳استخراج گرديده است، سپس بر پايه قضيه 
) متناظر ۵مشخص نمودن يک جواب بهينه شدني، مدل (

  با اين واحد به صورت زير در نظرگرفته شده است:
∗௢ܭ = min		ݓଵݏଵ,ସ ଶ,ସݏଶݓ+ −
ଵ,ସߦ൫ߝ +   	ଶ,ସ൯ߦ
.ݏ .ݐ ∑ 	ଵସ

௝ୀଵ ଵ௝ݔ௝ߣ − ଵ,ସݏ = ଵ,ସூߙ =
0.554214,  
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∑ 	ଵସ
௝ୀଵ ଶ௝ݔ௝ߣ − ଶ,ସݏ = ଶ,ସூߙ = 0.797347,   

∑ 	ଵସ
௝ୀଵ ଵ௝ݕ௝ߣ − ଵ,ସߦ = 0.981075,			  

∑ 	ଵସ
௝ୀଵ ଶ௝ݕ௝ߣ − ଶ,ସߦ = 0.797347,  

௝ߣ ≥ 0, ௜,ସݏ ≥ 0, ௥,ସߦ ≥ 0				∀݅, ݆,   .ݎ
  

با حل اين مدل در طي دو فاز، يک جواب بهينه به 
  آيد:صورت زير بدست مي

∗ଵ,ସݏ = 0.014210, ∗ଶ,ସݏ	 =
0.000961, ∗ଵ.ସୀߦ 0,  
∗ଶ,ସୀ଴ߦ , ∗଺ߣ = 0.202678, ∗ଵଶߣ = 0.884583,  
∗୨ߣ = 0, ∀j = {1,2, … . ,14} − {6, 12}.  

  
 ସܷܯܦ) وقتي خروجي ٣.١با توجه به قضيه (بنابراين 

,ଵ,ସߚ̅)	به  (ଶ,ସߚ̅ = (0.981075, 0.981866) 
گيرنده بخواهد ميزان کارايي يابد اگر تصميمافزايش مي

 ها را بهرا حفظ کند بايد ورودي ܷܯܦاين 
∗ସߙ = ∗ଵ,ସߙ) , ∗ଵ,ସߙ ) = (0.568424,0.798308) 

  ر واقع جهت حفظ اندازه کارايي، د. افزايش دهد
درصد  ١٢و حدود  ورودي اولدرصد  ٣بايستي حدود مي

  ورودي دوم اين گروه آموزشي را افزايش دهد.
کارا برقرار  ERM هايUܯܦ) فقط براي ٣.١قضيه (

چه کارا باشند و  هاUܯܦاست اما قضيه زير براي همه 
عکس قضيه چه نباشند برقرار است. در واقع اين قضيه، 

  باشد.) مي١,٣(
 

,∗ߣ)فرض کنيد : ٢-٣قضيه  ,∗ߠ جواب بهينه  (∗߮
,ߣ̅)و  ∗௢ߩ) با مقدار بهينه ١مسئله ( ,௢ݏ̅ يک جواب  (௢̅ߦ

  ) باشد. اگر٥شدني مساله (
݂݂݁൫ߙ௢∗ = ௢ூߙ + ,௢ݏ̅ ∗௢ߚ = ௢ߚ + ௢̅൯ߦ =
݂݂݁(ܺ௢, ௢ܻ)  

  
,ߣ̅)آنگاه  ,௢ݏ̅   باشد.) مي٥يک جواب بهينه مساله ( (௢̅ߦ

,ߣ̅)اگر اثبات:  ,௢ݏ̅ ) نباشد، ٥جواب بهينه مساله ( (௢̅ߦ
بنابراين يک جواب شدني ديگر براي اين مساله مانند 

,ሚߣ) ,௢ݏ̃ ,௢ݏ̃)وجود دارد بطوريکه  (ሚ௢ߦ (ሚ௢ߦ− ≤
,௢ݏ̅) ,௢ݏ̃) و (௢̅ߦ− (ሚ௢ߦ− ≠ ௢ݏ̅) , . فرض (௢̅ߦ−

ܫ کنيد = ௜௢ݏ̃|݅		} < ܱو  {௜௢ݏ̅ = ሚ௥௢ߦ|ݎ		} >  {௥̅௢ߦ
,ሚߣ)باشند. با توجه به اينکه  ,௢ݏ̃ يک جواب شدني  (ሚ௢ߦ

  باشد آنگاه:) مي٥مساله (

∑ 	௡
௝ୀଵ ௜௝ݔሚ௝ߣ = ௜௢ூߙ௜∗൫ߠ +   ௜௢൯ݏ̃

< ௜௢ூߙ௜∗൫ߠ + ,௜௢൯ݏ̅ ݅ ∈ 			,ܫ )٢٤(                        
∑ 	௡
௝ୀଵ ௜௝ݔሚ௝ߣ = ௜௢ூߙ௜∗൫ߠ +   ௜௢൯ݏ̃

≤ ௜௢ூߙ)∗௜ߠ + ,(௜௢ݏ̅ ݅ ∈ ,ܫ )٢٥(                        ∑ 	௡
௝ୀଵ ௥௝ݕሚ௝ߣ = ߮௥∗൫ߚ௥௢ +  ሚ௥௢൯ߦ

> ߮௥∗൫ߚ௥௢ + ,௥̅௢൯ߦ ݎ ∈ ܱ, )٢٦(                       
∑ 	௡
௝ୀଵ ௥௝ݕሚ௝ߣ = ߮௥∗൫ߚ௥௢ +   ሚ௥௢൯ߦ

≥ ߮௥∗൫ߚ௥௢ + ,௥̅௢൯ߦ ݎ ∈ ܱ, )٢٧(                      
ሚ௝ߣ ≥ 0, ݆ ∈ J. )٢٨   (                                      

  
0) مقادير ٢٦) تا (٢٤با توجه به نامعادلات ( < ௜ߞ < 1 

௥ߢو  > ݅ ربراي ه 1 ∈ ݎو  ܫ ∈ وجود دارند  ܱ
  که به ترتيب:بطوري

∑ 	௡
௝ୀଵ ௜௝ݔሚ௝ߣ ≤ ௜௢ூߙ൫(∗௜ߠ௜ߞ) + ,௜௢൯ݏ̅ ݅ ∈ ܫ )٢٩( 

   
  و 

∑ 	௡
௝ୀଵ ௥௝ݕሚ௝ߣ ≥ ௥௢ߚ൫(∗௥߮௥ߢ) +   ,௥̅௢൯ߦ

ݎ ∈ ܱ.		   )٣٠     (                                          
         

  تعريف کنيد: ݎو  ݅براي همه مقادير 

௜ߠ̅ = ቐ
∗௜ߠ௜ߞ ݅ ∈ ,ܫ

∗௜ߠ ݅ ∈ ,ܫ
				 

  و

ത߮௥ = ቐ
∗௥߮௥ߢ ݎ			 ∈ ܱ,

߮௥∗ 			݅ ∈ ܱ.
 

  
) واضح ۲۸-٣٠) و (٢٧)، (٢٥هاي (با توجه به نامساوي

ߣ)است که  = ,ሚߣ) ௡ାଵߣ = 0), ,ߠ̅ ത߮)  يک جواب
گرفتن  نظر در (با باشد) مي٢شدني براي مساله (
∗௢ߙ = ௢ூߙ + ௢ߚو  ௢ݏ̅ = ௢ߚ + )). ٢در مساله ( ௢̅ߦ

) در اين جواب شدني برابر LP )۲مقدار تابع هدف مساله 
  است با:

( భ೘(∑ 	೘
೔∈಺ఏ೔

∗఍೔ା∑ 	೘
೔∈಺ఏ೔

∗)

(భೞ(∑ 	೘
ೝ∈ೀఝೝ

∗఑ೝା∑ 	೘
ೝ∈ೀఝೝ

∗)
.  

  بنابراين:

∗௢ାߩ ≤
భ
೘൫∑ 	೘

೔∈಺ఏ೔
∗఍೔ା∑ 	೘

೔∈಺ఏ೔
∗൯

భ
ೞ൫∑ 	೘

ೝ∈ೀఝೝ
∗఑ೝା∑ 	೘

ೝ∈ೀఝೝ
∗൯
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<
భ
೘∑ 	೘

೔సభఏ೔
∗

భ
ೞ∑ 	ೞ

ೝసభఝೝ∗
=       .∗௢ߩ

  
  بات کامل که اين با فرض متناقص است و لذا اث

  شود.مي
  

 ها تحت فرض بازدهدر اين مقاله مدل :۲-۳ملاحظه 
اند. لازم به تذکر است که به مقياس ثابت بکارگرفته شده

نتايج بدست آمده تحت فرض بازده به مقياس متغير، 
  باشد.افزايشي و کاهشي نيز برقرار مي

  
ها در مقاله موجود مساله تخمين ورودي :۳- ۳ملاحظه 
ظ کارايي مورد مطالعه قرار گرفت. در يک روش تحت حف

ها را نيز تحت حفظ توان مساله تخمين خروجيمشابه مي
هاي معکوس تحت کارايي بر پايه تحليل پوششي داده

  مطالعه قرار داد و نتايج مشابهي بدست آورد. 
  
  گيرينتيجه - ۴

 DEAاين مقاله به مساله تخمين ورودي در حوزه 
. در روش پيشنهادي، ابتدا بردار معکوس پرداخته است

آل ورودي محاسبه گرديده است. اگر اين بردارها ايده
نباشد، آنگاه کمترين ميزان انحراف لازم از  PPSدرون 

  محاسبه  PPSآل براي رسيدن به بردار ورودي ايده
ها اگر کمبود علاوه، در تخمين وروديهگردد. بمي

وجود داشته  هاي خروجيخروجي در هر يک از مولفه
تواند شناسايي شود. ذکر اين نکته باشد، سطح کمبود مي

هاي مهم ضروري است که اين مساله بر پايه مدل
اما مطالعه  ،[12,16,24] شعاعي مطالعه شده است

انجام شده است.  ERMحاضر بر پايه مدل غير شعاعي 
اين موضوع از نقطه نظر مديريتي قابل اهميت است. زيرا 

يرشعاعي توانايي شناسايي همه عوامل هاي غمدل
ناکارايي واحد را دارد. از طرف ديگر روش ارايه شده در 

هاي پيشنهادي ديگر فقط از مسايل مقاله برخلاف روش
LP کند. که اين از منظر بهينه تک هدفي استفاده مي

  سازي حائز اهميت است.
در اين پژوهش اگرچه شرايط لازم براي هر واحد 

ERM-ا ناکارا پيشنهاد شده است، ولي شرايط کارا ي

کارا ثابت شده است.  ERMکافي فقط براي واحدهاي 
 ERMبنابراين بدست آوردن شرايط کافي براي واحد 

کارا و توسعه روش پيشنهادي تحت وابستگي موقت 
عنوان يک موضوع پژوهشي هتواند بها ميدروني داده

    مناسب براي کارهاي آتي باشد.
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 ۱۳۳                                                                                                                آلههاي ايدتخصيص بهينه منابع با بکارگيري جواب
 

   

  پيوست (الف)
  

اساس ، بر௜ݓ) براي مشخص کردن ضرايب ٥در مدل (
  ، روش زير پيشنهاد شده است.]۳۳[نتيجه موجود در 

، ݅براي هر  ) واضح است که۳(با حل مساله 
௜௢ଵߙ} , ௜௢ଶߙ , … , مجموعه جواب براي تخمين يک  {௜௢௠ߙ

  تعريف  ݅باشد. براي هر مي (௜௢ߙ)مين ورودي -݅
  کنيم:مي

௜ߤ =
ଵ
௠
∑ 	௠
௞ୀଵ ௜௢௞ߙ   

  و
௜ߪ =

ଵ
௠ିଵ

∑ 	௠
௞ୀଵ ௜௢௞ߙ) −   .௞)ଶߤ

 
-݅تر شود به صفر نزديک ௜ߪضح است که هر چقدر وا

هاي بهينه نسبت به تغيرات جواب (௜௢ߙ)مين ورودي 
  ) پايدارتراست.٣( هايمساله

ܯܦ}گيرنده واحد تصميم m+1مجموعه  ௜ܷ: ݅ =
1,… ,݉ + ܯܦ بطوريکه {1 ௜ܷ  براي هر
݅ = 1,… هاي با مصرف ورودي ݉,

௜௢ଵߙ) , ௜௢ଶߙ , … , کند و را توليد مي ௜ߪ/1خروجي  (௜௢௠ߙ
، ورودي ௠ାଵߪ/1خروجي  براي توليد ௠ାଵܷܯܦ

ଵ௢ଵߙ)چندگانه  , ଶ௢ଶߙ , … , ௠௢ߙ
௠ کند را مصرف مي (

 بطوريکه که
௠ାଵߤ =

ଵ
௠
∑ 	௠
௞ୀଵ ௞௢௞ߙ   

 و
௠ାଵߪ =

ଵ
௠ିଵ

∑ 	௠
௞ୀଵ ௞௢௞ߙ) −   .௠ାଵ)ଶߤ

  
ناميم. مدل آل ميواحد ايدهرا  (௠ାଵܷܯܦ) اين واحد

پوششي ورودي محور زير را براي تخمين کارايي نسبي 
݇)واحد تحت ارزيابي  ∈ {1,2, … ,m + 1}) 

 در نظر گرفته شده است: ௞ܷܯܦ
߮௞∗ = max 		߮	                                   )۳۱(  
.ݏ .ݐ ∑ 	௠

௝ୀଵ ௝௢௜ߙ௝ߤ + ௜௢௜ߙ௠ାଵߤ ≤ ௞௢௜ߙ ,			݅ ∈   ,ܫ
∑ 	௠
௝ୀଵ ௝ߤ

ଵ
ఙೕ
+ ௠ାଵߤ

ଵ
ఙ೘శభ

≥ ߮ ଵ
ఙೖ
,  

∑ 	௠ାଵ
௝ୀଵ ௝ߤ = 1,  

௝ߤ ≥ 0,							݆ = 1,2, … ,݉ + 1. 

,ߤ)مدل بالا  در ߮) ∈ ℝ௠ × ℝ ها بردار متغير  
௠ାଵ߮باشد. واضح است که مي

∗ = ، زيرا 1
واحد تصميم گيرنده ايده آل است. واضح  ௠ାଵܷܯܦ

بزرگتر  ∗௜߮بزرگتر باشد آنگاه  ௜ߪاست که هر چقدر 
نسبت به  ௜௢ߙامين ورودي -݅است. به بيان ديگر، 

پايدار نيست. بنابراين  )٣هاي (مسالههاي بهينه جواب
) بايد ௜௢ݏمين متغير کمکي (-݅متناسب با  ௜ݓضرايب 

بزرگتر در نظر گرفته شود تا امکان بهبودي بيشتري 
  داشته باشد. 

݅بنابراين براي هر  = 1,2,… ௜ݓ، ,݉, = 1 − 1/߮௜∗ 
௜ݓکنيم و در نهايت تعريف مي = ∑/௜ݓ 	௠

௝ୀଵ در  ௜ݓ
 شود.نظر گرفته مي
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  (ب) پيوست
 ERMها و اندازه کارايي ): داده۳,۲جدول (

∗ଶ߮ ∗ߩ  ߮ଵ∗ ߠଶ∗ ߠଵ∗ ݕଶ ݕଵ ݔଶ ݔଵ ܷܯܦ௢ 
0.33  2.00  4.00  1.00  1.00  4.00  4.00  2.00  4.00  A 
1.00  1.00  1.00  1.00  4.00  8.00  1.00  2.00  2.00  B 

1.00  1.00  1.00  1.00  1.00  5.00  5.00  2.00  1.00  C 
 

 چهارده گروه آموزشي ERMو اندازه کارايي ها ها، خروجي): ورودي۳,۳جدول (

 )ERM( نمره کارايي راسل پيشرفته 1x 2x 1y 2y گيرندهواحدهاي تصميم

DMU1 0.385854 0.782695 0.888406 0.874328 0.873784 

DMU2 0.53634 0.786386 0.9243461 0.626477 0.68535 

DMU3 0.972344 0.852564 0.938600 1.000000 0.681228 
DMU4 0.554214 0.712929 0.851075 0.90186٦ 1.000000 

DMU5 0.358756 0.912581 0.943996 0.818406 0.798765 

DMU6 0.417995 0.672647 0.728195 0.908288 1.000000 
DMU7 0.511568 0.784326 0.929942 0.909843 0.90261 
DMU8 0.388259 0.837351 1.000000 0.650031 1.000000 
DMU9 0.558262 0.829015 0.927647 0.796134 0.695143 

DMU10 0.272026 0.81424 0.932019 0.883048 1.000000 

DMU11 0.198246 0.883972 0.872389 0.799124 1.000000 

DMU12 0.546817 0.748349 0.942235 0.901866 1.000000 

DMU13 0.558458 0.952591 0.983781 0.901866 0.696523 

DMU14 1.000000 1.000000 0.917428 0.901866 0.544484 

 
 


