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  چکيده
شود، توسط رزنبلات و يف ميتعر 퐺 ياز اعضا يمتناه يهاو رشته يمتناه يافرازها يهيها که بر پاگروه يکربنديمفهوم پ

موسوم به دستگاه  ياز معادلات خط يمتناه يک گروه دستگاهي يهايکربنديان شده است. به هر مجموعه از پيس بيليو
ر است اگر و تنها اگر هر دستگاه يپذنيانگيم 	퐺يس نشان دادند که گروه گسستهيليشود. رزنبلات و وير مينظ يکربنديپ

  ن ينرمال چن يهاوجود جواب ياسهيمقا ين مقاله به بررسيد. در اجواب نرمال داشته باش 퐺 يهايکربنديممکن از پ
ه يف افراز اوليکه از تظر يجواب نداشته باشد، دستگاه يکربنديک دستگاه پيم که اگر يدهيم. نشان ميپردازيم ييهادستگاه

ان است بر اساس ير قابل بيناپذنيانگيم يهاگروه يز که برايمتناقض ن يهيجواب نخواهد بود. تجز يز دارايد، نيآيبه دست م
 نيانگيک گروه مي ياست. عدد تارسک يکربنديبا پ يکيارتباط نزد ين مفهوم دارايشود. ايف مي، تعر	퐺 يافرازها و اعضا

ن اعداد ين ارتباط بيحاضر همچن يمتناقض آن گروه است. در مقاله يهاهيتجز يهان تعداد ممکن از پارهيترر کوچکيناپذ
  م.يآوريکسان را به دست مي يهايکربنديدو گروه با پ يهارگروهيز يتارسک
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  مقدمه - ۱
 퐺ف، يبنا بر تعر گروه گسسته باشد. کي 퐺 ديفرض کن

-퐺احتمال  يک اندازهير است اگر مجهز به يپذنيانگيم
 ياگر تابع مجموعهيا باشد؛ به عبارت ديپا

μ: P(G) → [0,∞) 
  

휇(퐺)چنان وجود داشته باشد که  = هر دو  يو برا 1
 م يباشداشته 퐺از  퐵و  퐴 يمجزا يرمجموعهيز

휇(퐴 ∪ 퐵) = 휇(퐴) + 휇(퐵) 
  

푔هر  يو علاوه بر آن برا ∈ 퐺 هر  و퐴 ⊆ 퐺 ،
휇(푔퐴) = 휇(퐴)يهين مفهوم با مفهوم تجزي. ا 

  م در تقابل است.يآورير ميمتناقض که در ز
  

퐴}افراز  .۱,۱ف يتعر , 퐴 ,… , 퐴 , 퐵 , 퐵 ,… ,퐵 } 
به همراه عناصر  퐺از گروه 

푔 , 푔 ,… , 푔 , ℎ , ℎ ,… , ℎ ک ين گروه را ياز ا
ر برقرار يز يم اگر رابطهييگو 	퐺 يمتناقض برا يهيتجز
  باشد

퐺 = ∐ 푔 퐴 = ∐ ℎ 퐵 ,  
  

 ياجتماع مجزا يدهندهنجا نشانيدر ا ∐نماد 
م اگر ييرا متناقض گو 퐺است.  퐺 يهارمجموعهيز

مطالعه  يباشد. برامتناقض داشته يهيک تجزيکم دست
] مراجعه ۲] و [۱متناقض به [ يهاگروه ينهيشتر در زميب

 معروف است، ير که به تناوب تارسکيز يهيد. قضيکن
ان يرا ب 퐺و متناقض بودن  يريپذنيانگيم يناسازگار

  کند.يم
  

ط ياز شرا يکيک و تنها ي 퐺گروه  يبرا. ۲,۱ه يقض
  ر برقرار استيز
۱- 퐺 ر است،يپذنيانگيم 
۲- 퐺 .متناقض است 

  د. ي] را ببن۳از [ ۷ه ين مطلب قضياز ا ياثبات يبرا
+푚عدد  ۱,۱ف يدر تعر 푛 يهيتجز يرا عدد تارسک 

 ين عدد تارسکيم. کوچکترييگويمتناقض مربوطه م
 يرا عدد تارسک 퐺متناقض گروه  يهاهيتجز يممکن برا

 퐺که  يم. در حالتيدهينشان م 휏(G)ده با ين گروه ناميا
휏(G)م يسينوير باشد، ميپذنيانگيم =  ي. به آسان∞
휏(G)شود که همواره يده ميد ≥  	퐺گروه  ي. از طرف4

از  يک کپياست اگر و تنها اگر  ۴ يعدد تارسک يدارا
مولد را در بر  ۲آزاد با  يرآبليگروه غ يعني 픽گروه 
 ييهاها تنها گروهنيا ۲۰۱۵]. تا سال ۱۲باشد [ داشته 

تا  شان به دقت مشخص شده بود؛يبودند که عدد تارسک
با  ييهان بار گروهياول يسندگان براي] نو۴ن که در [يا

  کردند.  يمعرف ۶و  ۵ ياعداد تارسک
ℰک گروه گسسته، ي 퐺اگر  = {퐸 ,퐸 ,… , 퐸 } 

풢و  يک افراز متناهي = (푔 , 푔 ,… , 푔  يارشته (
푛)باشد،  퐺از عناصر  +   ييتا–(1

퐶 = (푐 , 푐 , … , 푐 …,푚	از اعداد  ( ک ي	2,1,
,풢)متناظر با زوج  يکربنديپ ℰ)  است هرگاه عضو

푥 ∈ G هر عدد  يچنان وجود داشته باشد که برا
푗 ∈ {1,… , 푛} م يداشته باش푔 푥 ∈ 퐸.  

퐶د که يفرض کن = (푐 , 푐 , … , 푐  يکربنديک پي (
 يايف و قضايدر تعار ير نقش مهميز يهاباشد. مجموعه

  بر عهده دارند يبعد
푥 (퐶) = 퐸 ∩ (⋂ 푔 퐸 )  

푥 (퐶) = jg 푥 (퐶).  

  
,풢)متناظر با  يهايکربنديتمام پ يمجموعه ℰ)  را با

퐶표푛(풢, ℰ) م و در ادامه، منظورمان از يدهينشان م
퐶표푛(퐺) يهمه يخانواده 퐶표푛(풢, ℰ)باشد. يها م

푗هر  يبراشود که يم دهيد ∈ {0,1, . . , 푛} يخانواده  
{푥 (퐶), 퐶 ∈ 퐶표푛(풢, ℰ)}  

  
  ]. ۵[ دهديل ميتشک 퐺 يبرا يافراز

,풢)متناظر با زوج  ℰ) از معادلات  يمتناه يدستگاه
  شوديف مير تعريبه صورت ز يخط

∑ 푧∈ (풢,ℰ)
( )⊆

= ∑ 푧∈ (풢,ℰ)
( )⊆

,	  

  
1)که در آن  ≤ 푗 ≤ 푛, 1 ≤ 푖 ≤ 푚)هر . 푧 

퐶 يکربنديک پير به ينظ يريمتغ ∈ 퐶표푛(풢, ℰ) 
,퐸푞(풢ن دستگاه را که با ياست. ا ℰ)  نشان داده  
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,풢)متناظر با  يکربنديشود، دستگاه پيم ℰ) م. ييگويم
푧)ک جواب ي ن دستگاه، نرمال نام دارد اگر ياز ا (

퐶، 푧 هر يبرا ≥ 푧∑و علاوه بر آن  0 = 1 .
,퐸푞(풢واضح است که  ℰ)  جواب نرمال دارد اگر و تنها

داشته باشد که همزمان صفر  ينامنف از اعداد ياگر جواب
  ستند.ين

س يلين بار رزنبلات و ويها را اولگروه يکربنديف پيتعر
ج آن ين نتايتر]. از مهم۵ارائه کردند [ ۲۰۰۱در سال 
  ر است.يز يهيمقاله قض

  
تنها اگر ر است اگر و يپذنيانگيم 퐺گروه  .۳,۱ه يقض
جواب نرمال داشته  퐺 يکربنديپ يهادستگاه يهمه

  باشند. 
ن پرسش مطرح است که ارتباط يبالا ا يهيبا توجه به قض

ر و يناپذنيانگيک گروه ميمتناقض  يهين تجزيب
ن پرسش يا شود.يآن چگونه مشخص م يهايکربنديپ

] با ۷است. در [شده  يل بررسيبه تفص]۸-۶[در مراجع 
کران  يمحاسبه يبرا يساختار يشرط اضافه، روشک ي

  ک گروه آمده است. ي يعدد تارسک يبالا
که در آن مقاله به کارگرفته شده است، به شدت  يروش

جواب نرمال  يدارد که دارا يبستگ يبه انتخاب دستگاه
ن وجود يحاضر ارتباط ب يست. در بخش اول مقالهين

را با توجه به ک گروه ي يکربنديپ يهاجواب دستگاه
آن گروه  يمختلف از اعضا يهامختلف و رشته يافرازها

  م.يکنيم يبررس
م يم و فرض کنيريرا مولد بگ 풢، يکربنديف پياگر در تعر
م يباش باشند که داشته يابه گونه 퐺و  퐺دو گروه 

퐶표푛(퐺 ) = 퐶표푛(퐺 کر يپن دو گروه را همي، ا(
شود که يباعث م کر بودن دو گروهيپم. همييگويم

 يگريک به ديهر  يه گروهينظر يهايژگياز و ياريبس
شنهاد يرا پ ]۱۱-۹[ يمنتقل شود. به عنوان مثال مطالعه

  م. يکنيم
کر به ناچار اعداد يپ] ثابت شده است که دو گروه هم۸در [

تازه  ياجهين مقاله نتيبرابر دارند. در بخش دوم ا يتارسک
کر به يپهم يهاگروه يهارگروهيز ياعداد تارسک يبرا

  م.يآوريدست م
  دوطرفه در  يکربنديموسوم به پ يکربندياز پ يگرينوع د

  

را  يکربنديف کار با پين تعرياست. ا شده يمعرف ]۱۲[
 يکه دارا ييها کند. در واقع در گروه يتر م ار سادهيبس

 يکسان هستند، ضرب عناصريدوطرفه  يها يکربنديپ
ر عناصر آن ياز چپ و راست در ساک گروه يخاص از 

ن يگر مشابه است و بدير آن در گروه ديبا عناصر نظ  گروه
ها از  از جنبه ياريرا از بس يکسانيب دو گروه رفتار يترت

ن رابطه يدر ا يگريرا مقالات ديدهند. اخ يخود نشان م
اشاره  ]۱۳[ توان از آن جمله به ينوشته شده است که م

نه ير در زمياخ يها ز در سالين يگريکرد. مطالعات د
ها به  ن آنياست که از ب ها صورت گرفته گروه  يکربنديپ
 م. يکن ي] اشاره م۱۵-۱۴[

 
  يکربنديپ يها. دستگاه۲

,1,2}گشت از اعداد يک جاي 휋د يفرض کن … , 푡}  باشد
از  يس همانيبر ماتر 휋 ريس حاصل از تاثيرا ماتر 푃و 

هر  ياست که برا يابه گونه 푃د؛ در واقع يريبگ 푡بعد 
푀  ،푃س يماتر M  عمالاز ا휋 يبر سطرها 푀  به دست

푇ن يد. همچنيآيم = (푡푖푗) از بعد  يمربع يسيرا ماترt 
  د که يريبگ

푡 =
1, 푖 ≥ 푗اگر	
0, 푖 < 푗	اگر

	 	

  

Aم يريگ =
퐴
⋮
퐴

퐵و =
퐵
⋮
퐵

 يهاهيس با درايدوماتر 

∑که بردار  يباشند به طور ۱و  ۰ (퐵 − 퐴 فقط  (
ن صورت دستگاه يمثبت است. در ا يهاهيشامل درا

(퐴 − 퐵)푋 =  يگشتيم اگر جاييگويرا بهنجار م 0
  ک از يکه هر  ياوجود داشته باشد به گونه 휋مانند 

푇푃	س يماتر يهاهيدرا (B − A) − P( 	 … ) A 
  نباشد.  	1−کمتر از

  ده به نظر يچيپ ي] آمده و شرط۷شرط بالا که در [
ط و يواجد شرا يها شتر دستگاهيب يرسد، در عمل برايم

 ييها ناصفربرقرار است. گرچه مثال يفاقد جواب نامنف
ن پرسش يکند، ايرد م يوجود دارد که آن را در حالت کل

,퐸푞(풢مطرح است که اگر دستگاه ℰ) ياز گروه گسسته 
퐺 ن دستگاه بهنجاريا ايجواب نرمال نداشته باشد، آ 

نشده است اما در   ن پرسش تا کنون پاسخ دادهياست؟ به ا
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 يهادستگاه ين شرط برايم که اين فرضين بخش بر ايا
  فاقد جواب نرمال برقرار است. يکربنديپ

] را هم ۳] است ([۴,۱، لم ۴متفاوت از [ يانير بيز يهيقض
  د).ينيبب
  

퐺 اگر .۱,۲ه يقض = ∐ 푔 퐴 = ∐ ℎ 퐵 
باشد، آنگاه گروه  	퐺متناقض از گروه يهيتجزک ي معرف

푔}د شده توسط يتول , 푔 , … , 푔 , ℎ , ℎ , … , ℎ }  
  ر است. يناپذنيانگيم

풢د يفرض کن = (푔 , 푔 ,… , 푔  از عناصر يارشته (
퐺 د شده توسط ير گروه توليباشد. در ز풢  را با< 풢 > 

  م.يدهينشان م
  

,퐸푞(풢اگر دستگاه . ۲,۲ه يقض ℰ) جواب نرمال  يدارا
متناقض است که  يهيک تجزي يدارا 	퐺گاه نباشد، آن

>ب آن از گروه يضرا 풢   ند.يآيم <
  د.يني] را بب۳,۱ه ي، قض۷[ يهياثبات قض اثبات:

بالا به  يهيدرنگ از دو قض ير بيز يجهيب نتين ترتيبه ا
  د.يآيدست م

,퐸푞(풢 اگر. ۳,۲جه ينت ℰ) باشد، جواب نرمال نداشته 
> گروه 풢  ر است. يناپذنيانگيم يگروه <

به دست آوردن  يکند که برايان ميژه بيجه به وين نتيا
] آمده ۷که در [ يک گروه با روشيمتناقض  يهيتجز

,퐸푞(풢	مثل  ييهالازم است به دنبال دستگاه ℰ) م يباش
>که  풢   ست.ير نيپذنيانگيم <

  
ℰ	د يفرض کن. ۴,۲ف يتعر = {퐸 ,퐸 ,… , 퐸 } 
 مانند 퐺از گروه  يديافراز جد باشد. 퐺از گروه  يافراز

ℰ = {퐸 , 퐸 ,… , 퐸  ℰ يف برايک تظريرا  {
1	 يعيهر عدد طب يم اگر براييگويم ≤ 푝 ≤ 푡	  عدد

1 ≤ 푞 ≤ 푚  چنان وجود داشته باشد که퐸′ ⊆ 퐸.  
ن دو يم که اياز به دو نماد داريبعد ن ياياثبات قضا يبرا

  م.يکن يان مير بيب زيبه ترتف ينماد را در قالب دو تعر
  

 ℰافراز  يف برايک تظري ′ℰد يفرض کن. ۵,۲ف يتعر
  باشد 퐺از گروه 

퐶 = (푐 , 푐 , … , 푐 ) ∈ 퐶표푛(풢, ℰ )  

  و 
퐷 = (푑 , 푑 ,… , 푑 ) ∈ 퐶표푛(풢, ℰ)  

  
 푗هر  يباشند که برا يابه گونه يکربنديدو پ

،퐸′ ⊆ 퐸. م يسينوين صورت ميدر اC D � 	.  
  

ک گروه باشد، ي 	퐺د يفرض کن. ۶,۲ف يتعر
1,..., sg g G نيو همچن 푛 ≤ 푠  

풢 = (푔 , 푔 ,… , 푔 )   
  و

풢′ = (푔 , 푔 ,… , 푔 ).  
  

  م. ييگو يم ′풢از  يديرا تحد 풢ن صورت يدر ا
퐶 يکربنديم پيريگ = (c , c ,… , c ) ∈ 퐶표푛(풢, ℰ) 
D يکربنديپ و = (d ,d ,… , d ,… , d ) ∈ 퐶표푛(풢′, ℰ) 

0،هر  يچنان باشند که برا ≤ 푗 ≤ 푛 c = 푑ن ي. در ا
퐶 ميسينويصورت م ≼ 퐷 .  

,퐸푞(풢ن وجود جواب دستگاه ير ارتباط بيدر ز ℰ)  را با
به  풢د يا تحدي ℰف يم که از تظريکنيدا ميپ ييهادستگاه

 يها را در رابطه با دستگاه يند. ابتدا حکميآيدست م
  م.يآور يم يکربنديک زوج پيف افراز يحاصل از تظر

  
ن يباشد همچن ℰاز افراز  يفيتظر ′ℰاگر. ۷,۲ هيقض

풢 = (푔 , 푔 ,… , 푔 بوده و  퐺 ياز اعضا يارشته (
퐸푞(풢, ℰ′) گاه جواب نرمال باشد، آن يدارا퐸푞(풢, ℰ) 

  جواب نرمال خواهد بود. يز داراين
  ديفرض کن اثبات:

퐶 = (푐 , 푐 , … , 푐 ) ∈ 퐶표푛(풢, ℰ )		  
  و

퐷 = (푑 , 푑 ,… , 푑 ) ∈ 퐶표푛(풢, ℰ)			  
  

Cباشند که  يابه گونه يکربنديدو پ D � . بنابر 	
  هر يم که براينيبيم يکربنديف پيتعر

퐶 ∈ 퐶표푛(풢, ℰ 퐷 يکربندي، پ( ∈ 퐶표푛(풢, ℰ)  به
xوجود دارد که  ياگونه (C) ⊆ x (D) ؛ لذا  

퐶표푛(풢, ℰ′) = ∐ {퐶 ∈∈ (풢,ℰ)
퐶표푛(풢, ℰ ),			C D 	}.  



 ۴۹                                                                                                                        هاي معادلات پيکربنديعدد تارسکي و دستگاه
   

   

푧)د يحال فرض کن دستگاه  ينرمال برا يجواب (
퐸푞(풢, ℰ′) يکربنديپ يباشد و برا 퐷 ∈ 퐶표푛(풢, ℰ) 

푧د يقرار ده = ∑ 푧	C Dد يم دي. خواه푧 ≥   و  0
∑ 푧	 ∈ (풢,ℰ) =
∑ ∑ 푧 	=	C D	 ∈ (풢,ℰ)   
∑ 푧	 ∈ (풢,ℰ ) = 1.  
 

 يکربنديف دستگاه پيبه علاوه با توجه به تعر
∑ 푧
	 ∈ (풢,ℰ)

( )⊆
=

∑ ∑ 푧	C D	 ∈ (풢,ℰ)
( )⊆

  

= ∑ ∑ 푧 =
	
∈ (풢,ℰ )
( )⊆

	 ⊆
	 ∈ℰ

  

∑ ∑ 푧 	
	
∈ (풢,ℰ )
( )⊆	

	 ⊆
	 ∈ℰ

  

= ∑ ∑ 푧 =	C D	
∈ (풢,ℰ)
( )⊆

  

∑ 푧
	
∈ (풢,ℰ)
( )⊆

.  

  
푧)ن يبنابرا ,퐸푞(풢 يک جواب نرمال براي ( ℰ) .است  

 يبا افرازها يهاوجود جواب دستگاه يسهيدر ادامه به مقا
د يم. فرض کنيپردازيمتفاوت م يهاکسان و رشتهي

푛 ≤ 푠،  
풢 = (푔 , 푔 ,… , 푔 )  

  و
풢′ = (푔 , 푔 ,… , 푔 ) . 

  
، چه 퐺از  ℰک افراز دلخواه ي يم که برايم بدانيخواهيم

,퐸푞(풢دو دستگاه  يهان جوابيب يارتباط ℰ)  و
퐸푞(풢′, ℰ)  .وجود دارد  

,′퐸푞(풢	 باشد و ′풢از  يديتحد 	풢اگر  ℰ)يجواب نرمال 
>، ۳,۲جه ينداشته باشد، بنابر نت 풢′ ر يناپذنيانگيم <

> حال اگر است. 풢 م، يرير بگيپذنيانگيرا م <
퐸푞(풢, ℰ)  ه ين جواب نرمال خواهد داشت. قضيقيبه

  کند. يان مين مطلب را بياز عکس ا ير صورتيز
 

,푛، د يفرض کن. ۸,۲ه يقض 푠 ∈ ℕ 	푛 ≤ 푠 ،
풢 = (푔 , 푔 ,… , 푔 ) ،풢′ = (푔 , 푔 ,… , 푔 ) 

ℰ	و  = {퐸 ,퐸 ,… , 퐸  퐺ک افراز دلخواه از ي {
,′퐸푞(풢 ن صورت اگريباشد. در ا ℰ)  جواب نرمال داشته
,퐸푞(풢گاه باشد، آن ℰ) ز جواب نرمال خواهد داشت.ين  
باشند که   يابه گونه Dو  퐶د يفرض کن اثبات:
퐶 ≼ 퐷1هر  يم که برايداني. م ≤ 푖 ≤ 푚  و هر

،0 ≤ 푗 ≤ 푛   
E = ∐ x (D)∈ (풢 ,ℰ)

( )⊆
=

∐ x (C)∈ (풢,ℰ)
( )⊆

.  

  
z)حال اگر  ,′퐸푞(풢 ينرمال برا يجواب ( ℰ)  فرض

푧م يشود و قرار ده = ∑ z≼گاه ، آن(푧 ک ي (
,퐸푞(풢 يجواب نرمال برا ℰ) را يخواهد بود؛ ز  

∑ 푧
	 ∈

(풢,ℰ)
( )⊆

=

∑ ∑ 푧	 ≼	 ∈
(풢,ℰ)

( )⊆
  

= ∑ 푧
	 ∈ (풢 ,ℰ)

( )⊆
=

∑ 푧
	
∈ (풢 ,ℰ)
( )⊆

  

= ∑ ∑ 푧 =	 ≼	
∈ (풢,ℰ)
( )⊆

  

∑ 푧
	
∈ (풢,ℰ)
( )⊆

.  

  
  ن جواب ساده است. ياثبات نرمال بودن ا

  
م ييگو يک گروه باشد. مي 	퐺د يفرض کن .۹,۲ فيتعر

,′풢)زوج  ℰ′) ف از زوج يک تظري(풢, ℰ)	  است اگر
  مير را داشته باشياز دو حالت ز يکي
۱. 풢 از  يديتحد풢′ باشد و	 ℰ = 	ℰ′. 
۲. ℰ′ يف برايک تظري ℰ  باشد و풢′ = 풢 . 

را به طور  ۸,۲و  ۷,۲ه يف بالا دو قضيبا استفاده از تعر
  ر نوشت. يتوان به شکل زيخلاصه م
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,′풢) اگر. ۱۰,۲ قضيه ℰ′) از  يفيتظر(풢, ℰ)	  بوده و
,′퐸푞(풢دستگاه معادلات  ℰ′) جواب نرمال باشد،  يدارا

,퐸푞(풢آنگاه  ℰ) ز جواب نرمال خواهد داشت.ين  
  
  يتارسک کر و عدديپهم يهاگروه. ۳

داشته باشد  يمتناقض يهيتجز 퐺، اگر ۱,۲ه يقض براساس
گاه ل دهند، آنيرا تشک 풢 يب آن مجموعهيکه ضرا

퐻گروه  =< 풢 به  ير است. با نگاهيناپذنيانگيم <
휏(퐻)م که ينيبيه مياثبات آن قض ≤ 휏(퐺) از طرف .

 퐺از  يرگروهيز 퐻] چون ۵,۸,۱۳ه ي، قض۱۶گر بنابر [يد
휏(퐺)م يدار، است ≤ 휏(퐻)ر به دست يجه زي. پس نت

  .يدآيم
  

که  	퐺ر يناپذنيانگيهر گروه م يبرا. ۱,۳گزاره 
휏(퐺) = 푡رگروه ي، ز푡-يمولده 	퐻  چنان وجود دارد

휏(퐻)که  = 푡 .  
کر اعداد يپهم يها] نشان داده شده است که گروه۸در [

   ريز يدر مورد عدد تارسک يبرابر دارند؛ ول يتارسک
جا نيثابت نشده است. در ا يها مطلبآن يهاگروه
دو گروه  يهارگروهياز ز يبرخ ين عدد تارسکيب يارتباط

ر را که يز ي هيم. ابتدا قضيآوريکر را به دست ميپهم
  م.يآور يدارد م ۳,۳ه يدر اثبات قض يدينقش کل

  
ک گروه و ي G دي] فرض کنAه ي، قض۴[. ۲,۳قضيه 

Hنرمال از  يرگروهيزG باشد. در  يس متناهيو از اند
  ن صورتيا

( ) 2 [ : ]( ( ) 2)H G H G      
  

 نيانگيدو گروه م 퐺و  퐺د يفرض کن. ۳,۳ هيقض
 퐺نرمال از  يرگروهيز H اگر کر باشند.يپرِهميناپذ

 يدارا 퐺گاه است، آن p يس متناهياند يباشد که دارا
  و  ≅است که  Hنرمال چون  يرگروهيز

≤ ( )
( )

≤ 푝.  

  
  ، لم ۹حکم [ ≅ يژگيبا و 퐻وجود اثبات: 

  

 يبرا] Aه ي، قض۴بنابر [ ين گروهيچن ي] است. برا۶,۳
푖 =   مي، دار1,2

휏(퐻 ) − 2 ≤ 푝 휏(퐺 ) − 2 .  
  

휏(퐺] ۸اما بنابر [ ) = 휏(퐺 ، ۱۶. پس با استفاده از [(
  مي] دار۵,۸,۱۳ه يقض

휏(퐻 ) − 2 ≤ 푝 휏(퐺 ) − 2 ≤
푝 휏(퐻 ) − 2   

  
  مشابه  ياوهيبه ش

휏(퐻 ) − 2 ≤ 푝 휏(퐻 ) − 2   
  

  جه يدر نت

≤ ( )
( )

≤ 푝.  
 

푝در حالت خاص اگر  =  ۵ يعدد تارسک يدارا 퐻و  2
  باشد،

4 ≤ 휏(퐻 ) ≤ 8.  
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