
دسترسی در سایت http://jnrm.srbiau.ac.ir  
 1400 شهریورو  مرداد، و یکم یس، شماره هفتمسال 

 X588-2588شماره شاپا: 
  
 
 
  

اشمیت با پیاده  - ي کوپرتعیین جواب بهینه معادله
  هاي ژاکوپی و ایرفویلپایه هاي بسطسازي روش

  
  

 3، علی رفیعی2اي، فاطمه گروه1*دیق بهزاديشادان ص
  

  ایران. واحد قزوین، قزوین، ،آمار، دانشگاه آزاد اسلامی گروه ریاضی و   )3و2و1(
  
  

  09/03/1400تاریخ پذیرش مقاله:    03/10/1398تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده

کنیم. این معادله کوپی و ایرفویل، حل میهاي ژایت را به روش هم محلی با پایهاشم –ي کوپر در این مقاله، معادله
PDE  یکی از معادلات مهم و پرکاربرد در فیزیک و شیمی است. این معادله غیرخطی درمهندسی مکانیک به

کند که از ذرات باردار مثبت و  هایی بحث می صورت پدیده موج ظاهر شده، و در فیزیک پلاسما درباره سیستم
نند آزادانه حرکت کنند. مقایسه سطح تولیدات گرم الکترون و سطح آن باعث انتشار توا اند و می منفی تشکیل شده

]. 1شوند [هاي گرما در پلاسما، به صورت کروي تابش میشود والکترونهاي منشاء میهارمونیک برخی از نشانه
پراکندگی غیر خطی  اشمیت نقش مهمی در پراکندگی غیر خطی موج ایفا می کند. امواج انفرادي در -معادله کوپر

غیر خطی بودن این  کنند. به دلیل تعادل پویا وشوند. این امواج یک فرم پایدار را حفظ میها پخش میرسانه
هاي عددي سازي روشدر این مقاله با پیاده ].3و2معادله راه حل تقریبی در بسیاري از مقالات ارائه شده است [

هاي هاي حل دستگاهتوان آنها را با روششود که میخطی حاصل میهاي غیر روي معادله مورد نظر، دستگاه
گیرد و ها مورد بررسی قرار میغیرخطی، مثل روش تکراري نیوتن حل کرد. وجود، یکتایی جواب و همگرایی روش

1nدر مثالی نشان خواهیم داد که با تکرار کم به معیار توقف  n

n

u u
u




 ي دقت ن نشان دهندهتوان رسید و ایمی

  ها است.جواب با این روش
  

  .اشمیت، پایه متعامد ژاکوپی، پایه متعامد ایرفویل- ي کوپرروش هم محلی، معادله کلمات کلیدي:

                                                
  Email: shadan_behzadi@yahoo.com                                                                            :     دار مکاتباتعهده .*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش تحقیقات دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و                                                                                                   
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  مقدمه -1
اشمیت در فیبرهاي نوري، در تشخیص -معادله کوپر

هاي گوناگون در پزشکی کاربرد ها و آزمایشبیماري
توان دزیمتري غدد  له میفراوان دارد، که ازآن جم

هاي داخلی بدن، جراحی  سرطانی، شناسایی نارسایی
گیري  لیزري، استفاده در دندانپزشکی و اندازه

مایعات و خون را نام برد. همچنین تارهاي نوري در 
بین یا آندوسکوپ استفاده  هایی به نام درون دستگاه

]. کاربردهاي دیگر فیبرنوري در علوم 4[ شود می
ا، نظامی، خودرو، سنسورها، سنجش زیست هوافض

محیطی، انتقال سیگنال، تصویربرداري، نور پردازي 
فیبرنوري نقش بزرگی در . باشدو بخش صنعت می

، که ارتباطات، ارتباط داده توسعه انواع صنایع دارد،
آوري داده، تصویر برداري و به کارگیري جمع
براي هاي بالا را  هاي ارتباطی خاص در ظرفیت روش

بیشتر  کند.صنایع اداري و تجاري فراهم می
اي که در آنها از فیبر کاربردهاي تجاري و صنعتی

نوري استفاده شده به منظور ساخت محصولاتی با 
ساخت و ساز و یا عملکرد خاص براي افزایش 

باشد. بحث اطمینان از عملکرد مناسب آنها می
سالیتون در ریاضیات و فیزیک، یک موج منزوي 

کننده (یک بسته موج یا پالس) است که  تقویت-خود
کند شکلش را حفظ  وقتی با سرعت ثابت حرکت می

سازي آثار  ها در نتیجه خنثی کند. سالیتون می
شوند که  غیرخطی و پاشندگی در محیط حاصل می

 به رابطه پراش بین فرکانس و سرعت امواج بر
ي هاي دستهها به عنوان جواب گردند. سالیتون می

اي از معادلات دیفرانسیل جزئی بطور  گسترده
هاي  شوند که سیستم غیرخطی پاشنده ناشی می

این ویژگی در  ].4[ کنند فیزیکی را توصیف می
شود، از هاي کاربردي استفاده میبسیاري از برنامه

جانب هیدرودینامیک به اپتیک غیر خطی، از 
بزرگ پلاسما و شوك امواج، از تورنادو تا نقطه قرمز 

مشتري از جریان ترافیک به اینترنت و از سونامی تا 
اخیرا، بخاطر اهمیت کلیدي در  ].5آشفتگی [

هاي کوانتومی و فناوري نانو به ویژه در نانو زمینه
]. 6ها استفاده شده است[هیدرودینامیک از سالیتون

بسیاري از ریاضیدانان مقالاتی را براي معادله کوپر 
 ] را ببینید.8-7نوان مثال [اشمیت نوشتند، به ع

اشمیت نقش مهمی در مطالعه امواج  - معادلات کوپر
؛ بونا 1976 کند (عبدلوتپراکنده غیرخطی ایفا می

هایی ) به دلیل توصیف پدیده1985و همکاران، 
هاي پلاسماي هاي کم عمق و موجمانند امواج آب

]. ظاهر 9[ صوتی یونی، ازلحاظ فیزیکی مهم است
شود، دي در طبیعت نسبتا زیاد تکرار میموج انفرا

به ویژه در مایعات، پلاسما، فیزیک حالت جامد، 
سینماتیک،  فیزیک ماده چگال، فیبرنوري، شیمیایی

مدارهاي الکتریکی، ژنتیک زیستی، رسانه الاستیک 
) در PDEsو غیره. معادلات دیفرانسیل جزئی (

هاي هاي علم کاربرد دارد و در سالبسیاري از زمینه
گیرد و حل دقیق اخیر بسیار مورد بررسی قرار می

معادلات دیفرانسیل جزئی غیرخطی اهمیت زیادي 
اشمیت در مقالات زیادي  -در علم دارد. معادله کوپر

مورد بررسی و حل قرار گرفته است. و راه حل هاي 
] اما تاکنون روي 10[ زیادي پیشنهاد شده است

صورت نگرفته  حالت کسري این معادله تحقیقاتی
هاي است. در بخش دوم این مقاله به معرفی روش

پردازیم و هاي ژاکوپی و ایرفویل میهم محلی با پایه
در بخش سوم وجود یکتایی جواب بررسی شده وبه 
اثبات همگرایی جواب خواهیم پرداخت. در بخش 
چهارم با بیان الگوریتم و آوردن یک مثال عددي به 

همگرایی پرداخته و در بررسی و مقایسه سرعت 
گیري، به بیان مزیت بخش پنجم با بیان نتیجه

  اي خواهیم داشت.ها اشارهروش
  
  هاي هم محلی  معرفی روش  -2 -2
  اي ژاکوپیچند جمله -2-1

  اي ژاکوپی را به صورت زیر تعریف جمله چند
  کنیم: می
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    اي ایرفویلچند جمله -2-2
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اشمیت و حل آن  -معرفی معادله کوپر -2-3

 اي ژاکوپیبا چندجمله
اشمیت را با شرایط اولیه - پرمعادله کو

( ,0) ( )u x f x  کنیم:میبه صورت زیر تعریف 
2 .10 25 20t xxxxx xxx x x x xuu u u u u u u       )3(  

  
  :راي حل معادله داریمب

2

0 0 0 0

( , ) ( ,0)

10 25 20 .
t t t t

xxxxx xxx xx x x

u x t u x

dt udt dt dtu u u u u u

 

     
)4(  

  
  داریم: ݔ) و مشتق گیري نسبت به 1( بنابر معادله
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  ) خواهیم داشت:4پس با جاگذاري در معادله (
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ماتریس خواهیم  با تبدیل روابط بالا به صورت
  داشت:
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 پس خواهیم داشت:   
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  با قرار دادن
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این معادله به صورت یک ماتریس نوشته شده و 

 باشد.هاي حل عددي میقابل حل به کمک روش
 

حل آن  اشمیت و -معرفی معادله کوپر -2-3
 اي ایرفویلبا چندجمله
  اشمیت را با شرایط اولیه -معادله کوپر

( ,0) ( )u x f x  
  

  کنیم:به صورت زیر تعریف می
2 .10 25 20t xxxxx xxx xx x xuu u u u u u u    )14(  

  
 براي حل معادله داریم:
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  داریم: ݔه گیري نسبت ب) و مشتق1( بنابر معادله
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  ) خواهیم داشت:15پس با جاگذاري در معادله (
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با تبدیل روابط بالا به صورت ماتریس خواهیم 

  داشت:
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  پس خواهیم داشت:   
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  با قرار دادن
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این معادله به صورت یک ماتریس نوشته شده و 

  .باشدهاي حل عددي میبه کمک روش قابل حل
  
 هااثبات -3
  وجود و یکتایی جواب -3-1

مسئله جواب یکتا دارد وقتی که 
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 مقدار
1 2 3 41

( )T L L L L     باشد. فرض کنیم:  
1( , ) ( ( , )),xxxxx x t u x tu F

2( , ) ( , ) ( ( , )),xxx x t u x t u x tu F
3( , ) ( , ) ( ( , )),xx xx t x t u x tu u F

2

4
( , ) ( , ) ( ( , )).xx t x t u x tu u F

 0, ,0 .x J T t T      
 

)تابع  , )u x t کند و در شرط لیپ شیتز صدق می
  داریم:

* *

1 1 1( ( , )) ( ( , )) ( , ) ( , ) ,u x t x t u x t x tu uF F L  

* *

2 2 2( ( , )) ( ( , )) ( , ) ( , ) ,u x t x t u x t x tu uF F L  

* *

3 3 3
( ( , )) ( ( , )) ( , ) ( , ) ,u x t x t u x t x tu uF F L  

* *

4 4 4( ( , )) ( ( , )) ( , ) ( , ) .u x t x t u x t x tu uF F L    
  

اب یکتا نداشته کنیم مسئله جوفرض می اثبات:
)باشد و , )u x t و *( , )x tu هاي مسئله جواب

  باشند، داریم:
*

1 2
0 0

3 4
0 0

* *

1 2
0 0

* *

3 4
0 0

( , ) ( , )

|| ( ( , )) 10 ( ( , ))
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t t
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u x t d u x t d
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1 2
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*

1 2 3 4 1
( ) | |T u uL L L L        

  
* پس

1
(1 ) | | 0u u   و در نتیجه*( , ) ( , )u x t x tu.  

  هاهمگرایی روش -3-2
  همگرایی روش هم محلی ژاکوپی -1-3-2

يکران بالاي معادله :1قضیه 
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0
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n
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i
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  1براي مسئله 

به کمک روش هم محلی ژاکوپی به مقدار زیر 
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  همگرایی روش هم محلی ایرفویل -2-3-2

  يکران بالاي معادله :2قضیه 
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به کمک روش هم محلی ایرفویل به  1براي مسئله 
  مقدار زیر همگراست:
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 الگوریتم و مثال عددي -4

کنیم که در این بخش، مثال عددي را محاسبه می
هاي عددي ژاکوپی و ایرفویل با برنامه توسط روش

Mathematica 6  با توجه به 2012و متلب ،
یک مقدار مثبت  εالگوریتم زیر ارائه شده است. 

910 داده شده است و مقدار آن برابر است با .  
همچنین زمان محاسبه این مثال با دستگاه خانگی 

)Cpu time.نیز بررسی شده و بیان خواهد شد (  
  

  :1الگوریتم 
.: قرار بده1گام 0n   

) را با روش ژاکوپی و به کمک 14: معادله (2گام
  کنیم.ماتریس می

91: اگر 3گام , 10n n

n

u u
u

     در 4به گام  برو ،

1n غیر اینصورت n   2و برو به گام.  
: 4گام ,

n
x tu  را به عنوان جواب تقریبی چاپ

  کن.
  

  :2الگوریتم 
.: قرار بده1گام 0n .  
) را به روش ایرفویل و به کمک 14: معادله (2گام

  کنیم.ماتریس بدست آمده حل می
اگر  :3گام

91 , 10n n

n

u u
u

  



، در 4برو به گام  

1nغیر اینصورت  n   2و برو به گام.  
: 4گام ,n x tu .را به عنوان جواب تقریبی چاپ کن  

  
210 معادله: 1مثال 25 20t xxxxx xxx xx x xuu u u u u uu    

  با شرایط اولیه به صورت 
75 2( ,0) ( ) ( ) (8 9) ,

8 9
x xu x f x xe e       

9

1
, 0 .5 8 9 6 1 5 ,1 0 a    

0.6, 0.4.     
  

  
  ها با پایه ایرفویل و ژاکوپی): مقایسه روش1( جدول

  

,ݔ)  Jacobi error (ݐ
Cpu.t: 4.121sec 

Airfoil error 
Cpu.t: 5.619sec 

Matlab 
error 

Cpu.t: 
6.069sec 

Jacobi 
approximate 

Airfoil 
approximate 

Matlab 
approximate 

(0.1,0.17) 0.0000000022431 0.0000000025673 0.0011 2.417153 1.692314 1.0001 
(0.2,0.21) 0.0000000024719 0.0000000029482 0.0014 8.330881 6.551274 1.2808 
(0.3,0.32) 0.0000000030912 0.0000000033519 0.0022 11.531791 9.421226 2.0634 
(0.4,0.36) 0.0000000034622 0.0000000036605 0.0032 16.482319 13.0984217 3.9959 
(0.5,0.41) 0.0000000037511 0.0000000041552 0.0047 22.532436 18.156948 5.3189 
(0.6,0.44) 0.0000000042716 0.0000000043489 0.0056 25.892314 21.248247 5.4593 
(0.7,0.52) 0.0000000046831 0.0000000049226 0.0061 29.764419 26.182369 7.9515 
(0.8,0.57) 0.0000000052273 0.0000000054098 0.0075 35.384369 31.318842 8.1679 
(0.9,0.62) 0.0000000055359 0.0000000058291 0.0082 38.682547 34.594218 8.5682 
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c=1;  
s=num2str(2412); 
NACA=s;  
d1=str2double(s(1));  
d2=str2double(s(2)); 
d34=str2double(s(3:4));  
m=d1/100; 
p=d2/10; 
t=d34/100; 
x=linspace(0, c, 250); 
yt =5*t*c*(.2969*(sqrt(x/c))+-
.1260*(x/c)+-
.3516*(x/c).^2+.2843*(x/c).^3+-
.1015*(x/c).^4); 
for k = 1:length(x) 
if x(k) <= p*c 
yc(k)=m*(x(k)/p^2)*(2*p-(x(k)/c)); 
dx(k)=(2*m)/p^2*(p-(x(k)/c)); 
elseif x(k) > p*c 
yc(k)=m*((c-x(k))/(1-p)^2)*(1+(x(k)/c)-
(2*p)); 
dx(k)=((2*m)/(1-p)^2)*(p-(x(k)/c)); 
end 
theta=atan(dx(k)); 
xu(k)=x(k)-yt(k)*sin(theta); 
yu(k)=yc(k)+yt(k)*cos(theta); 
xl(k)=x(k)+yt(k)*sin(theta); 
yl(k)=yc(k)-yt(k)*cos(theta); 
end 
iaf.designation='4415'; 
iaf.n=30; 
iaf.HalfCosineSpacing=1; 
iaf.wantFile=1; 
iaf.datFilePath='./';  
iaf.is_finiteTE=0; 
af = naca4gen(iaf); 
plot(af.xU,af.zU,'bo-') 
hold on 
axis equal, CPU TIME : 6.069 SEC 

  
 گیرينتیجه -5

ن مقاله بخاطر اهمیت موضوعات صنعتی به در ای
اشمیت که یک معادله - بررسی معادله کوپر

  دیفرانسیل غیرخطی با مشتق جزئی است، 
هم محلی  هايزیم و معادله مذکور را باروشپردامی

سازي با پایه هاي متعامد ژاکوپی و ایرفویل پیاده

آوریم. با کرده و جواب تقریبی آن را بدست می
ل، بهینه بودن جواب تقریبی با روش بررسی جدو

هم محلی ژاکوپی و ایرفویل نشان داده شده است. با 
بینیم که روش هم محلی ) می1( توجه به جدول

با تعداد گام کمتر خطاي بهتري داشته است  ژاکوپی
کمتر بوده است.  نیز )CPU Time( و زمان محاسبه

در ضمن سرعت همگرایی این روش بالا بوده و 
   رسد. نتایج نشانتر به جواب تقریبی میسریع

دهد که این روش داراي پیچیدگی محاسباتی می
کمتري است و از روش هم محلی ایرفویل و حتی از 
حل دستگاهی با نرم افزار متلب نیز بهتر بوده و 

گردد. تاکنون روي این نتیجه بهتري حاصل می
 دسته از معادلات که یکی از پرکاربردترین و پیچیده

است، کار  ترین معادلات دیفرانسیل در صنعت
چندانی صورت نگرفته است. ما در این مقاله روش 

  دهیم. بسط هم محلی را مورد بررسی قرار می
هاي دیگر مثل توان روش هم محلی با پایهمی

ژنوچی و برنشتاین و... را نیزدر کارهاي آتی روي 
، به همین ادلات دیفرانسیل جزئی از این نوعمع

  سازي کرد.صورت پیاده
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