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 چکیده
که درجه  ایم. با توجه به اینهاي متناهی را مورد بررسی قرار دادهجایی تانسوري یک زوج از گروهدر این مقاله، درجه جابه

معرفی شده و خواص آن مورد بررسی قرار گرفته است، بعد از آن آقاي دکتر نیرومند به معرفی  Erdosجایی نسبی توسط جابه
ها و بررسی خواص آن پرداخت. همچنین جایی نسبی تانسوري، محاسبه درجه تانسوري نسبی براي بعضی از گروهدرجه جابه

 جایی نسبی بیان نمود.ارتباط آن را با درجه جابه
هایی براي این درجه ایم رابطهکنیم و در ادامه توانستهجایی تانسوري اشاره میتوصیف کوتاهی از درجه جابه در این مقاله ما به

هایی از یک گروه را در نظر ایم این است که اگر زیرگروههایی که ثابت کردهجایی تانسوري معرفی کنیم. از جمله رابطهجابه
چنین اگر گروه با شرایط خاصی باشد، آنگاه مجایی تانسوري آنها برقرار است، ههاي بین درجه جاببگیریم، آنگاه چه رابطه

 جایی تانسوري معرفی کنیم. هایی براي این درجه جابهکران
 

 جایی نسبی، درجه تانسوريجایی، درجه جابهدرجه جابه واژگان کلیدی:
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 مقدمه: 
شوند. ها متناهی در نظر گرفته میدر این مقاله همه گروه

زیر گروه نرمال آن  N یک گروه متناهی و G فرض کنیم
ها را یک زوج از گروه (G, N) باشد، در این صورت

بر روي یکدیگر به وسیله  Nو  G فرض کنیم که نامیم.می
ضرب شویم که حاصلادآور میی مزدوج عمل کنند.عمل 

نمایش  NG که به صورت Nو  G تانسوري ناآبلی
 هايمولفه مهشود گروهی است تولید شده توسط هداده می

𝑔⨂𝑛 به طوري که براي هر 𝑛. 𝑛′ ∈ 𝑁 و 

  𝑔. 𝑔′ ∈ 𝐺هاي زیر در آن برقرار استرابطه:  

))((='

))('(='

'ngngnng

ngngngg

nn

gg




 

𝑥براي هر G در x ساز تانسوري و همچنین مرکز ∈ 𝐺  

 .شودبه صورت زیر در نظر گرفته می 

𝐶𝐺
⨂(𝑥) = {𝑎 ∈ 𝐺: 𝑎⨂𝑥 = 1𝐺⨂𝐺} 

GxCG و به طوري که  ه ک Gي و مرکز تانسور )(

 GZ)(شود زیر گروهی ازبه صورت زیر تعریف می

  ت.اس

𝑍⨂(𝐺) = {𝑔 ∈ 𝐺: 𝑔⨂𝑥 = 1𝐺⨂𝐺∀𝑥 ∈ 𝐺}

=∩𝑥∈𝐺 𝐶𝐺
⨂(𝑥) 

 

:𝑘 جایینگاشت جابه  𝐺⨂𝑁 → [𝐺. 𝑁]  یک
𝑘𝑒𝑟𝑘 که هاست به طورياپیمورفیسم از گروه = 𝐽2(𝐺) 

[ درجه 3باشد. در ]می 𝐺⨂𝐺 یک زیر گروه مرکزي در
 :شودبه صورت زیر تعریف می Gي تانسور

𝑑⨂(𝐺) =
|(𝑥. 𝑦) ∈ 𝐺 × 𝐺: 𝑥⨂𝑦 = 1𝐺⨂𝐺|

|𝐺|2
 

𝑑⨂(𝐺) همچنین = 𝑍⨂(𝐺) اگراگر و تنها  1 = 𝐺  از

𝑑⨂(𝐺) شود که[ مشاهده می3طرف دیگر در ] = 1 
[ درجه 8یک گروه آبلی باشد. در ] G اگر و تنها اگر

 به فرم N ندو زیر گروه آن مان G بیایی نسججابه

 ),( GNd که برابر است با  شود. به طوريتعریف می
 جا شود.جابه G صربا هر عن N صراحتمال این که هر عن

.𝑑(𝐺  در حقیقت 𝐺) = 𝑑(𝐺)همچنین و 

𝑑(𝑁. 𝐺) = قرار  G در مرکز گروه N اگر و تنها اگر 1
 داشته باشد. 

دو زیر گروه  Nو  Hر اگ ]3-9 قضیه، 8] .1-1 قضیه

𝑁 که به طوري باشند G از ≤ 𝐺 و 𝑁 ⊆ 𝐻  در این

.𝑑(𝐻  صورت 𝐺) ≤ 𝑑 (
𝐻

𝑁
.

𝐺

𝑁
) 𝑑(𝑁) 

],[=1 و اگر GHN  .آنگاه تساوي برقرار است ، 
 

وچکترین ک p یک گروه دلخواه و G اگر .1-2قضیه 

  ، آنگاهباشد Gل مقسوم علیه او

(𝑖)
𝑑(𝐺)

|𝐽2(𝐺)|
+

|𝑍⨂(𝐺)|

|𝐺|
(1 −

1

|𝐽2(𝐺)|
) ≤ 𝑑⨂(𝐺) 

 

(𝑖𝑖)𝑑⨂(𝐺) ≤ 𝑑(𝐺) − (
𝑝 − 1

𝑝
) (

|𝑧(𝐺)| − |𝑍⨂(𝐺)|

|𝐺|
) 

جایی تانسوري را بهادرجه ج ]2-8 قضیه، 12[ در مقاله
𝑍⨂(𝐺) هنگامی که = قرار داده باشد مورد بررسی  1

 .است

 

 ی متناهيهاجايي تانسوری يک زوج از گروهدرجه جابه
ها جایی تانسوري یک زوج ازگروهدر این بخش درجه جابه

 گرکه ا کنیم به طوريمیرا بررسی  (G, N) مانند
NG=  جایی تانسوريباشد آنگاه همان درجه جابه G 

 است.
 

 هاي متناهییک زوج از گروه (G, N)اگر  تعريف:

),( باشند، آنگاه NGd  را به صورت زیر تعریف
 .کنیممی

 𝑑⨂(𝐺. 𝑁) =
{|(𝑔.𝑛)∈𝐺×𝑁:𝑔⨂𝑛=1𝐺⨂𝑁|}

|𝑁||𝐺|
 

 باشد، آنگاه G=Nر واضح است که اگ

𝑑⨂(𝐺. 𝐺) = 𝑑⨂(𝐺) و همچنین  

𝑑⨂(𝐺. 𝑁) = 𝑍𝐺 اگر و تنها اگر 1
⨂(𝑁) = 𝑁 

 

هاي متناهی زوج از گروه یک (G, N) گرا .2-1قضیه 

 آنگاهباشند، 

𝑑⨂(𝐺. 𝑁) =
1

|𝐺||𝑁|
∑|𝐶𝐺

⨂(𝑥)|

𝑥∈𝑁

 

 شود.اثبات: بنا به تعریف نتیجه حاصل می
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ک زوج از ی (G, N) اگر ]2-1، لم 7] .2-2قضیه 

txxx هاي متناهی باشند وگروه ,...,, هاي مولفه 21

 آنگاه شند،با Nه هاي مزدوج در گروکلاس G نمایش
 

𝑑⨂(𝑁. 𝐺) =
1

|𝑁|
∑

|𝐶𝐺
⨂(𝑥𝑖)|

|𝐶𝐺(𝑥𝑖)|

𝑡

𝑖=1

 

.𝐺1) [: فرض کنید5-3، قضیه 14] :2-3قضیه  𝑁1) 

.𝐺2) و 𝑁2)هاي متناهی باشند به طوريدو زوج از گروه 

|),||(|=1 که 21 GG  در این صورت  

𝑑⨂(𝑁1 × 𝑁2. 𝐺1 × 𝐺2)
= 𝑑⨂(𝑁1. 𝐺1)𝑑⨂(𝑁2. 𝐺2) 

 

𝐻 اگر  (i):2-4قضیه  ≤ 𝐺، نگاهآ 

[𝐻: 𝐺𝐻
⨂(𝑥)] = [𝐺: 𝐶𝐻

⨂(𝑥)] 
 

(ii) اگر 𝐺 = 𝐻𝑍⨂(𝐺)ه، آنگا 

[𝐻: 𝐶𝐻
⨂(𝑥)] = [𝐺: 𝐶𝐺

⨂(𝑥)] 
 
𝐻  توجه به این که با: (i)ت بااث ≤ 𝐺و  𝐶𝐺(𝑥) ≤ 𝐺 

𝐻𝐶𝐺(𝑥) در این صورت ⊆ 𝐺  و داریم: 

|𝐻𝐶𝐺
⨂(𝑥)| =

|𝐻||𝐶𝐺
⨂(𝑥)|

|𝐻 ∩ 𝐶𝐺
⨂(𝑥)|

≤ |𝐻| 

 

 بنابراین
|H|

|CH
⨂(x)|

≤
|G|

|CG
⨂(x)|

 

)ii( دانیممی )(=)( xCGZ GGx





  .براین بنا

𝐺 راگ = 𝐻𝑍⨂(𝐺) ،آنگاه 𝐺 = 𝐻𝐶𝐺
⨂(𝑥) 

  این صورت . در

|𝐻𝐶𝐺
⨂(𝑥)| =

|𝐻||𝐶𝐺
⨂(𝑥)|

|𝐻 ∩ 𝐶𝐺
⨂(𝑥)|

=
|𝐻||𝐺𝐺

⨂(𝑥)|

|𝐶𝐻
⨂(𝑥)|

= |𝐺| 

  بنابراین

|𝐻|

|𝐶𝐻
⨂(𝑥)|

=
|𝐺|

|𝐶𝐺
⨂(𝑥)|

 

 

𝐻 اگر .2-5قضیه  ≤ 𝐺، آنگاه  

 𝑑⨂(𝐻) ≤ [𝐺: 𝐻]𝑑⨂(𝐺) 
 
 

 :اثبات

𝑑⨂(𝐻) =
1

|𝐻|2
∑|𝐶𝐻

⨂(𝑥)|

𝑥∈𝐻

=
1

|𝐻|
∑

|𝐶𝐻
⨂(𝑥)|

|𝐻|
𝑥∈𝐻

≤
1

|𝐻|
∑

|𝐶𝐺
⨂(𝑥)|

|𝐺|
𝑥∈𝐺

=
|𝐺|

|𝐻||𝐺|2

= [𝐺: 𝐻]𝑑⨂(𝐺) 

 

𝐻گر ا :2-6قضیه  ≤ 𝐺 ،آنگاه  

𝑑⨂(𝐺) ≤ 𝑑⨂(𝐻. 𝐺) ≤ 𝑑⨂(𝐻) 

 
 :اثبات

𝑑⨂(𝐻. 𝐺) =
1

|𝐻||𝐺|
∑|𝐶𝐺

⨂(𝑥)|

𝑥𝜖𝐺

=
1

|𝐻|
∑

|𝐶𝐺
⨂(𝑥)|

|𝐻|
𝑥𝜖𝐺

≥
1

|𝐺|
∑

|𝐶𝐺
⨂(𝑥)|

|𝐺|
= 𝑑⨂(𝐺)

𝑥𝜖𝐺

 

 

𝐻1 اگر .2-7قضیه  ≤ 𝐻2 ≤ 𝐺، آنگاه  

𝑑⨂(𝐻1. 𝐻2) ≥ 𝑑⨂(𝐺. 𝐻2) و. 

𝑑⨂(𝐻2. 𝐺) ≤ 𝑑⨂(𝐻1.𝐺) 
 شود. نتیجه حاصل می 2-6ات: بنا به تعریف و قضیه اثب

 

𝐻 وN⊵G  اگر [:5-4قضیه ، 14] .2-8قضیه  ≤ 𝐺 ،

.𝑑⨂(𝐻 آنگاه 𝐺) ≤ 𝑑⨂ (
𝐻

𝑁
.

𝐺

𝑁
همچنین تساوي  (

𝑁 برقرار است هرگاه ⊆ 𝑍𝐺
⨂(𝐻). 

𝑁 یک گروه متناهی باشد و G گرا توجه: ≤ 𝐺  ،باشد

 Nدر یک زیرگروه مرکزي  Nر مرکز تانسوري د G آنگاه
 :کنیمکه به صورت زیر تعریف می ست به طوريا

𝑍𝐺
⨂(𝑁) = {𝑛 ∈ 𝑁: ℊ⨂𝑛 = 1⨂. ∀𝑔 ∈ 𝐺} 

 :و همچنین داریم

𝑍𝐺
⨂(𝑁) = ⋂𝑛∈𝑁𝐶𝐺

⨂(𝑛) 
. 
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.𝐺) اگر .2-9قضیه  𝑁) و (𝐺. 𝐻)  دو زوج از

𝑁که  طوريه هاي متناهی باشند بگروه ⊆ 𝐻 آنگاه ،
 .دنباله زیر دقیق است

(𝐻⨂𝑁) × (𝐺⨂𝑁) → 𝐺⨂𝑁 →
𝐺

𝑁
⨂

𝐻

𝑁
→ 1 

آمده  ]9، گزاره 10[ه اثبات به طور مشابه که در مقال اثبات:
 شود. است حاصل می

 

یک گروه متناهی باشد، آنگاه  G گرا .2-10قضیه 

 فاکتور گروه
𝐶𝑁(𝑥)

𝐶𝑁
⨂(𝑥)

𝑥 براي هر  ∈ 𝐺 گروه با زیر 

 ),(2 NGJیکریخت است . 
𝑥 اثبات: براي هر ∈ 𝐺 کنیمتعریف می: 

𝑓: 𝐶𝑁(𝑥) → 𝐽2(𝐺. 𝑁) که به طوري : 

𝑦 ⟼ 𝑦⨂𝑥 با توجه به رابطه  

𝑔′(𝑔⨂𝑛)(𝑔⨂𝑛)−1 = 𝑔′⨂[𝑔. 𝑛] 
.𝑔 براي هر 𝑔 ∈ 𝐺′ و n∈ 𝑁 .بنابراین عناصر  

𝐽2(𝐺. 𝑁) ملتحت ع G مانند و از طرفیثابت باقی می 

 fهمریختی است و هسته آن 𝐶𝑁
⨂(𝑥) باشد. می 

 

هاي یک زوج از گروه (G,N) یدفرض کن .2-11قضیه 

|| کوچکترین مقسوم علیه اول از pو  متناهی باشند G 

  صورت در این .Gpکه طوريه باشد ب

(𝑖)
𝑑(𝐺. 𝑁)

|𝐽2(𝐺. 𝑁)|
+

|𝑍⨂(𝐺. 𝑁)|

|𝐺|
(1 −

1

|𝐽2(𝐺. 𝑁)|

≤ 𝑑⨂(𝐺. 𝑁)) 

(𝑖𝑖)𝑑⨂(𝐺. 𝑁) ≤ 𝑑(𝐺. 𝑁) − (
𝑝 − 1

𝑝
) (

|𝑍(𝐺. 𝑁)|

|𝐺|
) 

نتیجه  [14] در 5-1قضیه و  2-10اثبات: بنا به قضیه 
 شود. حاصل می

 

 علیه اول ازکوچکترین مقسوم  pاگر  .2-12قضیه 

 || Gکه طوريه ب Gp  باشد، آنگاه براي هر زوج از

 :داریم (G,N)هاي متناهی گروه

|𝑍⨂(𝐺. 𝑁)|

|𝑁|
+

𝑝(|𝑁| − |𝑍⨂(𝐺. 𝑁)|)

|𝐺||𝑁|
≤ 𝑑⨂(𝐺. 𝑁)

≤
|𝑍⨂(𝐺. 𝑁)|

|𝑁|

+
|𝑁| − |𝑧⨂(𝐺. 𝑁)|

𝑝|𝑁|
 

 :اثبات

𝑑(𝐺. 𝑁) =
1

|𝐺||𝑁|
∑|𝐶𝐺

⨂(𝑥)|

𝑥∈𝑁

=
1

|𝐺||𝑁|
( ∑ |𝐶𝐺

⨂(𝑥)|

𝑥∈𝑍⨂(𝐺.𝑁)

+ ∑ |𝐶𝐺
⨂(𝑥)|

𝑥∉𝑍⨂(𝐺.𝑁)

) 

 

𝑝که  با توجه به این ≤ |𝑐𝐺
⨂(𝑥)| ≤

|𝐺|

𝑃
 براي هر  

𝑥 ∉ 𝑍⨂(𝐺. 𝑁) :داریم 

1

|𝐺||𝑁|
( ∑ |𝐶𝐺

⨂(𝑥)| + ∑ |𝐶𝐺
⨂(𝑥)|

𝑥∉𝑍⨂(𝐺.𝑁)𝑥∈𝑍⨂(𝐺.𝑁)

≤
|𝑍⨂ (𝐺. 𝑁)|

|𝑁|

+
|𝑁| − |𝑍⨂(𝐺. 𝑁)|

𝑃|𝑁|
) 

 

 از سوي دیگر
 

𝑑⨂(𝐺. 𝑁) =
1

|𝐺||𝑁|
∑|𝐶𝐺

⨂(𝑥)|

𝑥∈𝑁

=
1

|𝐺||𝑁|
( ∑ |𝐶𝐺

⨂(𝑥)|

𝑥∈𝑍⨂(𝐺.𝑁)

+ ∑ |𝐶𝐺
⨂(𝑥)|

𝑥∉𝑍⨂(𝐺.𝑁)

)

≥
|𝑍⨂(𝐺. 𝑁)|

|𝑁|

+
𝑃(|𝑁| − |𝑍⨂(𝐺. 𝑁)|)

|𝐺||𝑁|
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