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 چکیده 
 متریک فضای برایدهيم می نشان کنيم ومی معرفی را تکرار تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه جدید مفهوم مقاله این در

),( ناخودگردان تابع تکرار دیناميکی دستگاه ،Xی فشرده 1

1,

0

1,  ffIFS دارای دستگاه هرگاه است، توپولوژیکی متعدی 

 توپولوژیکی متعدی چنين دستگاهی این، بر علاوه .باشند چگالXدر آن یکمينه نقاط و باشد ميانگين زنیسایه ویژگی

),( کهطوریه ب باشد موجود Uz ی مانندانقطه ،X از U پایای و باز یهرمجموعه برای هرگاه است، UzN دارای 
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 زنجيری آميختگی و زنیسایه شرایط ازهی دستگا چنين بودن توپولوژیکی یآميختهد. آم خواهد دستهب شرایطی تحت دستگاه

.𝑋)ایم که تحت آنها دستگاه دیناميکی آید. در انتها به بررسی شرایطی پرداختهمی دست هب 𝑓)  یورک –دارای آشوب لی† 
 خواهد بود.
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  مقدمه -1

 و ناخودگردان دیناميکی هایدستگاه اخير هایسال در
گرفته قرار مطالعه مورد مختلفی هایجنبه از تکرار تابع
 دیناميکی هایدستگاه در که مفاهيمی از یکی .اند

 آشوب بحث گيرد،می قرار بسياری توجه مورد ناخودگردان

 هایدستگاه در آشوب مفهوم برای مختلفی تعاریف. است

 19۷5 سال در یورک - لی ابتدا. دارد وجود دیناميکی

 جدید توصيف یک [12]. کردند عنوان را آشوب مفهوم

 دوانی به صورت زیر توسط دیناميکی دستگاه در آشوب از

آشوب ،𝑋 متریک فضای روی fنگاشت [5]. شد بيان
 نقاط یمجموعه باشد، توپولوژیکی متعدی اگر دارد دوانی

 شرایط به نسبت و باشد چگال X فضای در آن تناوبی

 نشان همکاران و 3بنکس آن، از پس .باشد حساس اوليه

 تناوبی، نقاط بودن چگال و توپولوژیکی تعدی که دادند

 [1]. دهدمی نشان را اوليه شرایط به نسبت بودن حساس

 حالت در آشوب که دادند نشان 5یی و 4هوانگ همچنين

 و 6ژو  .[9] است قویتر یورک - لی آشوب از دوانی
 هایدستگاه برای که کردند ثابت [18] در همکاران

 در اول شرط دو شرایطی، تحت نيز ناخودگردان دیناميکی

 نتيجه را اوليه شرایط به نسبت بودن حساس دوانی،آشوب

 یک در آشوب وجود به منجر که ی شرایطبعض. دهندمی

 توپولوژیکی، تعدیعبارتند از  شوند،می دیناميکی دستگاه

 و ميانگين زنیسایه زنی،سایه ضعيف، آميختگی آميختگی،
 مفاهيم از توپولوژیکی تعدی. اوليه شرایط به بودن حساس

 مفهوم این. رودمی شمار به دیناميکی هایدستگاه در مهم

 [3]. است شده مطرح 1920 سال در ۷بيرخوف توسط

 [4] بلنک توسط ميانگين زنیسایه مفهوم همچنين

 قوی ابزار یک ميانگين زنیسایه ویژگی آن طبق که شد

 است دیناميکی هایدستگاه در آشوب یمطالعه برای

 دیگر مفاهيم با ارتباط در ميانگين زنیسایه مفهوم.

 گرفته قرار بررسی مورد محقق چندین توسط توپولوژیکی،

                                                 
3 Banks 
4 Huang 
5 Ye 
6 Zhu 
7 Birkhoff 
8 Blank 
9 Gu 

 دیناميکی هایدستگاه که کرد ثابت 9گيو .است

 کنند،می صدق ميانگين زنیسایه ویژگی در که خودگردان

 و 10وانگ.  [8]هستند ارگودیک توپولوژیکی صورتهب
 خودگردان دیناميکی دستگاه برای که دادند نشان 11نيو

 ),( fXآن در که X و فشرده متریک فضای یک 
 XXf :اگر است، پيوستهی نگاشت f دارای 

 یمجموعه زیر هر برای و باشد ميانگين زنیسایه ویژگی
XUباز ، مانند  یانقطهUz که باشد موجود 

 ),( UzN fآنگاه باشد، مثبت بالایی چگالی دارای 

),(دستگاه  fX نيو همچنين. [16]است متعدی 

 ميانگين زنیسایه ویژگی دارای f اگر که داده نشان

 f آنگاه باشند، چگال X در آن یکمينه نقاط و باشد

. [13] است ارگودیک قوی بطور و ضعيف یآميخته
 نگاشت یک اگر که اندکرده ثابت 13ژانگ و 12پارک

 دارای فشرده متریک فضای یک روی پوشا و پيوسته

 فضا از نقطه هر آنگاه باشد، ميانگين زنیسایه ویژگی

 ویژگی بين یرابطه.  [14]است زنجيری پذیربرگشت
 قرارگرفته بررسی مورد 14ورژما توسط آشوب و زنیسایه

 برای تکرار تابع دیناميکی هایدستگاه [10]. است

 خصوصا آنها کاربردهای و فراکتالی ساختارهای شناخت

گرفته قرار استفاده مورد تصاویر پردازش و سازیفشرده در
 مانند دیناميکی هایدستگاه در مهمی مفاهيم [2]. اند

 تکرار تابع دستگاه به ميانگين، زنیسایه و زنیسایه

 داده نشان 15نيافاتحی.  [6],[7],[17]اندهیافت گسترش

 و پيوسته تکرار تابع دیناميکی دستگاه یک اگر که است
سایه ویژگی دارای فشرده متریک فضای یک روی پوشا
 پذیربرگشت فضا این ینقطه هرآنگاه  باشد ميانگين زنی

 و زنیسایه مفهوم ،16بهابادی زمانی  [6]. است زنجيری
 برای را ميانگين زنیسایه

 نتایجی و کرده بيان تکرار تابع دستگاه 

10  Wang 
11  Niu 
12  Park 
13  Zhang 
14  Mazur 
15  Fatehi nia 
16  Zamani Bahabadi 
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 آميختگی زنجيری، تعدی توپولوژیکی، تعدی مورد در

 دستهب ر راتکرا تابع دستگاه برای آميختگی و زنجيری

 .[17] آورد
 دیناميکی دستگاه عنوان تحت جدید میمفهو مقاله این در

 چون مفاهيمی و دهيمرا ارایه می تکرار تابع ناخودگردان

 برای آميختگی و ميانگين زنیسایه توپولوژیکی، تعدی
 تعميم مقاله این هدفکنيم. می تعریف هی رادستگا چنين

 دیناميکی دستگاه برای نيو و وانگ از شده بيان هایقضيه

 تعدی ویژگی آوردن دسته ب و تکرار تابع ناخودگردان

 این بودن آشوبناک گيرینتيجه همچنين و توپولوژیکی

یورک را –بعلاوه تحت شرایطی آشوب لی . است دستگاه
.𝑋)برای دستگاه دیناميکی  𝑓)  که در آن𝑋  یک فضای

نگاشتی پيوسته روی   𝑓و   𝑑متریک فشرده با متریک 
𝑋 آوریم.دست میاست، به 
 برای نياز مورد اساسی مفاهيم برخی ،بعدی بخش در

دستگاه همچنين و ناخودگردان دیناميکی هایدستگاه
 مفهوم سپسه و شد بيان تکرار تابع دیناميکی های

 گشته مطرح تکرار تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه

 و ميانگين زنیسایه ویژگی بين یرابطه ادامه، در. است
 دیناميکی دستگاه بودن آشوبناک و توپولوژیکی تعدی

 تعدی و زنیسایه همچنين و تکرار تابع ناخودگردان

 آميختگی و زنجيری متعدی شرایط با توپولوژیکی

 . است شده بررسی زنجيری

تحت  ایم کهدر بخش انتهایی، به بررسی شرایطی پرداخته

,𝑋)آنها دستگاه دیناميکی  𝑓)  یورک  -دارای آشوب لی
 خواهد بود.

 

  نیازها پیش. 2

 ایهدستگاه به مربوط اساسی مفاهيم برخی بخش این در

با استفاده از منابع  را تکرار تابع و ناخودگردان دیناميکی
 معرفی به سپس و کنيممی بيان [18]و  [17]، [16]
می تکرار تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه جدید مفهوم

 .پردازیم

),( کنيم فرض dX و فشرده متریک فضای یک 


1=}{ iif روی هایریختیسانهم از ایدنباله X باشد. 

.𝑘 برای 𝑛 ∈ ℕ دهيممی قرار. 

𝑓𝑘
0 ≔ 𝑖𝑑. 𝑓𝑘

𝑛

≔ 𝑓𝑘+𝑛−1 𝑜 𝑓𝑘+𝑛−2𝑜…𝑜 𝑓𝑘+1 𝑜 𝑓𝑘  
  

 یک مدار .است X روی همانی نگاشت id آن در که

 شکل به ایدنبالهعبارتست از  Xxینقطه

{𝑓1
𝑛(𝑥)}𝑛∈ℤ .یدنباله 

1=}{ iif نماد با را 1,f 

),( و دهيممی نمایش 1,fX دیناميکی دستگاه یک را 

 𝑁𝐷𝑆 شکل به خلاصه طور به که ناميممی ناخودگردان
 ناخودگردان دیناميکی دستگاه یک .شودمی داده نمایش

),( 1,fX برای هرگاه خوانيم توپولوژیکی متعدی را 

  ،X از 𝑉و  𝑈 ناتهی باز یمجموعه زیر دو هر
𝑛 ∈ ℤ+که طوریه ب باشد داشته وجود ای 

∅VUf n )(1
 .دهيم قرار اگر. 

 

𝑁𝑓1.∞(𝑈. 𝑉) = {𝑛 ∈ ℤ+|𝑓1
𝑛(𝑈)⋂ 𝑉 ≠ ∅} 

  

 دو هر برایهرگاه  است توپولوژیکی متعدی 1,fآنگاه 

 باشيم داشته X از 𝑉و  𝑈  بازناتهی یمجموعه




),(
1,

VUN f
𝐼ی مجموعه زیر .[18]  ⊂ ℤ+ 

𝑚 هرگاه شودمی ناميده چسبهم ∈ ℕداشته وجود ای 

که  باشد Imnn . [16]برقرار باشد  ],[

 خوانيم چسبهمرا  1,f ناخودگردان دیناميکی دستگاه

 ناتهی باز یمجموعه زیر دو هر برایکه در صورتی 
 XVU ,،

1,
fN [18]. باشد چسبهم ایمجموعه 

 مثبت بالایی چگالی دارایرا +ℤ از I  یمجموعه زیر

  هرگاه خوانيم

lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝
𝐶𝑎𝑟𝑑(𝐼 {0.1. … . 𝑛 − 1}

𝑛
> 0 

 کمينه ینقطه Xx ینقطه [16].برقرار باشد 

 x از U همسایگی هر برای هرگاه شودمی ناميده
),( یمجموعه

1,
UxN f


 یمجموعه .باشد چسبهم 

)( با را 1,f یکمينه نقاط یهمه 1,fAP می نشان

 یدنباله .داده شده است <0 کنيم فرض .دهيم

Znnx  دیناميکی دستگاه برای نمامدار - یک }{

 برای هر  هرگاه شودمی ناميده 1,f ناخودگردان

.<)),(( 11  iii xxfd     𝑖 ∈ ℤ+ 
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، Xx ینقطهداده شده است.  <0 فرض کنيم

𝛿- مدارنمای 

1=}{ iix را - برای هرگاهزند یم سایه 

  باشيم داشته 0n هر

.<)),(( 1 n

n xxfd 

ویژگی  دارای ناخودگردان دیناميکی دستگاه یکگویيم 
ی مانند عدد <0 هر برای هرگاه است، زنیسایه

0> هر که طوریه ب باشد داشته وجود - نمامدار 

 .شود سایه -X، از اینقطه توسط

 یدنباله .داده شده است <0 فرض کنيم

0=}{ iix 

 1,fی برا ميانگين نمایمدار -یک Xنقاط از

 يحی مانند صح عدد هرگاه شود،می خوانده

0>)(= NN هر برای که قسمیه ب باشد موجود 

Nn  هر و  𝑘 ∈ ℕ  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑𝑑(𝑓𝑖+𝑘(𝑥𝑖+𝑘). 𝑥𝑖+𝑘+1) < 휀

𝑛−1

𝑖=0

 

سایه ویژگی دارایرا  ناخودگردان دیناميکی دستگاهبعلاوه 
ی مانند عدد ،<0هر  برای هرگاهخوانيم  ميانگين زنی
0> هر که طوری هب باشد موجود - نمایمدار 

 ميانگين

1=}{ iix مانند  یانقطه توسط ميانگين صورته ب

Xz ،- باشيم داشته هرگاه یعنی شود، سایه:  

.<)),((
1

limsup 1

1

1=

i

i
n

in

xzfd
n





 

),( کنيم فرض dX و متریک فضای یک 
0f 1 وf 

 دیناميکی دستگاه .باشند X روی پيوسته نگاشت دو

),( تکرار تابع 10 ffIFS گروه نيم عملعبارت است از 

},{توسط شده توليد 10 ff روی X. ینقطه مدار 

Xx تکرارع تاب دستگاه تحت ),( 10 ffIFS دنباله

 شکله ب ای

0=)}({ n

n xf که است 

 ω =  𝜔0𝜔1𝜔2… ∈  که در آن 2∑

∑2 = {𝑠 = 𝑠0𝑠1𝑠2… | 𝑠𝑖 ∈ {0.1}} 

𝑛  هر برایشود و تعریف می  ∈ ℕ 

).(=)(
01

xofofofxf
n

n

  

),( تکرار تابع دستگاه یک 10 ffIFS متعدی 

 یمجموعه دو هر برای هرگاه شودمی ناميده توپولوژیکی

X،𝜔 از 𝑉  و  𝑈ناتهی باز ∈ 𝑛 وای 2∑ ∈ ℕای 

VUf که طوریه ب باشند داشته وجود n )( .

 یدنباله <0 برای

0=}{ iix یک - برای نمامدار 

),( 10 ffIFS 0 هر برای هرگاه استi  

 

min {𝑑(𝑓0(𝑥𝑖). 𝑥𝑖+1). 𝑑(𝑓1(𝑥𝑖). 𝑥𝑖+1)} < 𝛿 
 

ω و 0i هر برای توانيممی = 𝜔0𝜔1𝜔2 تعریف 

  صورته ب را بالا

 

𝑑(𝑓𝜔𝑖((𝑥𝑖). 𝑥𝑖+1) < 𝛿 
 

 آن در کهبنویسيم 
 

𝜔𝑖 = {
0.  𝑑(𝑓0(𝑥𝑖). 𝑥𝑖+1) < 𝛿

1.  𝑑(𝑓0(𝑥𝑖). 𝑥𝑖+1) ≥ δ.
 

  
 

 i=1 اگرتوجه داریم که 

.𝑑(𝑓1(𝑥𝑖)آنگاه 𝑥𝑖+1) < 𝛿  ).[17] 
 

n یدنباله

iix  از زنجير - 𝛿 یک X عناصر از }{=0
0x 

به
nx راگ است 𝜔 ∈ که  باشد داشته وجودای 2∑

 <)),(( 1ii

n xxfd. ),( 10 ffIFS متعدی را 

ینقطه دو هر برای هرگاه ناميم،می زنجيری

Xyx , 0هر و>، یک - از زنجير x به 

 yیک [17]. باشد داشته وجود - مدارنما 

0=}{ iix 

 برای هرگاه شود،می سایه -Xz،  ینقطه توسط

𝑛 هر ∈ ℕ باشيم داشته  <)),(( n

n xzfd در که 

=210 آن . تکرار تابع دستگاه 

),( 10 ffIFS برای هرگاه است زنیسایه ویژگی دارای 

𝜔و  <0ی مانند عدد ،<0 هر ∈ ای 2∑
 اینقطه توسط مدارنما - هر که طوری هب باشد موجود

 یدنباله همچنين. شود سایه -X،  از

0=}{ iix یک 

- صحيح عدد هرگاه شود،می ناميده ميانگين مدارنمای 
 هر برای که قسمیه ب باشد موجود Nتی مانند مثبو 

Nn   

1

𝑛
∑min {𝑑(𝑓0(𝑥𝑖). 𝑥𝑖+1. 𝑑(𝑓1(𝑥𝑖). 𝑥𝑖+1)} < 𝛿

𝑛−1

𝑖=0

 

),( تکرار تابع دستگاه 10 ffIFS  سایه ویژگی دارایرا

مانند ی عدد ،<0 هر برای هرگاه خوانيم ميانگين زنی
0> هر که طوریه ب باشد موجود -  مدارنمای
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 ميانگين

0=}{ iix ینقطه توسط ميانگين طور هب Xz

، - هرگاه یعنی شود سایه 𝜔 ∈  هب باشد موجودای 2∑
  هک طوری

.<)),((
1

limsup
1

0=

 i

i
n

in

xzfd
n





 

 برقرار باشد.
در این قسمت مفهوم جدید دستگاه دیناميکی ناخودگردان 
تابع تکرار را در تعریفی جداگانه مطرح و برخی مفاهيم مورد 

 کنيم.را برای چنين دستگاهی بيان مینياز 
 

),( کنيم فرض: تعريف dX است متریک فضای یک. 

0 ناخودگردان دیناميکی دستگاه دو

1,f 1 و

1,f روی را 

X که گيریممی نظر در:  

},,{=,},,{= 1

2

1

1

1

1,

0

2

0

1

0

1,  ffffff  
 

 تابع ناخودگردان دستگاه تحت Xx ینقطه یک مدار

),(ر تکرا 1

1,

0

1,  ffIFS صورت هب ایبالهدن 


0=)}({ n

n xFآن در که استω = 𝜔1𝜔2𝜔3… ∈ ∑
2  

𝑛 هر برای و ∈ ℕ  

),(=)( 1
1

2
2

1
)1( xfofoofofxF n

n
n

n

n 

 

  

 :شودمی تعریف زیر صورتهب n آن در که
 

n′₌

{
 
 

 
 
1       . 𝜔𝑛 ≠ 𝜔𝑛−1                                                                                         
2      . 𝜔𝑛 = 𝜔𝑛−1. 𝜔𝑛−1  ≠    𝜔𝑛−2                                                            

⋮                                                                                             
n − 1  . 𝜔𝑛 = 𝜔𝑛−1. 𝜔𝑛−1 = 𝜔𝑛−2. ⋯ . 𝜔2 ≠ 𝜔1                                    
  𝑛        . 𝜔𝑛 = 𝜔𝑛−1. 𝜔𝑛−1 = 𝜔𝑛−2.⋯ . 𝜔2 = 𝜔1.                                  

 

  

 یبالهدن وارون

0=)}({ n

n xF تعریف  صورت زیربه

 شود:می
 

)()(=)(=))(( 11
1

2
2

1
)1(

1 xfofoofofxFxF n
n

n
n

nn 





 

  

).(= 2
2

1
1 xofooff n

n

 








 

𝑥0ی نقطه ∈ 𝑋 ای متناوب برای دستگاه دیناميکی نقطه

),(ناخودگردان تابع تکرار  1

1,

0

1,  ffIFS  ناميده

متناوب باشد یعنی عدد صحيح  𝑥0شود، هرگاه مدار می

𝑘 > 𝜔ای و 0 ∈ که طوری ای موجود باشند به 2∑
𝑛برای هر  ∈ ℕ  0و ≤ 𝑚 < 𝑘  داشته باشيم 

𝐹𝜔
𝑛𝑘+𝑚(𝑥0) = 𝐹𝜔

𝑚(𝑥0). 

ی نقاط تناوبی دستگاه دیناميکی ی همهمجموعه

VffIFSPناخودگردان تابع تکرار را با   )),(( 1

1,

0

1,
نمایش  

 دهيم.می

تر شدن تعریف در مثال زیر سعی شده است برای روشن
تحت دستگاه  𝑋ای از فضای قطه از مدار نقطهفوق، چند ن

 دست بياوریم.ناخودگردان تابع تکرار ذکر شده را به
 

𝜔 :2-1مثال ∈  صورت  را به 2∑

0101100011== 10321   

 Xx ینقطه مدار صورت این در .گيریممی نظر در

 مانند تکراری تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه تحت

),( 1

1,

0

1,  ffIFS در آن  که

},,{= 0

3

0

2

0

1

0

1, ffff  و 𝑓1.∞
1 = {𝑓1

1. 𝑓2
 در {1

 د.آیمی دستهب زیر صورتهب شوند،ته میگرف نظر
 

𝐹𝜔
2(𝑥) = 𝑓1

1 𝑜 𝑓1
0(𝑥) 

𝐹𝜔
3(𝑥) = 𝑓1

0𝑜𝑓1
1 𝑜 𝑓1

0(𝑥) 
𝐹𝜔
4(𝑥) = 𝑓1

1𝑜𝑓1
0𝑜𝑓1

1𝑜 𝑓1
0(𝑥) 

𝐹𝜔
5(𝑥) = 𝑓2

1𝑜𝑓1
1𝑜𝑓1

0𝑜𝑓1
1𝑜 𝑓1

0(𝑥) 
 آید.دست میصورت زیر بهبه 𝑥10همين ترتيب و به 

 

𝐹𝜔
10(x)₌ 𝑓2

1𝑜𝑓1
1𝑜𝑓3

0𝑜𝑓2
0𝑜𝑓1

0𝑜𝑓2
1𝑜𝑓1

1𝑜𝑓1
0𝑜𝑓1

1𝑜𝑓1
0(𝑥). 

  
 تکرار تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه

 ),( 1

1,

0

1,  ffIFS شودمی ناميدهیکی توپولوژ متعدی 

X از 𝑉و  𝑈ناتهی  باز یمجموعه دو هر برای هرگاه

،𝜔 ∈ 𝑛 و ای2∑ ∈ ℕطوری هب باشند داشته وجود ای 

VUF که n )(ی . این دستگاه آميخته

ی باز توپولوژیکی است هرگاه برای هر دو زیر مجموعه

X، 𝑛از 𝑉و  𝑈ناتهی  ∈ ℕ ای باشد که برای هر

𝑁 ≥ 𝑛 ،𝜔 ∈ که داشته طوری ای موجود باشد به 2∑
 باشيم 

𝐹𝜔
𝑁(𝑈) ∩ 𝑉 ≠ ∅. 

𝑥 و Xاز 𝑊 ی بازبرای زیر مجموعه ∈ 𝑋 ،𝑁(𝑥.𝑊) 
 کنيم:صورت زیر تعریف میرا به

𝑁(𝑥.𝑤) = {𝑛 ∈ ℕ. 𝑓𝜔
𝑛(𝑥)

∈ 𝑤. 𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝜔 ∈ ∑2} 
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 نسبت حساسرا  دیناميکی ناخودگردان تابع تکرار دستگاه

موجود  <0عددی مانند  هرگاه خوانيم اوليه شرایط به
 که برای هرطوری باشد به 

 𝑥 ∈ 𝑋  و هر 𝑟 > 0 ،𝑦 ∈ 𝐵(𝑥. 𝑟) ،𝜔 ∈ و  2∑

𝑛 ∈ ℕکه  قسمی ای موجود باشند به 
 

𝑑(𝐹𝜔
𝑛(𝑥). 𝐹𝜔

𝑛(𝑦)) > 𝛿 
  

𝑆  اگر ⊂ ℕ و || S عناصر تعداد یدهنده نشان 

  دهيممی قرار باشد، Sی مجموعه

,|1},{0,1,|
1

limsup:=)( 


nS
n

Sd
n



 .|1},{0,1,|
1

liminf:=)( 


nS
n

Sd
n

 

 چگالیترتيب  به Sd)( و Sd)( صورت این در

  .شوندیم ناميده S پایينی چگالی و بالایی
در مثال زیر تعدی توپولوژیکی دستگاه دیناميکی 
ناخودگردان تابع تکرار در نظر گرفته شده، نشان داده شده 

گرفته  [18]مرجع  2.2ی این مثال از مثال است. ایده
 شده است.

 

=},{ یمجموعه :2-2 مثال baX  یک متر بارا

  دهيم قرار اگر .گيریمدر نظر می گسسته

},{= 0

2

0

1

0

1, fff   𝜔 =  و ,0011

},{= 1

2

1

1

1

1, fff  آن در که aaf =)(0

1
، 

baf =)(0

2
𝑓1  و 

1(𝑏) = 𝑎، 𝑓2
1(𝑎) = 𝑏 آنگاه 

 تکرار تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه

),( 1

1,

0

1,  ffIFS، است توپولوژیکی متعدی.  

n یدنباله ،<0برای عدد حقيقی 

iix  عناصر از }{=0

X یک - از زنجير 
0x به 

nx اگرشود ناميده می 

𝜔 ∈ طوری ای موجود باشد به 2∑

𝑑(𝑓 که
𝑖′
𝜔𝑖(𝑥𝑖). 𝑥𝑖+1) < 𝛿 .دیناميکی دستگاه 

),( تکرار تابع ناخودگردان 1

1,

0

1,  ffIFS  متعدیرا 

 عناصر جفت هر و <0 هر برای هرگاهخوانيم  زنجيری

 Xyx ,یک - از زنجير x به y داشته وجود 

 تکرار تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه به علاوه .باشد

 ),( 1

1,

0

1,  ffIFSشودمی ناميده زنجيری یآميخته 

Xyxعناصر جفت هر و <0 هر برای هرگاه ,  
𝜔و  Nتی مانند مثب صحيح عدد ∈  داشته وجودای 2∑

Nn هر برای که طوریه ب باشد   یک ،<
- از زنجير x به y طول به n باشد داشته وجود.  

 - یکرا  𝑛∈ℤ{𝑥𝑛}  یدنباله <0برای عدد حقيقی 
 تکرار تابع ناخودگردان دستگاه برای نمامدار 

),( 1

1,

0

1,  ffIFS 0 هر برای هرگاه ،خوانيمn ،

𝜔 ∈  کهطوری ای وجود داشته باشد به 2∑

.<)),(( 1 


 ii
i

i xxfd 
 

 -Xx، ی نقطه گویيم ،<0 هر برای

ی مدارنما

0=}{ iix را هر برای هرگاه کندمی سایهـ

 0n ،𝜔 ∈  ای موجود باشد که2∑

.<)),((  n

n xxFd 

),( تکرار تابع ناخودگردان دستگاه یک  1

1,

0

1,  ffIFS 

 ،<0 هر برای هرگاه است زنیسایه ویژگی دارای

𝜔و <0 مانند یعدد ∈  باشد داشته وجودای 2∑

 -X، از اینقطه توسط نمامدار - هر که طوری هب
 .شود سایه

 یدنباله <0 برای

1=}{ iix یک - ینمامدار 

),( برای ميانگين 1

1,

0

1,  ffIFS هرگاه شودمی ناميده 

=)(<0 مثبتی مانند صحيح عدد NN موجود 

Nn هر برای که قسمیه ب باشد  هر و 𝑘 ∈ ℕ ،

𝜔 ∈  که طوری ای موجود باشد به2∑




<)),((
1

limsup 1)(

1

0=








 kiki

ki
ki

n

in

xxfd
n

 

 
 

 تکرار تابع ناخودگردان دستگاهبعلاوه 

),( 1

1,

0

1,  ffIFS ميانگين زنیسایه ویژگی دارای 

و  <0ی مانند عدد ،<0 هر برای هرگاه است

𝜔 ∈ مدار - هر که طوری هب باشد، موجودای 2∑

 ميانگينی نما

0=}{ iix  وابسته به𝜔 ميانگين صورت هب 

 هرگاه یعنی، شود سایه -Xz،  ینقطه توسط

  باشيم داشته
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lim
𝑛→∞

sup 
1

𝑛
∑𝑑(𝐹𝜔

𝑖 (𝑧). 𝑥𝑖) < 휀.

𝑛−1

𝑖=0

 

 اصلي نتايج .3
ت دسزنی ابزاری مهم برای بهآنجایی که ویژگی سایهاز 

 شمارهای دیناميکی بهآوردن ویژگی آشوب در دستگاه
نيم کرود، در این قسمت قضایایی را بيان و اثبات میمی

ودن زنی، متعدی توپولوژیکی بکه با استفاده از ویژگی سایه
دستگاه دیناميکی ناخودگردان تابع تکرار را نتيجه دهند. 

آشوبناک بودن دستگاه  3-5ی سپس با استفاده از قضيه
 .آوریمدست میدیناميکی ناخودگردان تابع تکرار را به

 

),( کنيم فرض. 1-3 قضیه 1

1,

0

1,  ffIFS یک 

فضای  روی تکرار تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه
.𝑋) متریک 𝑑) سایهویژگی  دارای دستگاه این اگر .باشد

 چگال X در آن یکمينه نقاط و باشد ميانگين زنی

),( ، آنگاه دستگاهباشند 1

1,

0

1,  ffIFS متعدی 

 . است توپولوژیکی

 
 باز یزیرمجموعه دو V و U کنيم فرض .برهان

 یکمينه نقاطاز آنجا که  .باشند Xاز فضای  ناتهی

توانيم می د،نچگال Xدر  تکرار تابع ناخودگردان دستگاه
)),((نقاط  1

1,

0

1,  ffIFSAPUx،

)),(( 1

1,

0

1,  ffIFSAPVy 0 و> طوری را 

.𝐵(𝑥 که طوری به  کنيم انتخاب 휀) ⊂ 𝑈و 

𝐵(𝑦. 휀) ⊂ 𝑉، داریم  اینجا در که

}<),(|{=),(  badXbaB .  چون𝑥  و𝑦 
د، هستن تکرار تابع ناخودگردان دستگاه یکمينه نقاط

𝜔 ∈  های که مجموعه طوری ای وجود دارد به 2∑

 

𝐽𝑥 = {𝑛 ∈ ℤ: 𝐹𝜔
𝑛(𝑥) ∈ 𝐵(𝑥.

2
)}, 

𝐽𝑦 = {𝑛 ∈ ℤ: 𝐹𝜔
𝑛(𝑦) ∈ 𝐵(𝑦.

2
)}, 

 

مانند  طبيعی یاعداد بنابراین. باشند چسبمه
 𝑁1. 𝑁2 ∈ ℕهر  برای که دارند وجود𝑛 ∈ ℕ، 

∅ xJNnn ],[ و1 yJNnn ],[ 2

=},{دهيم می قرار .∅ 21 NNmaxN . 

),( چون 1

1,

0

1,  ffIFS زنیسایه ویژگی دارای 

<0 برای است ميانگين
2


ددی ماننعد 

2
<<0 1


  

 توسط ميانگينی نمامدار -1 هر که طوریه ب دارد وجود

  ميانگين طورهب Xاز اینقطه

2


 .شودمی سایه -

𝑁0 عدد ∈ ℕ که کنيممی انتخاب طوری را 

1

0

<
)(3


N

Xdiam  کهوقتی

},);,({sup= XyxyxddiamX .  قرار

𝑑𝑖𝑎𝑚 𝑋دهيم. می = 𝐷 تناوب با متناوب یدنباله یک 
 

02Nکنيممی تعریف زیر صورتهب را 
 

),(=,),(=,=
1

0
1

0

1
110 xFxxfxxx

N

N



 


 

 

).(=,),(=,=
1

0
2

1
0

2
1
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00

yFxyfxyx
N
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=210که در آن   .هر برای  
0Nn و 

  هر <0 mداریم  
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3

3][

<)),((
1

1

0

0
1)(

1

0=




N

D

N

D
N

n

xxfd
n

mimi
mi
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n
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 بنابراین

0=}{ iix 1 یک- برای ميانگين ینمامدار 

),( دیناميکی دستگاه 1

1,

0

1,  ffIFS می بنابراین .است

-ميانگين صورته ب Xzمانند  یانقطه توسط تواند

 
2


𝜔یعنی  ،شود سایه  ∈ قسمی  ای وجود دارد به2∑

 (1) که

.
2

<)),((
1

limsup
1

0=


 i

i
n

in

xzFd
n





  

 

𝑖 عدد طبيعی نامتناهی تعداد کنيممی ادعا ∈ ℕ وجود 

  که قسمی هب دارند

)}(,),(,{
1

01
1 xFxfxx

N

i


 


 و 

, <)),(( i

i xzFd 
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 برای همچنين)

)}(,),(,{
1

01
1 yFyfyx

N

i


 


 ،)غير در زیرا 

𝑀 کنيم فرض اگر صورت این ∈ ℕباشد داشته وجود ای 

},),(,){( که
1

01
1 xFxfxx

N

i


 


و     

 )),(( i

i xzFd هر برای 𝑖 ≥ 𝑀، آنگاه 

,
2

)),((
1

limsup
1

0=


 



 i

in

in
xzFd

n
 

 توانمی ادعا این با پس .است تناقض در (1) با که

 اعداد که گفت
00 > Ni و Nij 00  دارند وجود <

 کهطوری هب <)),((
0

0
i

i
xzFd و

 <)),((
0

0
j

j
xzFd در کمينه نقاط چون X 

∅  ولند چگا xJNii ],[ 00
و 

 ∅ yJNjj ],[ 00
دوعدد طبيعی مانند  پس ،

𝑘  و𝑙  0که ≤ 𝑘. 𝑙 ≤ 𝑁  و𝜔 ∈  وجودای  2∑

 :که طوریه ب دارند

 ),
2

,()(0


 xBxF
ki




 

 ).
2

,()(0


 yByF
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  :که شودمی نتيجه ميانگين زنیسایه تعریف از

,<))(),(( 00  xFzFd
kiki 
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∅,
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  طرفی از

),(=)( 0
1

0
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0
(

0
)

0
(
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UxBxF چون و
ki




),()(0  پس  

 .)()( 1 
UVF

l
o
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ljn دهيم قرار ل اگراح 0= دیناميکی دستگاه 

 .است متعدی دستگاهی تکرار تابع ناخودگردان
 

),( کنيم فرض. 2-3 قضیه 1

1,

0

1,  ffIFS یک 

 این اگر. باشد تکرار تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه

 هر برای و باشد ميانگين زنیسایهویژگی  دارای دستگاه

مانند  یانقطه X از W پایای ناتهی باز یمجموعه زیر
Wz که طوریه ب باشد داشته وجود  ),( WzN

آنگاه دستگاه دیناميکی  باشد مثبت بالایی چگالی دارای

),( ناخودگردان 1

1,

0

1,  ffIFS توپولوژیکی متعدی 

 . است
 

 ناتهی باز یزیرمجموعه دو V و U کنيم فرض .برهان

<0 عدد و Uu، Vv عناصر .باشند Xاز

.𝐵(𝑢که  کنيممی انتخاب طوری را 휀) ⊂ 𝑈 و 

𝐵(𝑣. 휀) ⊂ 𝑉 .فرض بر بنا )
2

,(


uBx وای 

)
2

,(


vByدو هر که طوریه ب دارد وجود ای 

(( یمجموعه
2

,(,(


uBxN و ))
2

,(,(


vByN 

  دهيممی قرار. هستند مثبت بالایی چگالی دارای

𝐽𝑥 = {𝑖 ∈ ℤ+: 𝐹𝜔
𝑖 (𝑥) ∈ 𝐵(𝑢.

2
)}, 

𝐽𝑦 = {𝑖 ∈ ℤ+: 𝐹𝜔
𝑖 (𝑦) ∈ 𝐵 (𝑣.

휀

2
)}. 

 

𝜔که در آن ∈ �̅� (𝐽𝑥)کنيم فرض  و  2∑ = 𝛼 > 0 

�̅� (𝐽𝑦) و = 𝛽 > =min},{<0 و 0  

),( دستگاه چون 1

1,

0

1,  ffIFS زنیسایه ویژگی دارای 

 طوریه ب دارد وجود <0ی مانند عدد است ميانگين
نقطه توسط ميانگين طوره ب ميانگينی نمامدار - هر که

X،  از ای


2
 .شودمی سایه -
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𝑁0 عدد ∈ ℕ که کنيممی انتخاب طوری را 

<
0N

diamX دهيم قرار می𝑑𝑖𝑎𝑚 𝑋 = 𝐷 .دنباله

 ی

0=}{ iix صورت هب را  

),(=,),(=,=
1

0
1

0

1
110 xFxxfxxx

N

N



 


 

).(=,,=
1

0
2

1
0

2
0

yFxyx
N

NN



  
 

𝜔کنيم که در آن تعریف می ∈ 𝑛 برای. 2∑ ≥ 𝑁0 

  داریم 𝑚 هر عدد طبيعی نامنفی  و

.<

][

<)),((
1 0

1
1

)(

1

0=




N

D
N

n

xxfd
n

mimi
mi

mi

n

i







 

 یدنباله بنابراین

0=}{ iix یک - ميانگينی نمامدار 

),( دستگاه برای 1

1,

0

1,  ffIFS نقطه توسط که است

𝑧 ی ∈ 𝑋 ميانگين صورته ب 


2
 شودمی سایه -

.𝑖0 عدد طبيعی مانند نامتناهی تعداد. 𝑗0 ∈ ℕ که 

00 < ji،  و همچنين𝜔 ∈ ه ب دارند وجودای  2∑

( که طوری
2

,()(0


 uBxF
i

، 

)
2

,()(0


 vByF
j

 و 
2

<)),((
0

0


 i

i
xzFdو 

2
<)),((

0

0


 j

j
xzFdبنابراین . 

𝑑(𝐹𝜔
𝑖0(𝑥). 𝑢) < 휀. 𝑑(𝐹𝜔

𝑗0(𝑦). 𝑣) < 휀 
 

 نتيجه درو 

.)(,)( 00 VzFUzF
ji

  

0)(پس  UFz
i

  و بنابراین 

 ))(()( 000 UFFzF
ijj 

 در نتيجه که  

.))(( 00 


VUFF
ij

 

  طرفی از

𝐹𝜔
𝑗0 (𝐹𝜔

−𝑖0(𝑈)) = 𝑓
(𝑗0)`

𝜔𝑗0𝑜…𝑜. 𝑓(𝑖0+1)´
𝜔𝑖0+1 (𝑈) 

  همچنينو 

.),()(=)( 0
1

0
)1

0
(

0
)

0
(

0 UoFofofUF
ii

i

j

j

j
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UUF چون که
i

)(0
، پس 

 VUF
j

)(0
دیناميکی دستگاه بنابراین و 

),(تکرار تابع ناخودگردان 1

1,

0

1,  ffIFS است متعدی.  

 در آشوبناک ناخودگردان دیناميکی دستگاه 1۸چن و 1۷شی

 .[15] اندکرده تعریف زیر صورتهب را دوانی حالت

 از ناتهی یمجموعه زیر یک V کنيم فرض
0D باشد. 

آشوب V روی 1,f ناخودگردان دیناميکی دستگاه

 باشد، توپولوژیکی متعدی V روی( 1، هرگاه دارد دوانی

2 )VfP  )( )(که  باشد چگال V در ,1 1,fP 

 دستگاه این (3 است و 1,f تناوبی نقاط یمجموعه

 این در .باشد V روی اوليه شرایط به نسبت حساس

 تعریف
0D متریک فضای از ایمجموعه زیر ),( dX 

 و است
0DV .  

 دوانیآشوب اول شرط دو که اندداده نشان همکاران و ژو

),( ناخودگردان دیناميکی دستگاه برای 1,fX شرط 

 نتيجه را اوليه شرایط به نسبت بودن حساس یعنی سوم

 [18].  دهدمی
 

 بيکران یمجموعه زیر یک V کنيم فرض. 3-3قضیه

 از
0D ناخودگردان دیناميکی دستگاه اگر .باشد 

 ),( 1,fXروی V و باشد توپولوژیکی متعدی 

 VfP  )(  دستگاه آنگاه باشد، چگال V در,1

 شرایط به نسبت حساس V روی ناخودگردان دیناميکی

  .است اوليه

 

 نامتناهی یمجموعه زیر V کنيم فرض .3-۴ قضیه

از کرانداری و
0D کنيم فرض همچنين .باشد 

1=}{ nnf 

 روی پيوستههم هاینگاشت از ایدنباله

1=}{ nnD باشد 

),( ناخودگردان دیناميکی دستگاه و 1,fX یک 

 روی دستگاه این اگر .باشد داشته V روی ثابت ینقطه

 Vو باشد توپولوژیکی متعدی VfP  )( 1,
 V در 

 به نسبت حساس V یمجموعه روی آنگاه باشد، چگال

 .است اوليه شرایط

18 Chen 
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دوانی را فضایی بيکران باشد، آشوب 𝑋که با فرض این
برای دستگاه دیناميکی ناخودگردان تابع تکرار 

),( 1

1,

0

1,  ffIFS کنيم. بر این اساس این تعریف می

 متعدی 𝑋 روی (1 هرگاه ،دوانی استدارای آشوب دستگاه

VffIFSP یمجموعه (2 باشد، توپولوژیکی  )),(( 1

1,

0

1,
 

 شرایط به نسبت حساس 𝑋 روی (3 و باشد چگال 𝑋در

دو شرط اول آشوب  که دهيممی نشان ادامه در .باشد اوليه
دوانی، شرط سوم یعنی حساس بودن نسبت به شرایط اوليه 

ناخودگردان تابع تکرار نتيجه  دیناميکی دستگاهرا برای 
 . دهندمی

 

فضایی بيکران و فاقد نقاط  𝑋  کنيم فرض. 5.3 قضیه

 تکرار تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه اگر منزوی باشد.

 ),( 1

1,

0

1,  ffIFS روی 𝑋 و باشد توپولوژیکی متعدی 

 VffIFSP  )),(( 1

1,

0

1,
 دستگاه آنگاه باشد، چگال 𝑋 در

 شرایط به نسبت 𝑋 روی تکرار تابع ناخودگردان دیناميکی

 . استحساس  اوليه

 

𝛿 کنيم فرض .برهان =
1

2
نقطه x و هیدلخوا عدد 

 باشداز آن  همسایگییک  xU)( و  𝑋 از دلخواه ای

VxUyای مانندنقطه دهيممی نشان.   عدد ،0)(

𝜔 و 0m<0ی مانند صحيح ∈  دارند وجودای 2∑

 که:طوری به 

.
1

2
𝛿 =

1

42

1)(
>))(),(( 0

00




a
yFxFd

mm
  

VffIFSP چون  )),(( 1

1,

0

 𝑋 و است چگال 𝑋 در ,1

مانند متناوبای نقطه فاقد نقاط منزوی است، پس
VxUq  xqکه طوری هب دارد وجود )(  .می قرار

  دهيم

.0>),(:= )(, zxdmaxL qOzqx  

 آید.پيش می حالت دو صورت این در

1𝐿𝑥.𝑞حالت ≥ 𝛿 =
1

2
 . 

)()(شود نتيجه می 𝐿𝑥.𝑞 تعریف از
,

xBqO
qx

L .

𝑋  است، بيکران 𝑋 چون ∖ �̅�2𝐿𝑥.𝑞(𝑥) یک 

 دستگاه که آنجا از. است 𝑋از ناتهی باز یزیرمجموعه

 ای مانندنقطه است، توپولوژیکی متعدی 𝑋روی 

 VxUy  و  1m<0مانند ی صحيح عدد و 1)(

 𝜔 ∈  که قسمی هب دارند وجودای 2∑

 𝑋 ∖ �̅�2𝐿𝑥.𝑞(𝑥  VxBXyF
qx

aL

m
 ))(\()(

,
1

1


 .

 بنابراین

))(,())(,())(),(( 1
1

1
1

11 qFxdyFxdyFqFd
mmmm

  

 >2𝐿𝑥.𝑞 − 𝐿𝑥.𝑞 ≥
1

2
 

  یا رواز این

1

4 ,
2

1)(
>))(),(( 1

11




a
yFxFd

mm 

  یا و

𝑑(𝐹𝜔
𝑚1(𝑥). 𝐹𝜔

𝑚1(𝑞)) >
1

4
 

𝛿. 2 حالت =
1

2
<,qxL.           

 باز یمجموعه زیر یک 𝑋\�̅�2𝛿 است، بيکران 𝑋چون

 است توپولوژیکی متعدی 𝑋 روی دستگاه. است 𝑋از ناتهی

VxUyای مانند نقطه بنابراین   عدد صحيحی مانند  و 2)(

0>2mو 𝜔 ∈   که دارند وجودای 2∑

𝐹𝜔
𝑚2(𝑦2) ∈ 𝑋\�̅�2𝛿(𝑥) 

 

)()()( و اینکه مطلب این
,

2 xBxBqF
qx

L

m

 

  دهند.می نتيجه را زیر نامساوی

))(,())(,())(),(( 2
2

2
2

22 qFxdyFxdyFqFd
mmmm

  

 >2δ-δ=δ=
1

2
 

  یا بنابراین

 
1

4 ,
2

1)(
>))(),(( 2

22




a
yFxFd

mm 

  یا

 
1

4
>(q)) .

2

1)(
>(?))),(( 22




a
FxFd

mm
 

دیناميکی دستگاه که شودمی نتيجه شده بيان حالت دو از

 ),( 1

1,

0

1,  ffIFSروی 𝑋 شرایط به نسبت حساس 

 حساسيت ثابت با اوليه
1

4
 . است  

، متعدی توپولوژیکی بودن 3-1ی قضيهبنابر شرایط 
آید و یمدست دستگاه دیناميکی ناخودگردان تابع تکرار به

حساس نسبت  Xدستگاه روی  5.3ی بعلاوه بنابر قضيه



 

 65     های دیناميکی ناخودگردان تابع تکرار                                                                                           ویژگی آشوب برای دستگاه
 

   

يم ی زیر را خواهبه شرایط اوليه است. بر این اساس نتيجه
 داشت.

 

 ناخودگردان دیناميکی دستگاه کنيم فرض: 3-۶ نتیجه

),( تکرار تابع 1

1,

0

1,  ffIFS بيکران  فضای رویX 

 و باشد ميانگين زنیسایه ویژگی دارای

 VffIFSP  )),(( 1

1,

0

1,
 همچنين و باشد چگال Xروی

 طبق بنابراین .باشند چگال X در دستگاه یکمينه نقاط

 دوانیآشوب دارای X روی دستگاه این ،آنچه بيان شد

 . بود خواهد
همراه شرط  زنی بهدهيم ویژگی سایهدر ادامه نشان می

تواند متعدی متعدی زنجيری و آميختگی زنجيری می
توپولوژیکی بودن دستگاه دیناميکی ناخودگردان تابع تکرار 

همراه شرط به  ۸.3و  ۷.3را نتيجه دهد. از این رو قضایای 
دهند که دستگاه چگال بودن نقاط تناوبی، نشان می

اهد دوانی خوناميکی ناخودگردان تابع تکرار دارای آشوبدی
 بود.

 

 تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه اگر. 7-3 قضیه

),( تکرار 1

1,

0

1,  ffIFS باشد زنیسایه ویژگی دارای 

 متعدی دستگاه اینآنگاه  باشد، زنجيری متعدی بعلاوه و

 . است توپولوژیکی
 

 باز یزیرمجموعه دو V و U کنيم فرض برهان.

<0  عدد و Vy و Ux و باشند X از ناتهی

 ویژگی دارای دستگاه این که آنجا از. گيریممی نظر در را

𝜔 ای و <0، است زنیسایه ∈  هب دارد وجودای  2∑

 -X،  از اینقطه توسط مدارنما - هر که طوری
 بنابراین است، زنجيری متعدی دستگاه این .شودمی سایه

 توانمی را مدارنما -.وجود دارد yبه x از زنجيری

کنيم فرض .گرفت نظر درy به xی مدارنما - همان

yxxxx n =,,,= 10  - برای مدارنما 

),( 1

1,

0

1,  ffIFS زنیسایهویژگی  براساس. باشد 

 𝑧 ∈ 𝑋  وای  𝜔 ∈  کهطوری به دارد  وجودای  2∑

,0,1},{ هر برای ni داریم

                                                 
19 Li 

 <)),(( i

i xzFd .برای بنابراین  داریم کوچک

VUF n )( دیناميکی  دستگاه یعنی این و

),( تکرار تابع ناخودگردان 1

1,

0

1,  ffIFS است متعدی. 

 

 تابع ناخودگردان دیناميکی دستگاه اگر. 8-3 قضیه

),(تکرار 1

1,

0

1,  ffIFS  باشد زنیسایه ویژگی دارای 

آميخته آنگاه باشد، داشته زنجيری آميختگی به علاوه و
 . است توپولوژیکی ی
 

 باز یزیرمجموعه دو V و U کنيم فرض .برهان

 عدد و Ua، Vbنقاط .باشند X از ناتهی
 0>که گيریممی نظر در طوری را UaB )( 

VbB و )( زنیسایهویژگی  دارای دستگاه اینچون 

𝜔  و<0عددی مانند  است، ∈  دندار وجودای  2∑
 -𝑋  از اینقطه توسط مدارنما - هر که طوریه ب

 . شودمی سایه

𝑁  بنابراین است زنجيری یآميخته دستگاه این > ای  0
n هر ازای به که طوری هب دارد وجود > 𝑁، 

 x = 𝑥0. 𝑥1. … . 𝑥𝑛 = 𝑦 یک - از مدارنما x به 

 yهر برای بنابراین .است n > 𝑁 ،𝜔 ∈ ای وجود  2∑
VUFدارد که n )(

 دستگاه یعنی این و 

),( تکرار تابع ناخودگردان 1

1,

0

1,  ffIFS یآميخته 

 ی و بنابراین متعدی توپولوژیکی است.توپولوژیک
 

 يورک –. آشوب لي ۴
اه یورک یک دستگ –در این بخش معياری برای آشوب لی 

.𝑋)دیناميکی  𝑓) تعریفی  [10]شود. ماژور ارایه می

.𝑋)برای آشوبناک بودن یک دستگاه دیناميکی  𝑓)  به
 صورت زیر عنوان نموده است.

ی ی همهمجموعه 𝐻(𝑋) فرض کنيم 
ی های روی فضای متریک فشردهریختیهميسان

 (𝑋. 𝑑) .یک دستگاه  باشد𝑓 ∈ 𝐻(𝑋)  آشوبناک
.∑)با  𝑓است هرگاه توان مثبتی از  𝜎)  .نيمه مزدوج باشد

تحت شرایطی آشوبناک  [11] 19براساس این تعریف، لی
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.𝑋)بودن دستگاه  𝑓)  را که درآن𝑓 ∈ 𝐻(𝑋)  نتيجه
 (3-1ی قضيه گرفته است. )

، 20ی همزدهدر ادامه لازم است مفاهيمی چون مجموعه
 -Aهای دارای انبساط یورک و نگاشت –آشوب لی 

 را تعریف کنيم. 21زوجی

.𝑋)فرض کنيم  𝑑)  یک فضای متریک فشرده و

𝑓: 𝑋 → 𝑋 یمجموعهیک نگاشت پيوسته باشد. زیر S 

 شودکه حداقل شامل دو نقطه است، همزده ناميده می Xاز 
.𝑥اگر برای هر  𝑦 ∈ S  که𝑥 ≠ 𝑦 :داشته باشيم 

 

lim
𝑛→∞

inf 𝑑(𝑓𝑛(𝑥). 𝑓𝑛(𝑦)) = 0, 

lim
𝑛→∞

sup𝑑(𝑓𝑛(𝑥). 𝑓𝑛(𝑦)) > 0. 
 

ی ناشمارا باشد، ی همزدهشامل یک زیرمجموعه Xاگر 
.𝑋)آنگاه دستگاه دیناميکی  𝑓) آشوبناک در حالت لی ،

 .[19]شود یورک ناميده می -
.𝑋)بعلاوه فرض کنيم  𝑑)  یک فضای متریک و

 𝑓: 𝑋 → 𝑋 یک نگاشت پيوسته و 
 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑚  که𝑚 ≥ یک ماتریس انتقال  ،2

.𝑉𝑚های باشد. اگر زیر مجموعه … . 𝑉1     از𝑋با شرط ، 
 𝑉𝑖⋂𝑉𝑗 = 𝜕𝑉𝑖⋂𝜕𝑉𝑗  برای هر(𝑖. 𝑗)  ،0 ≤ 𝑖 ≠

𝑗 ≤ 𝑚که  قسمی ، موجود باشند به 
𝑓(𝑉𝑖) ⊃ ⋃𝑎𝑖𝑗=1𝑉𝑖 , 

 

یک نگاشت انبساطی زوجی برای  𝑓صورت  در این

 ،𝑉𝑖روی  𝐴ماتریس 

 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚ناميده می ،( انبساطی شودA- زوجی .)

زوجی اکيد است اگر برای  -𝐴انبساطی  𝑓علاوه بر این 

0هر  ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑚 ،داشته باشيم  
𝑑(𝑉𝑖. 𝑉𝑗) > کارگيری  با به [19]23و شی  22ژانگ 0

های زوجی روی زیر مجموعه -  Aهای انبساطینگاشت
بسته و کراندار یک فضای متریک کامل، معيارهایی برای 

یورک و دوانی  -آشوبناک بودن دستگاه در مفهوم لی 
در  3-1ی اند. در این خصوص بنا بر قضيهدست آوردهبه

های بسته روی مجموعه 𝑓که نگاشت با فرض این ،[19]

.𝑉𝑚و کراندار  … . 𝑉1  از فضای𝑋 انبساطی ،A-  زوجی

                                                 
20 Scrambled 
21 A-coupled expanding 

𝜇اکيد باشد و  > که برای طوری ای موجود باشد به 0
 هر

 𝑥. 𝑦 ∈ 𝑉𝑗  0که ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 :داشته باشيم 
𝑑(𝑓(𝑥). 𝑓(𝑦)) ≥ 𝑑(𝑥. 𝑦), 

𝛼و همچنين  ∈ ∑𝑚
+ (𝐴)طوری ای موجود باشد به 

 که: 
𝑑(⋂𝑗=0

𝑛 𝑓−𝑗(𝑉𝛼𝑗)) → 0, 

یک ماتریس انتقال تحویل ناپذیراست با شرط  𝐴که در آن 
باشد، در  2که دارای یک مجموع ستونی بيشتر از این

ی ناشماراست ی همزدهمجموعه دارای یک 𝑓صورت این
 یورک خواهد بود. -و بنابراین دارای آشوب لی 

 دی را اعمال کنيمایم شرایط جدیدر این مقاله تلاش کرده
و بدون موارد  [11]در  1.3تا با فرضياتی نزدیک به قضيه 

یورک را نتيجه بگيریم. بر  –آشوب لی  [19]ذکر شده در 
ی مورد نظر را عنوان و اثبات این اساس و در ادامه قضيه

εبرای هر ی زیر کنيم. در قضيهمی > به قدر کافی  0
δکوچک،  = δ(ε) > را همان مقدار مذکور در  0

 گيریم.  زنی در نظر میتعریف ویژگی سایه
 

.𝑋) کنيم فرض .1-۴ قضیه 𝑑) متریک فضای یک 

:𝑓ریختی و همسان فشرده 𝑋 → 𝑋  دارای ویژگی
و p1  و  p0ی دافع متمایز زنی باشد. اگر دو نقطهسایه

nعدد صحيح  >  -δکه یک طوری  موجود باشد به 0

nبا طول  p0به  p1   و از p1  به  p0زنجير از  + 1 

ی دارای یک مجموعه 𝑓موجود باشد، آنگاه نگاشت 

 -دارای آشوب لی  𝑓ناشمارای همزده است و بنابراین 
 یورک خواهد بود.

 

ε برهان. > قدر کافی کوچک در نظر  را ثابت و به 0

ی نقاط از حوضچه 𝐻1و  𝐻0 های گيریم. همسایگیمی

 کنيم به طوریصورت زیر تعریف میرا به 𝑝1و  𝑝0دافع 
.𝑑(𝐻0که  𝐻1) > i. برای 0 = دهيم قرار می 0,1

𝐻𝑖 = {𝑝 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑝. 𝑝𝑖) ≤ 휀} . 

αبرای هر  = (𝛼0. 𝛼1. … . 𝛼𝑚. … ) ∈ ∑
2 ،δ- 

nبا طول  𝑝𝛼1به  𝑝𝛼0زنجير از  +  صورترا به  1

22 Zhang 
23 Shi 
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{𝑦0, 𝑦1, … , 𝑦𝑛}  وδ-  زنجير از𝑝𝛼1  به𝑝𝛼2 با   

n طول  + ,𝑦𝑛} شکل  را به 1 𝑦𝑛+2, … , 𝑦2𝑛+1} 

mبرای  𝑝𝛼𝑚به  𝑝𝛼𝑚−1زنجير از  -δطور و همين ≥

n  را با همين طول 1 + صورت  به 1
{𝑦(𝑚−1)𝑛+𝑚−2, … , 𝑦𝑚𝑛+𝑚−1}  در نظر

,𝑦0}گيریم. بنابراین می 𝑦1, … , 𝑦𝑚, …  -δیک  {
δاست که  𝑓 مدارنما از = δ(ε) > همان مقدار بيان  0

 𝑓است. از آنجا که  𝑓زنی شده در تعریف ویژگی سایه

z𝛼زنی است، دارای ویژگی سایه ∈ 𝑋ای وجود دارد به 

𝑙که برای هر  طوری ∈ ℤ داریم 

d(𝑓𝑙𝑛(𝑧𝛼). 𝑝𝛼𝑙) < 휀.. 
 صورت داریم:در این

G𝛼
𝑚: = ⋂𝑖=0

𝑚  𝑓−𝑖𝑛(𝐻𝛼𝑖) ≠ ∅. 
 

 نقاط دافع هستند، وقتی p1و  p0از آنجا که نقاط 

m →  عبارت  ∞
𝑑(G𝛼

𝑚) = 𝑑(⋂𝑖=0
𝑚  𝑓−𝑖𝑛(𝐻𝛼𝑖)) 

 

ی قطر دهندهنشان  𝑑کند که در آن به صفر ميل می
ی ناشمارای خواهيم یک مجموعهمجموعه است. می

 همزده بسازیم. بر این اساس
αبرای  = (𝛼0. 𝛼1. … . 𝛼𝑚. … ) ∈ ∑
قرار  2

 دهيم:می
 

�̂�
= (𝜶𝟎. 𝜶𝟏. … . 𝜶𝒏, 𝟎, 𝜶𝟎. 𝜶𝟏. … . 𝜶𝒏+𝟏, 𝟎, 𝜶𝟎. 𝜶𝟏. … . 𝜶𝒏+𝟐, 𝟎, 𝜶𝟎, … . 𝜶𝒎, … ) 

 

�̂�با توجه به ساختار بالا  ∈ و  2∑

lim
𝑚→∞

𝑑 (G
β̂
𝑚) = که و بنابراین با توجه به این 0

G
�̂�
𝑚 = ⋂𝑖=0

𝑚  𝑓−𝑖𝑛(𝐻�̂�𝑖) ای ناتهی است،مجموعه 
⋂𝑚≥0G�̂�

𝑚 ای تک عضوی خواهد بود. لذا قرار مجموعه
 دهيممی

{𝑝�̂�}:= G�̂�
𝑚 = ⋂𝑚≥0G�̂�

𝑚, 

𝑆: = {𝑝�̂�: 𝛼 ∈ ∑
2}. 

 

.𝛽 برای هر  𝛾 ∈ 𝛽توجه داریم که  2∑ ≠ 𝛾  اگر و

�̂� فقط اگر  ≠ 𝛾لذا برای بينهایت ، 

𝑖 ،𝐻�̂�𝑖⋂𝐻�̂�𝑖 = Gبنابراین  ∅
β̂
𝑚⋂Gγ̂

𝑚 = و در  ∅

ای ناشماراست. مجموعه 𝑆 رو . از این𝑝�̂�≠𝑝�̂� نتيجه 
 𝑓ای همزده برای مجموعه 𝑆ست نشان دهيم حال کافی

 است.

𝑝�̂�برای هر  . 𝑝�̂� ∈ 𝑆  با فرض 𝑝�̂�≠𝑝�̂� نقاط ،

 𝛽. 𝛾 ∈ 𝛽 که  2∑ ≠ 𝛾  وجود دارند که �̂� و

 𝛾شوند. بنابر شکل ساختاری توسط آنها تعریف می �̂� ،
𝛾𝑠 ≠ 𝛽𝑠 ی نامتناهی غيرصعودی و دنباله {𝑚𝑗}𝑗=1

∞ 
 که:  طوریوجود دارند به 

𝑓𝑚𝑗(𝑝�̂�) ∈ 𝐻𝛽𝑠, 
𝑓𝑚𝑗(𝑝�̂�) ∈ 𝐻𝛾𝑠. 

 در نتيجه 
𝑑(𝑓𝑚𝑗(𝑝�̂�). 𝑓

𝑚𝑗(𝑝�̂�)) ≥ 𝑑(𝐻𝛽𝑠 . 𝐻𝛾𝑠) > 0. 
𝑘از طرفی برای  ≥  داریم: 2

𝑓𝑘𝑛+4𝑘−3(𝑝�̂�), 𝑓
𝑘𝑛+4𝑘−3(𝑝�̂�) ∈ 𝐺𝛼

𝑛𝑘 . 
 که در نتيجه:

𝑑(𝑓𝑘𝑛+4𝑘−3(𝑝�̂�), 𝑓
𝑘𝑛+4𝑘−3(𝑝�̂�)) ≤ 𝑑(𝐺𝛼

𝑛𝑘). 

limو چون 
𝑚→∞

𝑑(𝐺𝛼
𝑚) →  داریم: ،0

lim
𝑘→∞

𝑑(𝑓𝑘𝑛+4𝑘−3(𝑝�̂�), 𝑓
𝑘𝑛+4𝑘−3(𝑝�̂�)) = 0. 

 

 𝑓 ای همزده برای مجموعه 𝑆 شودبنابراین نتيجه می
 یورک است. –دارای آشوب لی  𝑓رو است. از این

را بتوان برای  4-1ی رسد که قضيهنظر می به توجه:

گردان تابع تکرار تعميم داد که این های ناخوددستگاه
 تواند به عنوان پرسشی در آینده مورد بررسی قرار گيرد.می
 

ما در این مقاله مفهوم جدیدی تحت عنوان گیري: نتیجه

دستگاه دیناميکی ناخودگردان تابع تکرار را معرفی و 
 زنی، سایهمفاهيم متعددی مانند تعدی توپولوژیکی

ميانگين، حساس نسبت به شرایط اوليه بودن و آميختگی 
را برای آن تعریف کردیم و با استفاده از ابزاری چون 

گاه، ی دستزنی ميانگين و چگال بودن نقاط کمينهسایه
تعدی توپولوژیکی دستگاه دیناميکی ناخودگردان تابع تکرار 

انگ و نيو، و هایی ازرا نتيجه گرفتيم. سپس با تعميم قضيه
دست آوردیم. همچنين دوانی را برای این دستگاه بهآشوب

.𝑋)برای دستگاه دیناميکی  𝑓)  که𝑓  نگاشتی پيوسته

است، تحت شرایطی  𝑋ی روی فضای متریک فشرده
 یورک را نتيجه گرفتيم. -آشوب لی 
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