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  چکیده

هاي خاصی از مسائل مقدار مرزي معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه دوازدهم را با استفاده از مقاله حل عددي دستهدر این 

کششی را ارایه می نماییم و رابطه سازگاري این  - 15فرمول بندي اسپلاین  .ایماسپلاین کششی مورد بحث و بررسی قرار داده

دسته هایی از روش هاي جدید با مراتب مختلف  . رابطه براي حل مسائل استفاده نمائیم ایم تا از اینگونه اسپلاین را بدست آورده

را ایجاد کردیم، همگرایی روش هاي حاصله را اثبات و کاربرد روش ها را روي مسائل مختلف آزمایش کرده و بدین طریق کاربرد 

هاي موجود را ها فرمول بندي کرده و خطاي برشی روشایم. شرایط مرزي را براي روش اي حاصله را در عمل نشان دادهمفید 

مورد بحث و بررسی قرار می دهیم. با استفاده از رابطه مفیدي که از اسپلاین کششی بدست آوردیم مسائل مقدار مرزي مرتبه 

هاي تري روشدوازدهم را حل کردیم، نتایج روش هاي مختلف را با روش هاي موجود محققین دیگر مقایسه کرده و رجحان و بر

  ایم.جدید را نشان داده

  

  مسائل مقدار مرزي مرتبه داوازدهم، اسپلاین کششی، فرمول بندي، بررسی همگرایی. هاي کلیدي: واژه

                                                 
  Email: karim_faraj@yahoo.com                                                                                    دار مکاتبات:      عهده. *
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  مقدمه -1

مساله مقدار مرزي مرتبه دوازدهم را  در این مقاله

  به صورت زیر در نظر می گیریم:

u(12)(�) = �(�, �),						� < � < �, 
�, �, � ∈ 		                         )1(  

        با شرایط مرزي

�(�� )(�) = �� , �(�� )(�) = �
_

� )2            (

    

�و  ��که 
_

�براي  � = ضرایب  0,1,2,3,4,5

,�)�و  (�)�حقیقی و  توابع پیوسته در بازه  (�

[�,   هستند. [�

این نوع از مسائل مقدار مرزي مراتب بالاتر در مدل 

سازي از جریان ویسکوالاستیک و شاخه هاي دیگر 

  از ریاضی، فیزیک و علوم مهندسی ناشی می شوند.

معادلات دیفرانسیل مراتب بالاتر در زمینه هاي 

وجود می آیند براي مثال زمانیکه یک لایه زیادي به 

ي افقی نا محدود از سیال، از زیر حرارت داده می 

شود و یک میدان مغناطیسی یکنواخت نیز در 

سراسر سیال در همان مسیر بکار گرفته می شود در 

این حالت ناپایداري (بی ثباتی) شروع می شود، 

زمانی که بی ثباتی به عنوان همرفت عادي 

ی) شروع شود توسط مسائل مقدار مرزي (معمول

مرتبه دهم مدل سازي می شود. زمانی که بی ثباتی 

در حد بالاتر باشد، توسط مسائل مقدار مرزي مرتبه 

  .]1[دوازدهم مدل سازي می شود

برخی از روش هایی که براي حل مسائل مقدار 

مرزي مرتبه دوازدهم توسط صدیقی و همکارانش 

، به کار برده شده، 2008تا  1997در سالهاي

اسپلاین غیر چند جمله اي و اسپلاین هاي درجه 

و همچنین  .]4-2[دوازدهم و سیزدهم می باشد

روش هایی مانند روش تفاضلات متناهی، روش 

 ] 8- 5 [تکرار تغییرات، روش اصلاح شده آدومیان، 

براي حل مسائل مقدار مرزي مرتبه دوازدهم به کار 

روش  ]9[همکارانش برده شده است. موسائی و 

لاگرانژ بهبود یافته را براي حل مسائل مقدار مرزي 

خواص  ]10[دو نقطه اي به کار گرفته اند. علیزاده 

  تابع مقدار ویژه را مورد مطالعه قرار داده است. 

در سالهاي اخیر با افزایش تقاضا براي ابزار مالی و 

مساله قیمت گذاري قراردادها، پژوهشگران 

روشهاي عددي و تحلیلی را براي حل این متعددي، 

  . ]14-11[مسائل را مورد توجه قرار داده اند

ما در این مقاله به دنبال ارائه روشی هستیم که 

مشکلات و موانع آن براي حل مسائل مقدار مرزي 

مرتبه دوازدهم کم شده و همچنین به جواب 

تحلیلی، همگرا باشد و الگوریتمی که تعداد عملیات 

را بهینه نماید، می توان، از اسپلاین اسپلاین لازم 

کششی استفاده کرد. و سعی داریم با استفاده از 

اسپلاین کششی ، مسائل مقدار مرزي خطی و غیر 

خطی را حل کنیم و با ایجاد روش هاي مناسب 

براي تقریب شرایط مرزي همراه با مسائل مقدار 

یی مرزي، روش هایی با دقت بالا و با مراتب همگرا

  بالاتر ارائه دهیم.

 مرتبه دوازدهم،براي حل مسائل مقدار مرزي 

روش هایی با مراتب مختلف  ایجاد و تعریف درصدد

که  هستیم خاصیکششی  - 15مبتنی بر اسپلاین 

,�]يبازه در را مسائل این (�)� جواب  تقریب ،[�

,�]لذا بازه ي  .زند زیر بازه ي مساوي، با  �، به [�

��نقاط ازاستفاده = � + i ،	� = 0,1, ..., � 1 

	و با طول گام  =
���

�
کنیم. براي افراز می  

دسترسی به این هدف تابع اسپلاین را در این مقاله 

 به صورت زیر در نظر می گیریم:

	ρ
= Span{1, x, x�, … , x��, cosh(kx), sinh(kx)} 

  

kتوجه شود که  =
�

�
می تواند حقیقی یا مختلط   

 .باشد

 -15رابطه مفید  اسپلاین  2در این مقاله در بخش 

کششی را بدست  می آوریم تا از این رابطه مفید 

 مرتبه دوازدهمبراي حل مسائل مقدار مرزي 

فرمول بندي شرایط  3استفاده نمائیم. در بخش 
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خطاي برشی بدست می آید و  4مرزي و در بخش 

 6آنالیز همگرایی و سرانجام در بخش  5در بخش 

  ایج عددي بحث و بررسی می گردد.نت

 

 کششی - 15اسپلاین  - 2

، را براي  (�)��کششی،  - 15تابع اسپلاین 

,��] [در زیر بازه ي  (�)�درونیابی تابع  ��� و  �

� = 0,1,2, ..., � به صورت زیر در نظر می  1

  گیریم:

��(�) = � ���(� ��)�
��

�� �
+

��coshk(� ��) + ��sinhk(� ��),  )3(  

  

=�براي  ���که  0,1,2, … ,��و  13, ضرایب  ��

نامعین و حقیقی هستند و با نمایش روابط ذیل  

  کششی، داریم: - 15براي اسپلاین 

��(��) = ��, ��
(�)(��) = � �, ��

(�)(��) =
� �,  

��
(�)(��) = ��, ��

(�)(��) =

��, ��
(��)(��) = ��,  

��
(��)(��) = ��, ��

(��)(��) = ��,  

�= �, � + 1,			� = 0,1,2, ..., � 1.     )4(  

  

چون می خواهیم رابطه اي بین مشتق مرتبه 

را  ��و تابع درونیاب  ��دوازدهم اسپلاین کششی 

بدست آوریم به همین دلیل از مشتقات مراتب دوم، 

چهارم، ششم، هشتم، دهم، دوازدهم و چهاردهم در 

) استفاده می کنیم. با استفاده از شرایط 4شرایط (

) را می توان بدست آورد و با 3)، ضرایب (4(

استفاده از پیوستگی مشتق مرتبه اول ، سوم، پنجم، 

 عنی: هفتم، نهم، یازدهم و سیزدهم ی

����
(�)(��) = ��

(�)(��)  

 ،� = 1,3,5,7,9,11,13 

  

و مقادیر  ��رابطه نهایی بین مشتق مرتبه دوازدهم 

�که  ��تابع درونیابی شده  = 1,2, ...,   را  �
  

  بدست می آوریم. در نتیجه خواهیم داشت:

��(���� + ��� �) + ��(���� + ��� �) +   
��(���� + ��� �) + ��(���� + ��� �) +   
��(���� + ��� �) + ��(���� + ��� �) +   
��(���� + ��� �) + ���� =  

��(��(���� + ��� �) + ��(���� +
��� �) +   
��(���� + ��� �) + ��(���� + ��� �) +   
��(���� + ��� �) + ��(���� + ��� �) +   
��(���� + ��� �) + ����),  

� = 6,7, ..., � 7.		               )5(  

  

  بطوریکه

�� =
��

�
�13! ����� sinh(�)��,  

�� =
�

�
(2(13!)���(6� + �cosh(�)

7sinh(�))),  

�� =
��

�
(13! ���(67� + 24�cosh(�)

91sinh(�))),  
�� =
�

�
(4(13!)���(58� + 33�cosh(�)

91sinh(�))),  

�� =
��

�
(11(13!)���(51� +

40�cosh(�) 91sinh(�))),  

�� =
�

�
(22(13!)���(46� +

45�cosh(�) 91sinh(�))),  

�� =
��

�
(33(13!)���(43� +

48�cosh(�) 91sinh(�))),  

�� =
�

�
(264(13!)���(6� +

7�cosh(�) 13sinh(�))),  
� = (156�(11! + 165(8!)�� +
332640�� +   
7920�� + 110�� + ���) + ( 13! +   
���)sinh(�)),  

�� =
�

�
(13! � + 26(11!)�� +

143(9!)�� +   
1716(6!)�� + 17160�� + 156��� +   
��� 13! sinh(�)),  

�� =
�

�
( (2(�(13! + 26(11!)�� +   

143(9!)�� + 1235520�� + 17160�� +   
156��� + ���)cosh(�) 3( 2(13!)�  
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26(11!)�� + 429(9!)�� +
23474880�� +   
1424280�� + 52884��� + 1363��� +   
364(11!)sinh(�))))),  

�� =
1

�
((�(67(13!) + 182(11!)��  

16159(9!)�� + 601698240�� +  
216336120�� + 23176452��� +  
1479727���) 12�( 2(13!)  
26(11!)�� + 429(9!)�� +
23474880�� +   
1424280�� + 52884��� +  
1363���)cosh(�) 91(13!)sinh(�))), 

�� =
�

�
(4(�( 58(13!) + 286(11!)�� +   

6721(9!)�� 875983680�� +  
142891320�� + 74189076��� +  
11385407���) 9�(572(11!) +  
345945600�� 328648320�� +  
33359040�� + 12017720�� +  
1287572��� + 82207���)cosh	(�) +  
91(13!)sinh(�))), 
�� =
�

�
((3�(187(13!) + ��( 1898(11!) +   

��(6721(9!) + 1095906240��  
563414280�� + 292881732�� +  
141587087��)))

100�( 27398891520 
+ ��(26(11!) + ��(176432256  
72895680�� + 11260392�� +  
5928780�� + 910669��)))cosh(�)  
1001(13!)sinh(�))), 
�� =
�

�
(2(�( 506(13!) + ��(6734(11!) +   

��( 74503(9!) + 2618066880��  
276636360�� + 27437124�� +  
775577479��))) 15�(33(13!) +  
��( 390(11!) + ��(882161280+  
179150400�� 127104120�� +  
57031260�� +
28218769��)))cosh(�) +   
1001(13!)sinh(�))), 

�� =
1

�
(3(3�(24596(11!) +  

��( 93751257600+
��(288717(8!)   
1627179840�� + 284815960��  

112467212�� + 299828171��)))  
8�( 66(13!) + ��(1014(11!) +  
��( 14443(9!) + 740076480��  
93024360�� 20130396�� +  
125468459��)))cosh(�)  
1001(13!)sinh(�))), 

�� =
1

�
(24(�( 66(13!) +  

��(1014(11!) + ��( 14443(9!) +  
740076480�� 93024360��  
20130396�� + 125468459��)))  
7�(11(13!) + ��( 182(11!) +  
��(3003(9!) 206331840�� +  
53213160�� 22234212�� +  
27085381��)))cosh(�) +  
143(13!)sinh(�))). 

  

� )، اگر5براي رابطه ي ( → �، از طرفی  0 = � 

�بنابراین  →   آنگاه خواهیم داشت: 0

(��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��) → 
(1, 8,19,32, 319,968, 1749,2112), 
(��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��) → 

1

35(13!)
(1,32752,13824739,848090912, 

15041229521,102776998928, 
311387598411,447538817472), 

  

) رابطه اي خواهد بود 5با این مقادیر، ضرایب رابطه (

 که از اسپلاین چند جمله اي درجه پانزدهم بدست

) با رابطه 1خواهد آمد. براي گسسته سازي معادله (

,�])، بازه 5اسپلاین ( �را به تعداد  [� + نقطه،  1

�� = � + ih  که� = 0,1,2, ..., با طول گام  �

	 =
���

�
که به فاصله مساوي از هم قرار دارند  

  فرض می کنیم: افراز می کنیم،

�� = ��
(��) = �(��, ��) = �� ≡

�(��, �(��))  
  

 -15) از اسپلاین 5و با جایگذاري در رابطه (

�)کششی،  �)معادله،  (13 +  ��مجهولی  (1

�که  = 0,1,2,3, ..., به صورت زیر را بدست  �

 می آید:
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��(���� + ��� �) +
��

��(�(����, ����) +   
�(��� �, ��� �)) + ��(���� + ��� �) +   
��

��(�(����, ����) + �(��� �, ��� �)) +   
��(���� + ��� �) +
��

��(�(����, ����) +   
�(��� �, ��� �)) + ��(���� + ��� �) +   
��

��(�(����, ����) + �(��� �, ��� �)) +   
��(���� + ��� �) +
��

��(�(����, ����) +   
�(��� �, ��� �)) + ��(���� + ��� �) +  

��
��(�(����, ����) + �(��� �, ��� �)) +   

��(���� + ��� �) +
��

��(�(����, ����) +   
 

�(��� �, ��� �)) + ���� +
��

���(��, ��) = 0,  

� = 7,8, ..., (� 7).                            )6(  

  

  فرمول بندي مرزي - 3

�)) شامل 6سیستم ( �)معادله و  (13 + 1) 

مجهول است، براي بدست آوردن جواب، براي این 

سیستم، نیاز به چهارده معادله دیگر داریم، بنابه 

(�)�)، دو معادله 2شرایط مرزي ( = �� 

(�)�و = �
_

هستند و دوازده معادله دیگر را با  �

  )، به صورت زیر تعریف می کنیم:2استفاده از (

  

(�) � ��,���
�

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,���

(��)
��

�� �
+ ��,

(ii) � ��,���
�

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,���

(��)
��

�� �
+ ��,

(iii) � ��,���
��

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,���

(��)
��

�� �
+ ��,

(iv) � ��,���
��

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,���

(��)
��

�� �
+ ��,

(�) � ��,���
��

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,���

(��)
��

�� �
+ ��,

(vi) � ��,���
��

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,���

(��)
��

�� �
+ ��,

(vii) � ��,�����
��

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,�����

(��)
��

�� �
+ ����,

(viii) � ��,�����
��

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,�����

(��)
��

�� �
+ ����,

(ix) � ��,�����
��

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,�����

(��)
��

�� �
+ ����,

(�) � ��,�����
��

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,�����

(��)
��

�� �
+ ����,

(xi) � ��,�����
�

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,�����

(��)
��

�� �
+ ����,

(xii) � ��,�����
�

�� �
+ � ���

~

�,���
(��)

�

�� �
= �� � ��,�����

(��)
��

�� �
+ ����,

 )7                      (  
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به   ) را بسط دهیم،7اگر با سري تیلور معادله هاي (

کمک الگوریتم زیر و نرم افزار مسمتیکا می توان 

) را به بدست آورد. 7ضرایب مجهول در رابطه (

  بنابراین:

� ��,�
�

�� �
= 0,

�

(�� ��)!
�� ��� ����,�

�

�� �
� = 0,

�

(��)!
(� ��� ��,�

�

�� �
) + �

~

�,� = 0,

�

��!
(� �����,�

�

�� �
) = � ��,�

��

�� �
,

�

�!
(� ����,�

�

�� �
) =

�

�!
(� ����,�

��

�� �
).

)8(     

 

�که  = 1,2,3,4,5,6  ،� =  و 1,2,3,4,5

	� = 1,2, ...,17, �= 12 + �.  

�) به جاي 8الف) اگر در سیستم ( = 1, �= و  8

��,� = 8, ��,� = قرار دهیم، ضرایب مجهول  1

,(�ii)در معادله هاي    ) بدست می آید.7در ( (�)

�) به جاي 8ب) اگر در سیستم ( = 2, �= و  9

��,� = 19, ��,� = 8, ��,� = قرار دهیم،  1

,(�i)ضرایب مجهول در معادله هاي  ) 7در ( (��)

  بدست می آید.

�) به جاي 8ج) اگر در سیستم ( = 3, �= و  10

��,� = 19, ��,� = 8, ��,�� = و  1

��,� = قرار دهیم، ضرایب مجهول در معادله  32

,(�)هاي   )بدست می آید.7در ( (���)

�) به جاي 8م (ح) اگر در سیست = 4, �= و  11

, ��,� = 19, ��,�� = 8, ��,�� = 1  

��,� = 32 ��,� = قرار دهیم، ضرایب  ,319

,(�i)مجهول در معادله هاي  ) بدست 7در ( (��)

 می آید.

�) به جاي 8خ) اگر در سیستم ( = 5, �= و  12

��,�� = 19, ��,�� = 8, ��,�� = و  1

��,� = 968, ��,� = 319, ��,� = قرار  ,32

,(viii)دهیم، ضرایب مجهول در معادله هاي  (�) 

  ) بدست می آید.7در (

�) به جاي 8د) اگر در سیستم ( = 6, �= و  13

, ��,�� = 19, ��,�� = 8, ��,�� =
1, ��,�� = 32 ��,� = 1749, ��,� =

968, ��,� = قرار دهیم، ضرایب مجهول  319

,(vii)در معادله هاي    ) بدست می آید.7در ( (��)

 

  خطاي برشی - 4

براي بدست آوردن کلاسی از روش ها، خطاي برشی 

بسط  ��) را با استفاده از سري تیلور حول 5رابطه (

می دهیم که بعداز بسط دادن و ساده کردن خواهیم 

  داشت:

�� =

���� + ��
���

(�)
+

�

��
��

���
(�)

+   
�

�!
��

���
(�)

+
�

�!
��

���
(�)

+
�

��!
��

����
(��)

  

+ (
�

��!
�� + ��) ����

(��)
+ (

�

��!
�� +   

��) ����
(��)

+ (
�

��!
�� +

�

��
��) ����

(��)
+   

(
�

��!
�� +

�

�!
��) ����

(��)
+ (

�

��!
��� +   

�

�!
��) ����

(��)
+ (

�

��!
��� +

�

��!
��) ����

(��)
  

+ (
�

��!
��� +

�

��!
��) ����

(��)
+

(
�

��!
��� +   

�

��!
��) ����

(��)
+ (

�

��!
��� +   

�

��!
��) ����

(��)
+ (

�

��!
��� +   

�

��!
��) ����

(��)
+ ...  

� = 7,8, ..., � 7.                     )9(  

  که 

�� = 2(�� + �� + �� + �� + �� +
�� + ��) + ��,  
�� = 7���� + 6���� + 5���� +
4���� + 3����  
+ 2���� + ��,			� = 1,2, ...,15,   
�� = 2(�� + �� + �� + �� + �� +
�� + ��)  
+ ��, 
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�� = 7���� + 6���� + 5���� + 4���� +   

3���� + 2���� + ��,			�= 1,2, ...,9,  
 

 کلاسی از روشها:

 :(��)روش مرتبه دوم  1- 4

  اگر

�� = 0, �� =
�

��
, �� = 1, �� =

��

�
,  

�� =
��

�
, �� =

���

�
, �� = 66, �� =

77,  
�� = 0, �� = 0, �� = 0, �� = 0, �� = 0,  

�� = 0, �� = 0, �� =
�

��
  

  

  حذف  ��،...،  �،  �در نظر بگیریم، ضرایب 

��می شوند و لذا خطاي برشی روش  = �( ��)   

می شود و از طرفی چون مساله مقدار مرزي از 

)، مشتق مرتبه 6مرتبه دوازدهم است (در سیستم (

��یعنی  دوازدهم
را تقریب می زنیم) بنابراین  (��)

)�نتیجه می گیریم که دقت روش  شود و  می  (�

روشی از مرتبه دوم، با خطاي برشی 

�� =
�

��
����

(��)
+ �(   ، خواهیم داشت. (��

  

  :(��) روش مرتبه چهارم 2- 4

  اگر

�� =
�

�
, �� =

�

�
, �� =

���

�
, �� =

���

�
,  

�� =
����

�
, �� =

����

�
, �� =

����

�
,  

�� = 880, �� = �� = �� = �� = 0,  

�� = �� = �� = 0, �� =
�

�
  

  

حذف می   ��،...،  �،  �در نظر بگیریم، ضرایب 

��شوند و لذا خطاي برشی روش  = �( می  (��

شود و از طرفی چون مساله مقدار مرزي از مرتبه 

دوازدهم است بنابراین نتیجه می گیریم که دقت 

)�روش  می شود و روشی از مرتبه چهارم، با  (�

��خطاي برشی  =
�

���
����

(��)
+ �( ��) ،

  خواهیم داشت.

  

  : (��)روش مرتبه ششم  3- 4

  اگر

 �� =
�

��
, �� =

���

���
, �� =

����

���
, 

�� =
�����

���
, �� =

�����

���
, �� =

�����

���
,  

�� =
������

���
, �� =

������

���
, �� = 0,  

�� = �� = �� = �� = �� = 0, 	�� =
�

��
,  �� =

�

��
  

  

حذف   ��،...،  �،  �در نظر بگیریم، ضرایب 

��می شوند و لذا خطاي برشی روش  = �( ��) 

می شود، بنابراین نتیجه می گیریم که دقت روش 

�( می شود و روشی از مرتبه ششم، با خطاي  (�

��برشی  =
���������

(��)

�������
+ �( ، خواهیم  (��

  داشت.

 

 :  (��) روش مرتبه هشتم 4- 4

  اگر

�� =
�

����
, �� =

����

������
, �� =

����

�����
,  

�� =
�����

������
, �� =

�����

�����
, �� =

������

������
,  

�� =
������

�����
, �� =

������

�����
, �� = 0,  

�� = �� = �� = �� = 0, �� =
�

����
,  

�� =
����

�������
, �� =

�����

��������
  

  

حذف   ��،...،  �،  �در نظر بگیریم،  ضرایب 

��می شوند و لذا خطاي برشی روش  = �( ��) 

)�می شود و دقت روش  می شود و روشی از  (�

با خطاي برشی  مرتبه هشتم،
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�� =
�����������

(��)

������������
+ �( خواهیم  ،(��

  داشت.

 

  : (��)روش مرتبه دهم  5- 4

  اگر

�� =
�

������
, �� =

����

�������
,  

�� =
�����

�������
, �� =

������

�������
, �� =

������

�������
,  

�� =
�������

�������
, �� =

�������

�������
, �� =

�������

�������
,  

�� = �� = �� = �� = 0, �� =
�

������
,  

�� =
������

����������
, �� =

������

����������
,  

�� =
������

����������
  

  

حذف  ��،...،  �،  �در نظر بگیریم، ضرایب 

��می شوند و لذا خطاي برشی روش  = �( ��)  

)�می شود و دقت روش  می شود و روشی   (��

با خطاي برشی  از مرتبه دهم،

�� =
����������

(��)

��������������
+ �( ، خواهیم (��

  داشت.

  

 : (��)روش مرتبه دوازدهم  6- 4

  اگر

�� =
�

�����
, �� =

����

�����
, �� =

�����

�����
,  

�� =
������

�����
, �� =

������

�����
, �� =

�������

�����
,  

�� =
�������

�����
, �� =

�������

�����
, �� = 0,  

�� = �� = 0, �� =
�

������
, �� =

������

����������
,  

�� =
�������

����������
, �� =

��������

����������
,  

�� =
�������

���������
  

  

حذف   ��،...،  �،  �در نظر بگیریم، ضرایب 

��می شوند و لذا خطاي برشی روش  = �( ��) 

)�می شود و دقت روش  می شود و روشی از  (��

  مرتبه دوازدهم،  با خطاي برشی

 �� =
�����������

(��)

6632742340224000
+ �( ، خواهیم (��

  داشت.

  

 : (��)روش مرتبه چهاردهم  7- 4

  اگر

�� =
��

������
, �� =

������

���������
, �� =

�����

�������
,  

�� =
��������

���������
, �� =

�������

���������
,  

�� =
���������

���������
, �� =

��������

���������
,  

�� =
���������

���������
, �� = �� = 0,  

�� =
�

4597084800
, �� =

������

��������������
,  

�� =
���������

���������������
, �� =

��������

�������������
,  

�� =
��������

������������
, �� =

���������

�������������
  

  

حذف   ��،...،  �،  �ضرایب  در نظر بگیریم،

��می شوند و لذا خطاي برشی روش  = �( ��)  

)�می شود و دقت روش  می شود و روشی   (��

��از مرتبه چهاردهم،  با خطاي برشی  =

�������������
(��)

���������������������
+ �( خواهیم  (��

  داشت.

  

  : (��)روش مرتبه شانزدهم  8- 4

  اگر

�� = 1, �� = 8, �� = 19, �� = 32,  
�� = 319, �� = 968, �� =

1749, �� = 2112,   

�� =
�����

�������������
, �� =

�����

������������
,  

�� =
��������

������������
, �� =

����������

������������
,  
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�� =
������������

�������������
, �� =

������������

������������
,  

�� =
������������

������������
, �� =

�����������

�����������
  

  

حذف   ��،...،  �،  �در نظر بگیریم،  ضرایب 

��می شوند و لذا خطاي برشی روش  = �( ��)  

)�می شود و دقت روش  می شود و روشی از  (��

��مرتبه شانزدهم، با خطاي برشی  =

��������
(��)

�����������
+ �(   ، خواهیم داشت.(��

 

 : (��)روش مرتبه هجدهم  9- 4

  اگر

 �� =
��

�������
, �� =

�����

�����������
,  

�� =
�������

�����������
, �� =

�������

�����������
,  

�� =
��������

�����������
, �� =

�������

�����������
,  

�� =
�������

�����������
, �� =

�������

�����������
,  

�� =
�

����(��!)
, �� =

��������

�������������(��!)
,  

�� =
������������

�����������(��!)
, �� =

�������������

���������������(��!)
,  

�� =
���������������

�����������(��!)
, �� =

���������������

�������������(��!)
,  

�� =
���������������

������������(��!)
, �� =

���������������

��������������(��!)
  

  

حذف  ��،...،  �،  �در نظر بگیریم،  ضرایب 

��و لذا خطاي برشی روش می شوند  = �( ��)  

)�می شود و دقت روش  می شود و روشی   (��

��از مرتبه هجدهم، با خطاي برشی  =

����������������
(��)

�����������(��!)
+ �( ، خواهیم (��

  داشت.

  آنالیز همگرایی  -  5

در این بخش همگرایی روش مرتبه شانزدهم را 

همراه با شرایط مرزي ) 6بررسی می کنیم. سیستم (

 ) می توان به فرم ماتریسی زیر نوشت:7(

	��� + ��Bf(�) = �                    )10(  

  

(�)�که  = (��, ..., و ماتریس هاي  �(����

�, �)، از مرتبه  �� 1) × (� ، و به (1

  صورت زیر تعریف می کنیم: 

�� =
(����(1,2,1))�(����( 1,4, 1))� +
2(����(1,2,1))�(����( 1,4, 1))�

10(����(1,2,1))� + 72(����(1,2,1))�

432(����(1,2,1))�,  
  که

 

  

 
  

































zx

yzx

yzx

yz

yzxPn ),,(1
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(�)�و  = diag(�(��, �که  ((�� =

1,2, ..., � �یک ماتریس از مرتبه  1 1 

  است.

  فرض می کنیم: 

���
_

+ ��Bf(�
_

) = � + �  )13     (           

             

=�که بردار  1,2, ..., � 1, �
_

= �(��) 

�جواب دقیق و  = [��, ��, ..., خطاي  [����

  ) داریم:13) و (10برشی هستند. از (

[�]� = [�� + ��BF(�)]� = �, )14      (

            

,که  � = �
_

� = [��, ��, ..., ����]� 

�(�
_

) �(�) = (�)�و  �(�)� =

diag�
���

���
�براي  � = 1,2, ..., � .براي  1

�که  ��اثبات معکوس پذیري  = �� +
��BF(�)  :داریم ، 

�� =
(����(1,2,1))�(����( 1,4, 1))� +   
2(����(1,2,1))�(����( 1,4, 1))�   
10(����(1,2,1))� + 72(����(1,2,1))� 

432(����(1,2,1))�,  

  

  داریم: ]15[و بنابه 

||���(1,2,1)|| ≤
(���)�

��� ,                )15(  

  

  داریم: ]16[و همچنین با استفاده از 

||���( 1,4, 1)|| ≤
�

�
,                  )16(  

  

نامنفرد و همچنین  ��در نتیجه به وضوح ماتریس 

||��
��|| <  ||.||یک عدد مثبت است ( �و  �

 است ).  ∞�نرم  

  

و  �یک ماتریس مربع از مرتبه  �اگر .  1- 5لم 

||� || < �)باشد  1 + � وجود دارد و  ��(

||(� + � )��|| ≤
�

(��||�||)
.  

 ] 17[اثبات: 

  

��]ماتریس . 2-5لم  + ��BF(�)] ) 14در (

�نامنفرد است هرگاه  <
�

||�||که ����� ≤ و  �

� = max|
���

���
|, �= 1,2, ..., � 1. 

)� =
�����������������������������

��������������������������
و  

 است).  ∞�نرم   ||.||

  

  می دانیماثبات: 

[�� + ��BF(�)]= ��[� +
����

��BF(�)]  
  

�]، 1- 5بنابراین بنابه لم  + ����
��BF(�)] 

  داریم : 1-5معکوس پذیر است و همچنین بنابه لم 
��||��

��BF(�)|| ≤
��||��

��||||�||||�(�)|| < 1,  )17 (           

            
  )، 11(با استفاده از 

||�|| ≤
�����������������������������

��������������������������
= �  

  

||(�)�||خواهد بود و همچنین  ≤ � =

max|
���

���
=�که   | 1,2, ..., � در این  1

  بدست می آوریم:) 17صورت با استفاده از (

� <
�

�����.  

  

جواب دقیق مساله  (��)�فرض کنیم . 1-5قضیه

براي  ��) و 2) با شرایط مرزي (1مقدار مرزي (

�= 1,2, ..., � جواب تقریبی بدست آمده از  1

) باشد در این 7) و (6حل سیستم غیر خطی (

  صورت داریم:

||�|| ≡ �( ��) 
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) را می توانیم به صورت زیر 14معادله ( اثبات:

  بنویسیم:

� = (�� + ��BF(�))��� 
   = (� + ����

��BF(�))����
���, 

||�||
≤ ||(� + ����

��BF(�))��||||��
��||||�||, 

  

��||��بنابراین اگر 
��||||�||||�(�)|| < 1 

  آنگاه داریم:

||�|| ≤
||��

��||||�||

�����||��
��||||�||||�(�)||

,         )18(  

  همچنین داریم:

||�|| ≤
���������������������������

��������(��!)
��� ��,  )19 (

             
  

�که  �� = max��(��)(�)�, � ≤ � ≤ و از  �

  طرفی 

�� = 1, �� = 8, �� = 19, �� = 32, 
�� = 319, �� = 968, �� = 1749, 

�� = 2112, �� =
����

��!
, �� =

�����

����(��!)
,  

�� =
�������

�����(��!)
, �� =

���������

����(��!)
,  

�� =
�����������

��!
, �� =

������������

����(��!)
,  

�� =
������������

�(��!)
, �� =

�����������

�����(�!)
,  

  

��|| ) و 19)، (18(از نابرابري هاي 
��|| < �	  ،

||�(�)|| ≤ ||�||و  � ≤   داریم: �

||�||

≤
490658463326023344154119719	ωh��� ��

10687950(23!)(1 ωλh���)
≡ �( ��) 

  

  نتایج عددي - 6

)، براي حل مسائل مقدار 6در این بخش روش (

مرزي مرتبه دوازدهم،  به کار می بریم و با انتخاب 

��, … , ��, ,��و  �� ��, ..., هاي مختلف از  ��

)�) روشهایی از مرتبه هاي 9رابطه ( �� براي  (

� = 1,2, را با  4- 1خواهیم داشت. مثالهاي  9,...

روشی که در این مقاله معرفی کردیم، حل کرده و 

ماکزیمم  ��و تقریبی  (��)�به کمک جواب دقیق 

(��)�|خطا، یعنی   هاي  را به ازاي  |��

مختلف در نقاط گره اي محاسبه می کنیم. ماکزیمم 

خطاي بدست آمده براي روشهاي مرتبه هاي دوم، 

 7 تا1 هايششم، دهم، چهاردهم و هجدهم در جدول

لیست کرده ایم. ماکزیمم خطاي بدست آمده در 

، 3[را با روشهاي دیگر مقایسه کردیم  4 تا1 مثالهاي

شکلی از جواب  4 تا 1 . همچنین براي مثالهاي ] 5

رسم  دقیق و تقریبی را با طول گام هاي مختلف 

  کردیم.

 

زیر را در نظر می مساله مقدار مرزي خطی . 1مثال 

 گیریم: 

�(��)(�) = ��(�) (120 + 23� +
��)��,	  
		0 ≤ � ≤ 1,  
�(0) = �(�)(0) = 0, �(1) = 0,  

�(�)(0) =
�

�
�(�)(0) =

�

�
�(�)(0) =  

�

��
�(��)(0) = 8,  

�(�)(1) =
�

�
�(�)(1) =

�

�
�(�)(1) =  

�

��
�(�)(1) =

�

��
�(��)(1) = 4�,  

  

(�)� مسالهاین  دقیقجواب  = �(1 �)�� 

  است.

=این مثال را با طول گام هاي 
�

��
,

�

��
,

�

��
,

�

���
,

�

���
دوم، به روش مرتبه هاي  

حل کرده و  ششم، دهم، چهاردهم و هجدهم

ماکزیمم خطاي مطلق را محاسبه و با روش 

 1مقایسه کردیم، نتایج در جدول هاي   ] 3[مرجع 

  درج شده است. 2و 

  

زیر را در نظر می مساله مقدار مرزي خطی . 2مثال 

 گیریم: 

�(��)(�) = �(�) 12(2�cos(�) +
11sin(�)),  
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1 ≤ � ≤ 1  

 با شرایط مرزي 

�( 1) = 0,  
�(�)( 1) = 4cos( 1) 2sin( 1), 
�(�)( 1) = 8cos( 1) 12sin( 1), 
�(�)( 1) = 12cos( 1) + 30sin( 1), 
�(�)( 1) = 16cos( 1) 56sin( 1), 
�(��)( 1) = 20cos( 1) + 90sin( 1), 
�(1) = 0, �(�)(1) = 4cos(1) + 2sin(1), 

�(�)(1) = 8cos(1) 12sin(1), 
�(�)(1) = 12cos(1) + 30sin(1), 
�(�)(1) = 16cos(1) 56sin(1), 
�(��)(1) = 20cos(1) + 90sin(1), 

  

(�)� مسالهاین  دقیقجواب  = (��

1)sin(�) .است 

=این مثال را با طول گام هاي 
�

��
, … ,

�

���
به  

دوم، ششم، دهم، چهاردهم و روش مرتبه هاي 

حل کرده و ماکزیمم خطاي مطلق را  هجدهم

مقایسه کردیم، نتایج  ]3[محاسبه و با روش مرجع 

  درج شده است. 4و  3در جدول هاي  

زیر را در مساله مقدار مرزي غیر خطی  .3مثال 

 :  ]8، 6[نظر می گیریم  

�(��)(�) =
1

2
�����(�),0 ≤ � ≤ 1, 

  

 با شرایط مرزي

�(0) = �(�)(0) = �(�)(0) = �(�)(0) = 
�(�)(0) = �(��)(0) = 2, 

�(1) = �(�)(1) = �(�)(1) = �(�)(1) = 
�(�)(1) = �(��)(1) = 2�, 

  

(�)� مسالهاین  دقیقجواب  =   است. ��2

=این مثال را با طول گام هاي 
�

��
,

�

��
,

�

��
,

�

���
 

دوم، ششم، دهم، چهاردهم و به روش مرتبه هاي 

حل کرده و ماکزیمم خطاي مطلق را  هجدهم

  درج شده است. 5نتایج در جدول محاسبه و 

  

زیر را در مساله مقدار مرزي غیر خطی  . 4مثال 

 نظر می گیریم: 

�(��)(�) = (11!)�����(�)

2(11!)(1 + �)���, 

0 ≤ � ≤ �
�

� 1, 

  

  با شرایط مرزي 

�(0) = 0, �(��)(0) = (2� 1)!,  

� ��
�

� 1� =
�

�
, �(��) ��

�

� 1� =

��
�

�
��(��)(0),  

� = 1, ...,5. 

  

(�)� مسالهاین  دقیقجواب  = Ln(1 + �) 

 است.

=این مثال را با طول گام هاي 
�

��
, … ,

�

���
به  

دوم، ششم، دهم، چهاردهم و روش مرتبه هاي 

حل کرده و ماکزیمم خطاي مطلق را  هجدهم

مقایسه کردیم، نتایج  ]5[محاسبه و با روش مرجع 

  درج شده است. 7و  6در جدول هاي  

 

  گیري نتیجه

با توجه به مطالب ارائه شده در این مقاله، جواب 

هاي تقریبی براي مسائل مقدار مرزي مرتبه 

دوازدهم، دو نقطه اي را به ترتیب با استفاده از 

اسپلاین پانزده کششی بدست آوردیم. همگرایی 

روش را نیز بحث و بررسی کرده و روشی با 

همگرایی مراتب بالاتر ایجاد کرده ایم. همچنین 

ان دادیم که روند اسپلاین کششی با اعمال نش

شرایط مرزي مناسب،  با کاهش چشم گیر خطا از 

کارایی بالاتري نسبت به روش هاي موجود دیگر آن 

برخوردار است. و همچنین نشان دادیم که نتایج 

محاسبه شده با استفاده از این روش داراي دقت 

 کافی و کارایی مطلوب می باشند. 
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  جدول ها:

 

  1: ماکزیمم خطاي مطلق مثال  1جدول 

      

22      

44      

88      

176      

352      

 

 )=22n(1خطاي مطلق مثال : ماکزیمم  2جدول 

Method in [3] for 

 
 

 

 2: ماکزیمم خطاي مطلق مثال  3جدول 

      

22      

44      

88      

176      

352      

704      

 

 )=22n( 2: ماکزیمم خطاي مطلق مثال  4جدول 

Method in [3] for 

 
 

 

 3ماکزیمم خطاي مطلق مثال :  5جدول

      

22      

44      

88      

176      

 

 4: ماکزیمم خطاي مطلق مثال  6جدول 

      

32      

64      

n 1 3 5 7 9
71050.2  141089.2  231037.1  311021.1  321030.2 
81070.9  161017.7  261008.2  351035.1  381029.2 
81066.2  171023.1  291023.2  401009.9  441027.2 
91081.6  191098.1  321023.2  441068.5  501021.2 
91071.1  211011.3  351019.2  481048.3  561098.1 

],[ 66  nxxx
310582.5 

n 1 3 5 7 9
71001.1  131070.1  211034.1  271078.1  271000.2 
81047.9  141007.1  241095.4  321068.4  331032.4 
81013.3  161025.2  271043.6  361013.4  391005.5 
91041.8  181079.3  301074.6  401070.2  451019.5 
91014.2  201004.6  331070.6  441068.1  511011.5 
101037.5  201004.6  361057.6  481003.1  541009.7 

],[ 66  nxxx
410366.1 

n 1 3 5 7 9
91057.2  161089.1  261095.5  331009.1  351029.5 

101010.9  181067.4  291000.9  381016.4  411024.5 
101091.2  201004.7  321064.9  421079.2  461073.5 
111045.7  211082.1  341008.1  461074.1  531001.5 

n 1 3 5 7 9
71012.8  111001.1  181049.1  211003.2  211004.2 
71084.2  131046.2  211045.2  271004.6  271034.7 
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128      

256      

512      

 

 4: ماکزیمم خطاي مطلق مثال  7جدول

  
Presented method

 Second-order 
method in [5]

 
Fourth-order 
method in [5]

 

32    

64    

  

  

�: مقایسه جواب دقیق و جواب تقریبی براي  1شکل  =
�

��
  1، مثال  

 
 

�: مقایسه جواب دقیق و جواب تقریبی براي  2شکل  =
�

��
 2، مثال  

 
 

81087.7  151044.4  241088.2  321049.8  321041.1 
81003.2  171026.7  271098.2  361050.6  381093.1 
91011.5  181014.1  301096.2  401006.4  421031.3 

n 2

111065.5  71092.4  101041,1 
121004.5  71023.1  121081.8 
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�: مقایسه جواب دقیق و جواب تقریبی براي  3شکل  =
�

��
 3، مثال  

 
  

�: مقایسه جواب دقیق و جواب تقریبی براي  4شکل  =
�

��
 4، مثال  

 
  

  

  




