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های یابهای مماسی در نقاطِ مضاعفِ بخشمخروط

 7های با گونای متعارفِ خم-پریم
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 چكیده

ɳ2با خاصیت  𝑋ِ کلافی خطی روی خمِ هموار ηفرض کنید  = ، پوششِ مضاعفِ القا شده توسط 𝜋ɳ کهباشد به طوری 0

. 𝐾𝑋، متناظر به کلاف خطیِ 𝑋یتایِ خم تِ -مدلِ پریم  𝑋ɳ ، نگاشتی اِتاله باشد. همچنین فرض کنید𝜂کلافِ خطی  ɳ  بوده

ای تِیت -در این مقاله، پس از اثبات نرمالِ تصویری بودنِ مدلِ پریم باشد.  𝑋ɳو شامل  ۴ی و از رتبه ۲ی  ی درجهابررویه 𝑄 و

روضاتی خاص برای این شرط آوریم. تحت مفبدست می 𝑄مخروط مماسی بودن ، شرطی لازم برای ۲های با اندیسِ کلیفردِ خم

تکمیل خواهیم  ۴، در فصل ۴و از گونالیتی 7های با گونای ی مثالی از خمی خود را با ارائه آوریم. مطالعهلازم عکسی بدست می
ی این مثال از اهمیت بسزایی برخوردار است. برای مطالعه 𝑄مخروط مماسی بودن کرد. شرط لازم و کافی بدست آمده برای 

 تا حدود زیادی در مقدماتی بودن آن و قابل تعمیم بودن آن است. ۴مثال بدست آمده در فصل اهمیت 
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 مقدمه  -1
در سرتاسر این مقاله، میدان اعداد مختلط به عنوان میدان پایه 

 . در نظر گرفته خواهد شد

چندگونای  ،𝑍و خم هموار  𝑛به ازای عدد صحیح و نامنفی 

یابِ تیِتای و بخش 𝑛ی ژاکوبی، چندگونای پیکارد از درجه

 𝛩𝑍و  𝐽(𝑍) ،𝑃𝑖𝑐𝑛(𝑍) را به ترتیب با نمادهای 𝑍خم 
 نشان خواهیم داد.

 

 𝑔،𝑌خمِ هموار از گونای  𝑋فرض کنید تعریف:  1-1

:𝜋خمی هموار و  𝑌 → 𝑋  پوششِ مضاعفی از𝑋  .باشد

به  𝑃𝑖𝑐2𝑔−2(𝑌) که از چندگونایِ  ،𝑁𝑚ریختپایی 

 یبا ضابطه 𝑃𝑖𝑐2𝑔−2(𝑋)چندگونای 

𝑁𝑚 (𝒪(𝑞1 + ⋯ + 𝑞2𝑔−2))

= 𝒪(𝜋(𝑞1) + ⋯
+ 𝜋(𝑞2𝑔−2)),    

، 𝜋 پوششِ مضاعفِالقاشده از شود، ریختپایی نرٌمِ تعریف می
 شود که در آننامیده می

 𝒪(𝑞1 + ⋯ + 𝑞2𝑔−2) 
𝑞1یاب کلاف خطی متناظر به بخش + ⋯ + 𝑞2𝑔−2 

 .است
 
 ɳهای خطی ی کلافبین مجموعهلم و تعریف:  2-1

ɳ۲با خاصیت  𝑋روی خم هموارِ  = ی و مجموعه، 0

:𝜋های مضاعف مانند پوشش 𝑌 → 𝑋 که ،π  ریختپایی
 د است.اتاله باشد، تناظری دوسویی موجو

از  386ی ، صفحه۲.7رجوع شود به تمرین برهان. 

 .]0[مرجع

:𝜋پوششِ مضاعفِ  - 𝑌 → 𝑋  ِرا که متناظر به کلاف

ɳ۲با خاصیتِ  ɳخطیِ  = پوششِ مضاعفِ القا است،  0

نمایش  𝜋ɳگوییم و با نماد می ɳشده از کلافی خطی 
 دهیم.می
 

ی کلافی خطی رو ɳفرض کنید قضیه و تعریف:  3-1

ɳ۲با خاصیت  𝑋خمِ هموارِ  = :𝜋ɳبوده و  0 𝑌 → 𝑋 
 ی شود مجموعهپوششِ مضاعفِ القا شده از آن باشد. ثابت می

ℙ(𝜋ɳ): = {𝐿 ∈ 𝐽(𝑌): 𝑁𝑚(𝐿) = 𝐾𝑋,

ℎ0(𝐿) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 ۲)}    
 است.  𝐽(𝑌)یک زیرچندگونای آبلی از چندگونای آبلیِ 

 

 .[3]از مرجع 9۴مراجعه شود به فصل برهان. 

نامیده  𝜋ɳریختپایی ، چندگونایِ پریمِ ℙ(𝜋ɳ)چندگونای  -

 شود.می

شود همچنین ثابت می [3]از مرجع 9۴فصلدر  -
 ی زیرمجموعه

𝔼(𝜋ɳ): = {𝐿 ∈ ℙ(𝜋ɳ): ℎ0(𝐿) ≥  ۲} 

 𝔼(𝜋ɳ)یاباست. بخش ℙ(𝜋ɳ)یابی ازچند گونایبخش

 گویند. می 𝜋ɳیختپاییِ تیِتایِ ر –یاب پریمبخشرا 
توان شود که میدر مرجع فوق، همچنین نشان داده می -

ی زیر را توسط مجموعه 𝔼(𝜋ɳ)مجموعه نقاط تکینیِ
 نمایش داد: 

{𝐿 ∈ ℙ(𝜋ɳ): ℎ0(𝐿) ≥  4}

∪ {𝐿 ∈ ℙ(𝜋ɳ): ℎ0(𝐿) ≥  ۲|ℙ(𝐻0(𝐾𝑋 . ɳ)) ⊆ 𝑇𝐶𝐿(𝛩𝑌)}, 

 𝐿ی در نقطه 𝛩𝑌مخروط مماسی   𝑇𝐶𝐿(𝛩𝑌)که در آن 

𝑆𝑖𝑛𝑔است. این مجموعه را با نماد (𝔼(𝜋ɳ))  نشان

 .خواهیم داد

 فرض کنید -

 𝜑𝐾𝑋⨂𝜂: 𝑋 →  ℙ𝑔−2 ≔

ℙ(𝐻0(𝐾𝑋⨂𝜂))   
باشد. برد این  𝐾𝑋⨂𝜂کلاف خطی  ازریختپایی حاصل 

متعارفِ متناظر –مدلِ پریم، 𝜑𝐾𝑋⨂𝜂(𝑋) ریختپایی، یعنی

نشان داده خواهد 𝑋ɳ با نماد شود و نامیده می 𝑋از خم  𝜂به 
 .شد
 

متعلق به  Lکلاف خطیتعریف:  4-1

𝑆𝑖𝑛𝑔 (𝔼(𝜋ɳ))ابِیی تکینیِ پایا از بخش، یک نقطه 

 شود هرگاه داشته باشیم ، گفته می𝔼(𝜋ɳ)تیتا، -پریم

ℎ0(𝐿) ≥ ۴ 
 

در فضای  ۲ی ای درجهابررویه 𝑄فرض کنید یف: تعر 5-1

 تعریف  𝐹 مربعی ایچندجملهباشد که توسط  ℙnتصویری 
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 تعریف 𝐹ی دو فرمی مربعی برابر رتبه 𝑄ی شده باشد. رتبه
 .شودمی
 

خمی هموار، تصویری و  𝑋فرض کنید نمادگذاری:  6-1

𝐾𝑋خطی  غیر ابربیضوی بوده و کلافِ . ɳ  باشد. پردامنه

را با  𝔼(𝜋ɳ)در ۲مکان هندسی نقاط با چندگانگی 
دهیم. همچنین مکان  نمایش می 𝑆𝑖𝑛𝑔2(𝔼(𝜋ɳ))نماد

در   ۴ی از رتبه و ۲ی های درجهرویهرهندسی اب

ℙ(𝐻0(𝐾𝑋. ɳ))  که شامل خم𝑋ɳ نماد  هستند، با

𝐼𝑋ɳ,2(4) نشان داده خواهد شد. 
 

عددی  𝑛خمی هموار بوده و  𝑋چنانچه یف: تعر 7-1

صورت زیر ه ب 𝑋امین ضرب متقارن خم -𝑛طبیعی باشد، 
 : شودتعریف می

𝑋𝑑 ≔ 𝑋 × … × 𝑋/𝑆𝑑   که در آن𝑆𝑛  گروه متقارن
 است. 𝑑چند گونایی هموار از بعد  𝑋𝑑 است. 𝑛 مرتبهاز 

0شرط با  𝑟 و 𝑛اعداد طبیعی  به ازایتعریف:  8-1 <

2𝑟 < 𝑑 ی مجموعه𝑋𝑛
𝑟شود زیر طرحی از ، که ثابت می

 شود:است، به شکل زیر تعریف می 𝑋𝑛چندگونای هموار 

𝑋𝑛
𝑟:={𝐷 ∈ 𝑋𝑛|ℎ0(𝒪(D)) ≥ 𝑟 + 1} 

ای منسجم روی طرح بافه 𝟊 فرض کنیدتعریف:  9-1

منظم  -𝟊، 𝑛 عددی صحیح باشد. 𝑛بوده و  𝑋تصویری 

تساوی  𝑖شود هرگاه به ازای هر عدد طبیعی می گفته

𝐻i(𝟊(m − i)) =  برقرار باشد. 0
 

را ناویژه  𝑋روی خم هموار  𝐿کلاف خطی تعریف:  11-1

𝐻1(𝐿) گویند هرگاه داشته باشیم = 0. 

گوییم عددی طبیعی باشد.  𝑚فرض کنید تعریف:  11-1

رگاه نرمال است ه-𝑚خم  ℙ𝑛در فضای تصویری  𝑋خم 
 همریختی

 𝐻0(𝒪ℙ𝑛(𝑚))→ 𝐻0(𝒪𝑋(𝑚) باشد. پوشا 
 

 ℙ𝑛در فضای تصویری  𝑋گوییم خم تعریف:  12-1

خم  𝑚تصویری است هرگاه به ازای هر عدد طبیعی  نرمالِ

𝑋  درℙ𝑛 ،𝑚- .نرمال باشد 

را  𝑋هموار  روی خم 𝐿 کلاف خطیتعریف:  13-1

,𝑝 یاه به ازای هر دو نقطهپردامنه گوییم هرگ 𝑞  از خم𝑋 
 داشته باشیم

ℎ0(𝐿(−𝑝 − 𝑞)) = ℎ0(𝐿) − 2 .  
 

تیتا،  -یابِ پریمو بخش ،ℙ(𝜋ɳ)چندگونای پریمِ،

𝔼(𝜋ɳ)،  دارای برخی خواص مشابه با خواص ژاکوبی و
 که مخروط مماسیها هستند. از جمله اینتیتایِ خم یابِبخش

ای مربعی و شاملِ ، ابررویه𝔼(𝜋ɳ)پایایدر نقاطِ تکینی 

است. از طرف  Xاز خم  ɳ به متناظر متعارفِ –مدلِ پریم 

در بسیاری از خواص جالب  ℙ(𝜋ɳ)کهرغم ایندیگر، علی
ها مشترک است، در برخی دیگر با چندگوناهای ژاکوبیِ خم

ای با چندگوناهای ژاکوبی های عمدهخواص قابل ذکر، تفاوت
مماسی در نقاط تکینی  که مخروطِها دارد. از جمله اینخم

است،  6ی حداکثر ای مربعی از رتبه، ابررویه𝔼(𝜋ɳ)پایایِ
ها، در حالت ژاکوبی های مماسیدر حالی که مخروط

 هاییهستند. چنین تفاوت ۴ی حداکثر ای مربعی از رتبهابررویه
ای در گسترده های تحقیقاتیِی غنی و زمینهمنجر به هندسه

 اند. ی چندگوناهای آبلی شدهنظریه

 

، ℙ(𝜋ɳ)ی برخی از خواص در این مقاله به مطالعه

𝔼(𝜋ɳ) و𝑋ɳ پردازیم. ابتدا در مورد خم هموارمی𝑋  که در
است، ثابت  ۲وضعیت عمومی بوده و گونالیتی آن حداقل 

نرمالِ  ℙg−۲متعارفِ آن در  -پریم کنیم که هر مدلِمی
 تصویری است. 

های مربعی با ها و ابررویهدر مورد چندگوناهای ژاکوبیِ خم

که شامل مدلِ متعارفِ خمی جبری و هموار  ۴ی حداکثر رتبه
شرطی معادل با مخروطِ  [2]از مرجع 1.4ی باشند، قضیه

کند. هدف بعدی این مقاله بدست مماسی بودنِ آنها معرفی می
هایی است که شرط برای ابررویه آوردن شرطی مشابه این

 –بوده و شامل حداقل یک مدلِ پریم  ۴یمربعی و از رتبه
-۲هاییک خم هموار هستند. این هدف در قضیه از متعارف

 یها از قضیهشود. برای اثبات این قضیهمحقق می 3-3و 3
 ، به شکلی اساسی استفاده خواهد شد.9۴-9
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:𝜋فرض کنید  .قضیه 14-1 Y →  X شی پوش

 Y نقاطی از خم �̃�و  𝑝 باشد. اگر Xمضاعف و اتِاله از خم 

بوده  ℙ۲𝑔−۲خط گذرنده بر این دو نقطه، واقع در 𝐿�̃�,�̃�و 

 داشته باشیم  𝑋از 𝑝ای مانند و به ازای نقطه

𝜋−1(𝑝) = {�̃�, �̃�}، 

𝜑𝐾𝑋.𝜂(𝜋(𝑝))آنگاه تساوی = 𝐿�̃�,�̃� ∩ ℙ𝑔−۲ 
 برقرار خواهد بود.

 

 .[7]از مرجع 𝐶𝑙𝑎𝑖𝑚 1مراجعه شود به  .برهان

-گونال و مدلی پریم-۴های ی مثالی از خمئهمقاله را با ارا
رسانیم. یادآوری به اتمام می ۴متعارف از آنها در فصل

های صریحِ موجود از چندگوناهای کنیم که اغلب مثالمی

-3های ناهای پریم خمها، چندگوپریم عبارتند از ژاکوبی
ی گوناها های دوبیضوی وچندگونال، چندگوناهای پریمِ خم

هموارِ مسطح. مثال درست شده در  0ی های درجهپریم خم
ز اهمیت است که اولا متفاوت از ئاز این لحاظ حا ۴فصل
های موجود بوده و ثانیا شگرد ی این ساختارها و مثالهمه

با  های مسطحتعمیم به خم قابل آناستفاده شده در ساختار 
 های بالاتر است. گونالیتی

ه شویم که با تغییراتی جزیی در تکنیکِ استفاده شدمتذکر می
الاتر های بهای با گونالیتیتوان آن را به خمدر این مثال، می

نیز تعمیم داد. لذا، با ساختاری مشابه با ساختار مثال حاضر، 
تی گونالی های باخمی پریمِ گوناها چند هایی ازتوان مثالمی

 .بالاتر درست کرد
 

 با اندیسِ های عمومیِنرمالِ تصویری بودنِ خم. 2

 2كلیفردِ 

اند که ثابت کرده [4]نق در مرجعلَهربرت سرنزی و ادواردو 
در  3های با اندیسِ کلیفردِ حداقل پریم خم-متعارف مدلِ

ر د پریم، نرمالِ تصویری هستند.-فضای تصویریِ متعارف
کنیم. این بخش گام بعدی از کار سرنزی و لنق را تکمیل می

ابتدا لم زیر را، به دلیل ساده بودن برهانِ آن، بدون اثبات 
 کنیم.بیان می

                                                 
1 Riemann 
2Roch 

کلافی  𝐿خمی هموار بوده و  𝑋فرض کنید  .لم 2 -1

 -𝑛یک کلاف خطی  𝐿صورت باشد. در این 𝑋خطی روی 

𝑛)است اگر و تنها اگر منظم  −  𝐿(1)نرمال بوده و  -(1
 .اشدبناویژه 

 

های خم هموار بوده و در بین خم Xفرض کنید  .قضیه 2-2

عمومی باشد. همچنین فرض کنید  ۲با اندیس کلیفرد 
𝜋: 𝑌 → 𝑋 باشد که توسط  ۲ی نگاشتی اتاله از درجه

ɳ۲، با شرط ηخطی  کلافِ = ، القا شده است. در این 0

نرمالِ تصویری  ℙg−۲در  ،𝑋متعارف خم -پریم صورت مدلِ

𝐾𝑋خطی  است. همچنین کلافِ . 𝜂  روی چنین خمی، کلافی
 پردامنه است.

 

  ی دقیقعددی طبیعی باشد. دنباله 𝑚فرض کنید  .برهان

0 → 𝐼𝑋𝜂
(𝑚) → 𝒪ℙ𝑔−2(𝑚) →

𝒪𝑋𝜂
(𝑚)  → 0  

𝑚را در نظر بگیرید. در حالت  =  𝑋𝜂که ، با توجه به این1

حکم  اباشد، لذنمی  ℙ𝑔−2ای از مشمول در هیچ ابررویه

𝑚بدیهی است. فرض کنید  > ، برای اثبات 9.۲. بنابر لم 1

m-  نرمال بودن خم𝑋𝜂  کافی است ثابت کنیم خمی

(m + ی منظم است. بدین منظور، با استفاده از دنباله -(1

𝒪𝑋𝜂 کافی است ثابت کنیم که کلاف خطی ، فوق دقیق
ی بافه

𝑚- منظم است. به ازای𝑖 ≥ از ی صفرس، با استفاده از قضیه۲
 گروتندیگ، داریم:

𝐻𝑖 (𝑋𝜂 , 𝒪𝑋𝜂
(𝑚 − 𝑖)) = 0 

𝑖به ازای  = ی قضیه و ۲رخ - 9ی ریمان، با استفاده از قضیه9
 آوریمهای زیررا بدست میدوگانی سرِ ایزومرفیسم

𝐻1 (𝑋𝜂 , 𝒪𝑋𝜂
(𝑚 − 1)) ≅    

𝐻1(𝑋𝜂, (𝑚 − 1)𝐾𝑋 . 𝜂) ≅ 
(𝐻0(𝑋, (−𝑖 + 1)𝐾𝑋. 𝜂))⌄ = 0, 

 

 است. 𝑉نمایشگر دوگان فضای برداری ⌄𝑉که در آن 
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در  𝑋𝜂نرمال بودن  -mهای فوق اثبات ایزومورفیسمی 

ℙg−۲ برای اثبات پردامنه بودن کلافِ کنند.را تکمیل می 
𝐾𝑋خطی  . 𝜂 توجه داریم که به ازای نقاطی مانند ،𝑥 و𝑦 

ℎ0(𝐾𝑋 ، برقراری تساوی𝑋از . 𝜂(−𝑥 − 𝑦)) =

ℎ0(𝐾𝑋 . 𝜂) − را  𝑤و  𝑧مانند  𝑋وجود اعضایی از  1

 در روابط  𝑧، 𝑦، 𝑥 و 𝑤که کند به طوریایجاب می

2𝑥 + 2𝑦 ∼ 2𝑧 + 2𝑤 ∈  𝑔4
1 

𝑥و  + 𝑦 ≁ 𝑧 + 𝑤 عمومی  این با. کنندزیر صدق می

  .است درتناقض 𝑋 خم بودن
 

 4های مخروطی از رتبه . مماس 3

خمی هموار، تصویری و غیر ابربیضوی بوده  𝑋 فرض کنید

:𝜋ɳو  𝑌 → 𝑋 ی مضاعفِ القا شده توسط پوشش اتاله

برابر کلاف خطی  𝜂باشد که توان دوم  𝜂خطی  کلافِ
𝐾𝑋، بوده و کلاف خطی 𝒪𝑋 بدیهی، یعنی . ɳ  پردامنه

را با  𝔼(𝜋ɳ)در  ۲باشد. مکان هندسی نقاط با چندگانگی 
دهیم. همچنین نمایش می 𝑆𝑖𝑛𝑔2(𝔼(𝜋ɳ) ) نماد

در  ۴ یاز رتبه و ۲ی های درجهمکان هندسی ابررویه

ℙ(𝐻0(𝐾𝑋. ɳ))  که شامل خم𝑋ɳ  هستند، با نماد

𝐼𝑋ɳ,2(4) خواهد شد.  نشان داده 
 

𝐿 فرض کنید .قضیه 1-3 ∈ 𝑆𝑖𝑛𝑔2(𝔼(𝜋ɳ)) .

ای مربعی ، ابررویه𝐿ی در نقطه 𝔼(𝜋ɳ) مخروط مماسی

.ℙ(𝐻0(𝐾𝑋  در ɳ))  بوده و شامل𝑋ɳ  است اگر و فقط

.تکینگی پایا بوده و داشته باشیم:  𝐿اگر  ℎ0(𝐿) = ۴ 
 

𝐿فرض کنیمبرهان.  ∈ 𝑆𝑖𝑛𝑔2(𝔼(𝜋ɳ)) و𝑄 

 �̃�و  𝐿ی تکراری در نقطه 𝔼(𝜋ɳ)مخروط مماسی 
 𝐿ی در نقطه 𝑌یابِ تیتای خم مخروط مماسی بخش

.ℙ(𝐻0(𝐾𝑋  ای مربعی در ابررویه 𝑄اگر باشد.  ɳ))  و

 [5]از مرجع 6.2.5ی طبق نتیجه باشد آنگاه 𝑋ɳشامل 

.خواهیم داشت  ℎ0(𝐿) ≥ رقراری در صورت ب ۴

ℎ0(𝐿)نامساوی اکید  > ، ℎ0(𝐿)، بنابر زوج بودن ۴

ℎ0(𝐿) نامساوی ≥ اساس نیز برقرار خواهد بود. بر 6

                                                 
1Kempf 

ریمان نامساوی -9کمفی این نامساوی، قضیه

deg (�̃�) ≥ که مجددا با استفاده از  کندمی را ایجاب 6

deg (𝑄)ریمان نامساوی -ی کمفقضیه ≥ از آن  3
 نامساوی آخر در تناقض با تساوی نتیجه خواهد شد.

deg(𝑄) = ℎ0(𝐿)است. لذا تساوی  2 = حاصل  ۴
 . خواهد شد

با خاصیت  𝔼(𝜋ɳ)یک تکینگی پایا از  𝐿بالعکس اگر

ℎ0(𝐿) = به  [5]از مرجع 6.2.5ی نتیجهباشد،  4
کنند که مجدداً ایجاب می ریمان -کمف ی همراه قضیه

𝑋ɳ ⊂ 𝑄 ⊂ ℙ(𝐻0(𝐾𝑋. ɳ))  وdeg(𝑄) = ۲ .
 .کنداین اثبات قضیه را کامل می

 

𝐿فرض کنید  .قضیه 2-3 ∈ 𝑆𝑖𝑛𝑔2(𝔼(𝜋𝜂))  و

𝑄 ∈  𝐼𝑋ɳ,2(4) مماسی  مخروط𝔼(𝜋ɳ) ی در نقطه𝐿 
ی کشی کنندههای خطباشد. در این صورت یکی از خانواده

𝑄 ِری خطی کامل ،یک س𝑔𝑑
برد که در می 𝑋ɳ، روی خم 1

𝑔آن  − 3 ≤ 𝑑 ≤ 𝑔 − خطی  یو به ازای کلاف 1

۲𝒪(𝑔𝑑، تساوی 𝑇مانند 
1) ⊗ 𝑇 = 𝐾𝑋  .برقرار است 

 

𝑄اگر برهان.  = 𝑄𝐿 ∈ 𝐼𝑋ɳ,2(4) ِمخروط مماسی 

𝔼(𝜋ɳ)  در�̃� کشی های خطباشد، آنگاه یکی از خانواده

𝑔𝑑ی آن یک کننده
کرد. به ازای  القا خواهد 𝑋η، روی 1

𝑔𝑑خطی ، که به عنوان عضوی از سری𝐸یاب دلخواه بخش
1 

𝑑𝑖𝑚(〈𝐸〉) ، تساویشوددرنظرگرفته می = 𝑔 − 3، 
شود. رخ نتیجه می-ی ریمانشکل هندسی قضیه مستقیما از

𝑑راحتی نامساوی ه این تساوی ب = 𝑑𝑒𝑔(𝐸) ≥

𝑔 − ، که �̃�یاب هر بخشدهد. به ازای را نتیجه می 3

𝑌2𝑔−2عضوی از فضای 
، �̃�:= 𝒪(�̃�)است، با قرار دادن  3

〈�̃�〉منطبق بر فضای خطی  〈𝐸〉فضای خطی  ∩

ℙ(𝐻0(𝐾𝑋. ɳ)) [6]شد، مراجعه شود به مرجع خواهد .

𝜋ɳ با قرار دادن 𝑋ɳاز خم  𝑝ی به ازای هرنقطه
−1(𝑝) =

{𝑝, �̃�} شود کهمعلوم می (1.14)یقضیه بردن و با بکار 

𝑝 ∈ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝐸) اگر و تنها اگر {𝑝, �̃�} ⊆

 𝑆𝑢𝑝𝑝(�̃�) نامساوی دوم، یعنی .𝑑 ≤ 𝑔 − 1 ، 
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 ی مستقیم این نکته است. نتیجه

𝑔𝑑برای اثبات کامل بودن سری خطی 
فرض کنید به ازای  ،1

𝐷یابی مانند بخش ∈ ǀ𝑔𝑑
1 ǀ داشته باشیم ǀ𝑔𝑑

1 ǀ ⊆ ǀ𝐷ǀ .
وجود دارد به  𝛤یاب مثبتی مانند توجه داریم که بخش

ǀ �̃� ǀکه طوری = ǀ 𝜋ɳ
∗(𝐷) +  𝛤ǀ با فرض .

𝑔𝑑غیرکامل بودن سری خطی 
 های تساوی، 1

 �̃� ∩ ℙg−2 = [⋃�̃�∈ǀ�̃�ǀ〈�̃�〉] ∩ ℙg−2 =
ℙg−2, 

در  �̃�ن پایا بود مماسیِ که با مخروطِ خواهند بودبرقرار 
با توجه به  همچنین توجه داریم کهتناقض هستند. 

ℎ0(𝐾𝑋نامساوی  − 2𝑔𝑑
1) ≥ خطی  ، کلاف1ِ

𝑇 ≔ 𝐾𝑋 − 2𝑔𝑑
در تساوی ادعا شده در صورت  1

𝑑در حالت . کندقضیه صدق می = 𝑔 − -۲ی قضیه 1
  شکل زیر است:عکسی به دارای  3
 

𝑄فرض کنید .قضیه 3-3 ∈  IXɳ,2(4)  دارای این

ی آن کشی کنندههای خطخاصیت باشد که یکی از خانواده

𝑔𝑔−1 یک سری خطی کامل،
رد به بُمی Xɳ، روی خم 1

۲𝒪(𝑔𝑔−1که تساوی طوری
1 ) = 𝐾𝑋  برقرار است. با

خواهد  𝔼(𝜋ɳ)یک مخروط مماسی از 𝑄این مفروضات 
  بود.

 

�̃�:=𝜋∗(𝑔𝑔−1با قرار دادن  .برهان
1 از تساوی  (

۲𝒪(𝑔𝑔−1
1 ) = 𝐾𝑋 شود نتیجه می𝐿 ̃ ∈ 𝔼(𝜋ɳ) .

 همچنین توجه داریم که

ℎ0(𝑔𝑔−1
1 . 𝜂) ℎ0(�̃�) = ℎ0(𝑔𝑔−1

1 ) + . 

شود که هر کدام ، نتیجه میℙ𝑔−2 در 𝑄از ابررویه بودن 

داخل  ℙ𝑔−4یک  𝑄یکشی کنندهاز فضاهای خط

ℙ𝑔−2 ی رخ هندس-ی ریماناست. لذا با استفاده از قضیه

ℎ0(𝑔𝑔−1شود که معلوم می
1 . 𝜂) = . از این تساوی 2

ℎ0(�̃�)شود نتیجه می = ی خود تعلق که به نوبه ،4

𝐿 ̃ ∈ 𝑆𝑖𝑛𝑔2𝔼(𝜋ɳ) کند.را ایجاب می 

طی ، به ازای هر فضای خ(1.14)یبا استفاده از قضیه

�̃� ، با قرار دادن𝛬=〈𝐷〉با شرط  𝑄 در 𝛬مانند  =

                                                 
1 Martens 
2 Mumford 

〈𝜋∗(𝐷)〉  :خواهیم داشت�̃� ∩ ℙ𝑔−2 = 𝛬 لذا با .

�̃�، تساوی (1.14)یی مجدد از قضیهاستفاده ∩

ℙ𝑔−2 = 𝑄 د.کنشود که اثبات را کامل مینتیجه می 
 

و  𝟕 گونای با پریم –های متعارف . مثالی از خم4

 𝟒 گونالیتی

که ی دوم باشد به طوریخم مسطح هموار درجه 𝑋فرض کنید 
 𝑋تنها نقاط تکینگی گرهی برای  𝑧̅و  �̅� ،�̅�خط نقاط هم

:𝑖 همچنین فرض کنیدباشند.  𝐶 → 𝑋 سازی نرمال𝑋 
آوریم: گونا بدست می-باشد. با استفاده از فرمول درجه

𝑔(𝐶) = 7  . 

𝑖−1(�̅�) با فرض = {𝑥1, 𝑥2}،𝑖−1(�̅�) = {𝑦1,

𝑦2}  و𝑖−1(𝑧̅) = {𝑧1, 𝑧2}، قراردادن با همچنین و 

𝐻 = 𝑖∗(𝛰𝑋(1)) و  

∆= 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑧1 +  𝑧2  
ǀ5𝐻سری خطی  − ∆ ǀ  را روی خم𝐶 یاب و نیز بخش

𝐷12 ∈ 𝐶12 باشیم  گیریم که داشتهرا طوری در نظر می

۲𝐷12 ∈ ǀ0𝐻 − ∆ ǀدهیمها قرار می. با این فرض 

. ɳ = ۲𝐻 − 𝐷12 که بدیهی است 𝐾𝐶 = 3𝐻 −

معلوم  𝑧̅و  �̅� ،�̅�نقاط خط بودن همچنین با استفاده از هم. ∆

ɳ۲شود که می = گونال است. -4خمی هموار و  C. خم 0

 𝑧̅یا  �̅�، �̅�کشی خطوط گذرنده از هرکدام از نقاط در واقع پس

𝑔4یک 
 9ارتنسمی با استفاده از قضیهکنند. تولید می 𝐶روی  1

𝑑𝑖𝑚(𝑊6شود معلوم می ۲مامفرد -
1(𝐶)) ≤ دو نوع  .۲

𝑔6سری خطی 
از خطوط  ،وجود دارند. نوع اول 𝐶روی خم  1

 𝑝شوند. همچنین به ازای نقاط عمومی حاصل می ℙ۲واقع در

 ۲و نیز گذرنده از  𝑞و 𝑝ی مسطحِ مربعی گذرنده از هاخم 𝑞و 

𝑔6سری خطی  𝑧̅و  �̅� ،�̅�ی نقطه از سه نقطه
 𝐶روی خم  1

 کنند. به عبارت دیگرایجاد می
𝑔6

1 = 2𝐻 − 𝑥1 − 𝑥2 − y1 − 𝑦2 − 𝑝 − 𝑞 . 
 

𝑔6های خطی سرینوع دوم  هاسری این
ایجاد  𝐶روی خم را  1

𝑔6توان دید که هر سری خطی می .کنندمی
ه یکی ب 𝐶روی  1

 آید. شکل بدست می از این دو
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های وجود خم ،9فرانچسکو سوریای از براساس قضیه
، تکینگی 𝛿با تعداد مشخصی،  𝑑ی ناپذیر از درجهتحویل

  شود.ثابت می ،𝛿و  𝑑ای مشخص از معمولی در بازه

این قضیه در مورد وجود  . از طرف دیگر[7]مراجعه شود به
های آنها هایی، که حداقل سه تا از تکینگیچنین خم

کنیم که ثابت می لذادهد. خط باشند، پاسخی نمیهم

 3که دارای  6ی ناپذیر از درجههای تحویلی خمگردایه
ه ای ناتهی است. بخط باشند، مجموعهی تکینگی همنقطه

 کنیم:عبارت دیگر ثابت می
 

 6ی از درجه 𝑋ناپذیری مانند خم تحویل .هقضی 4 -1

به  وجود دارد ℙ2خط در ی تکینگی همبا سه نقطه

یابی مانند دارای بخش ،𝐶ی آن، که خم نرمال شدهطوری

𝐷12 2که است به طوری𝐷12 ∈ |5𝐻 − 𝛥| .

.KXخطی  همچنین با نمادهای فوق، کلافِ ɳ ِیک کلاف 
 خطی پردامنه است.

 

های مربعی و مسطح خم 𝑄2 و 𝑄1فرض کنید . برهان

برهم مماس  𝑡ی که فقط در یک نقطهباشند به طوری
ی دیگر ها در دو نقطهاین خم ،۲بزوی باشند. طبق قضیه

همدیگر را قطع خواهند کرد.  1با چندگانگی  �̅�و  �̅�مانند 

د. به ازای از این دو نقطه باش خط گذرنده 𝑙�̅�,�̅�فرض کنید 

مار بر  𝐿2و  𝐿1خطوطی مانند  𝑙�̅�,�̅�از  𝑧̅هر نقطه مانند 

z̅  موجودند به طوری که𝐿1 بر 𝑄1  و𝐿2  بر𝑄2  مماس

 با تعریف 𝑋1پذیر هستند. حال خم تحویل

ℎ = 𝑄1. 𝑄2. 𝐿1. 𝐿2      بوده و  6خمی از درجه

 . خط استی تکینگی معمولی و همتا نقطه 3دارای تعداد 
های مربعی مسطح مار بر نقاط فضای خم 𝒬فرض کنید 

�̅� ،�̅� و 𝑡  باشد وهمچنین فرض کنید𝑄1 هایی فضای خم

بر هم مماس هستند. در این  𝑡ی باشد که در نقطه 𝒬از 

𝑑𝑖𝑚(𝑄1)صورت  ≥ . با انتخاب یک جفت دیگر از 1

,�̅�1مانند  های مربعیخم �̅�2 از𝑄1  که مجزا از𝑄1 و 

𝑄2  هستند و نیز با انتخاب خطوط�̅�1, �̅�2 مشابه با 
دهیم: و متمایز از آنها، قرار می 𝐿2و  𝐿1خطوط  انتخاب

                                                 
1 Francesco Severi 
2Bezout 
3Bertini 

𝑘 = �̅�1. �̅�2. �̅�1. �̅�2.  مشابه با خم𝑋1 خم تعریف ،

دهیم، نشان می 𝑋2، که آن را با𝑘ای ند جملهشده توسط چ
است که نقاط  6ی پذیر و از درجهخمی مسطح، تحویل

تکینگی معمولی آن هستند. همچنین  نقاط �̅� ،�̅� 𝑧̅خط هم

 یدارای هیچ مولفه 𝑋2 و 𝑋1های توجه داریم که خم
لوم مع 3یی برتینحال با استفاده از قضیه نیستند. مشترک

𝜆𝑋1| شود که عضو عمومی سری خطیمی + 𝜇𝑋2| 

است که نقاط  6ی ناپذیر و از درجهخمی مسطح، تحویل

 تکینگی معمولی آن هستند.  نقاط  𝑧̅و  �̅� ،�̅�خط هم

𝜆𝑋1|عضوی عمومی از سری خطی  𝑋 در ادامه، اگر +

𝜇𝑋2| یابی مانند کنیم که بخشباشد، ثابت می𝐷12 ∈

𝑋12 2 کهموجود است به طوری𝐷12 ∈ ǀ5𝐻 − ∆ ǀ .

 �̅�، �̅� را متمایز از نقاط 𝑝3و  𝑝1 𝑝2،بدین منظور نقاط 
ی خمی مسطح ازدرجه 𝑇در نظر گرفته و فرض کنید  𝑧̅ و

، نقاط تکینگی معمولی آن 𝑝3و  𝑝1 𝑝2،باشد که نقاط  0
 𝑧̅و  �̅� ،�̅�مار بر نقاط  𝑇ید هستند. همچنین فرض کن

,𝑝4بوده و نقاط در وضعیت عمومی  … , 𝑝12 راروی𝑇 

، با خواص مطلوب در پاراگراف 𝑇در نظر بگیرید. وجود خم 
های قبل، به راحتی با استفاده از شمارشی ساده در مورد خم

 نتیجه خواهد شد. ℙ2واقع در  5ی درجه
 

موجود  𝐹مانند  6ی مسطح و از درجهتوجه داریم که خمی 

,𝑝1است که از نقاط  𝑝2, … , 𝑝12  گذشته و در نقاط
𝑝4, … , 𝑝12  بر خم𝑇 ه اثباتی از ئمماس است. برای ارا

های شویم که فضای خماین واقعیت، اولا متذکر می

بعدی است. از طرف  27فضایی  6ی مسطح و از درجه

,𝑝1بر نقاط  بودن رّدیگر ما 𝑝2, … , 𝑝12  و مماس بودن
,𝑝4در نقاط  … , 𝑝12 ی تکینگیو نیز داشتن سه نقطه 

های مسطح شرط روی خم 24حداکثر  z̅و  x̅ ،y̅خط هم

تحمیل خواهد کرد. این ملاحظه وجود خم  6ی و از درجه

 رساند. را به اثبات می 𝐹مطلوب 
یاب قبل، بدیهی است که بخش با نمادهای پاراگراف

𝐷12 ≔ 𝑝1 +  … + 𝑝12 یابی است که دارای بخش
 خواص مطلوب قضیه است.
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𝑔6با نمادهای فوق فرض کنید  .لم 2-4
سری خطی از  1

  نوع دوم باشد. دراین صورت

ℎ0(𝐾𝐶 . ɳ − 𝑔6
1) ≤ 3 

شود با یک محاسبه سرراست به سادگی معلوم میبرهان. 

 که

 𝐾𝐶 . ɳ − 𝑔6
1~3𝐻 − 𝐷12 + 𝑝 + 𝑞 −

𝑧1 −  𝑧2. 

 𝑞و  𝑝نقاط  "در وضعیت عمومی بودن" با استفاده از
 شود:معلوم می

ℎ0(3𝐻 − 𝐷12 + 𝑝 + 𝑞 − 𝑧1 − 𝑧2) =
ℎ0(3𝐻 − 𝐷12 − 𝑧1 −  𝑧2) ≤ ℎ0(3𝐻 −
𝐷12).  

 معی جی نگاشت همچنین با استفاده از متناهی بودن درجه
ǀ3𝐻 − 𝐷12ǀ × ǀ3𝐻 − 𝐷12ǀ → ǀ6𝐻 − 2𝐷12ǀ 

,𝐷1) یبا ضابطه 𝐷2) ↦ 𝐷1 + 𝐷2 شود معلوم می
 که

2ℎ0(3𝐻 − 𝐷12) − 2 ≤ ℎ0(6𝐻 − 2𝐷12) −
1.  

به سری  ۲𝐷12یاب با استفاده از فرض متعلق بودن بخش

ǀ0𝐻خطی  − ∆ǀ  با  ∆و هم ارز خطی بودن ǀ𝐻ǀ معلوم

ℎ0(6𝐻ود شمی − 2𝐷12) = این تساوی اثبات . 6
 کند.حکم را تکمیل می

 

𝑔6با نمادهای فوق، فرض کنید  .قضیه 3-4
سری  1

 متعارف بوده و داشته باشیم: -خطی از نوع دوم و نیم

۲𝑧1 + ۲𝑧2~۲𝑝 + ۲𝑞. 
ای ثابت از سری خطی نقطه 𝑧1همچنین فرض کنید 

ǀ 3𝐻 −  𝐷12ǀ یبوده ول 𝑧2 ای ثابت از این سری نقطه
صورت برقراری تساوی  خطی نباشد. آنگاه، در

ℎ0 (3𝐻 −  𝐷12) = Qی ، واریته3 =

⋃ 〈D〉D∈𝑔6
 ℙ0در 𝔼(𝜋ɳ)یک مخروط مماسی از  1

 خواهد بود.
 

رخ و -ی ریمانبا استفاده از شکل هندسی قضیهبرهان. 

 هایتساوی

 ℎ0(𝐾𝐶 . ɳ − 𝑔6
1) = ℎ0(3𝐻 − 𝐷12 −

𝑧1 − 𝑧2) = ℎ0(3𝐻 − 𝐷12 − 𝑧2) − 1 =
2                  

𝐷شود که به ازای هر نتیجه می ∈  ǀ 𝑔6
1ǀ  داریم

𝑑𝑖𝑚(〈𝐷〉) =   شود، که از آن نتیجه می3

dim(Q)=dim(⋃ 〈𝐷〉𝐷∈ ǀ 𝑔6
1 ǀ ) = 4 

𝑑𝑒𝑔(𝑄)و  = ۲ , 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑄) ≤  𝑄این بنابر .4

۲𝒪(𝑔6ی مربعی است. تساوی ابررویه
1) = 𝐾𝑋 

𝑔6بودن سری  متعارف -نیمای مستقیم از نتیجه
 است. 1

 3.3ی به وضوح از قضیه 𝑄حال مماس مخروطی بودن 
 .نتیجه خواهد شد
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