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 ۱۰/۰۶/۹۷ تاريخ پذيرش مقاله:    ۰۳/۰۹/۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
- يلرن مقاله ابتدا معادلات اويباشد. در ا Eباناخ  ي، مدل شده بر فضايبا بعد نامتناه ، احتمالاًيگروه ل يک Gد يفرض کن

معادلات  يعيم طبيلاگرانژ تعم-لريم. معادلات اويکن يم يل را معرفيراست در حضور پتانس يايپابا متر   Gيل لاگرانژ بر گروه
ک نقطه ثابت يک جسم صلب با يحرکت  يکيستم مکانياست. در بخش دوم، هندسه س يل يها فلدها و گروهيک بر منيژئودز
م که يده يشناسند. سپس نشان م ينام فرفره متقارن مبا  را معمولاً يکيستم مکانين سيم. ايکن يدان گرانش را مطالعه ميدر م

ک مثال از حالت يعنوان ان، بهيه با معادلات شناخته شده فرفره منطبق هستند. در پاين نظريمعادلات استخراج شده توسط ا
راسورو به يو-باتگروه  .ميپرداز يل ميراسورو در حضور پتانسيو- هلم بر گروه بات- ، به مطالعه معادلات کاماسايبعد نامتناه

ل يک پتانسيباشد و منظور ما از  يم يقيره از کلاس سوبولف با خط حقيدا يهايصورت حاصل ضرب گروه همه وابرسان
  .است يقيبه خط حق Gر از يک تابع مشتق پذي، G يبرگروه ل

  
  

  .هلم- لاگرانژ، جسم صلب، معادلات کاماسا-لري، معادلات اوي، اسپريلاگرانژ هاي کليدي: واژه
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  مقدمه - ۱
ک يبه عنوان ژئودز لاگرانژ-لريمطالعه جواب معادلات او

ن بار توسط يراست نخست يايپا يبامترها يل يهابر گروه
ن ي] ا۵ن و مارسدن در [ي] مطرح شد. اب۳, ۲آرنولد [

 يال بررسدهير ايال تراکم ناپذيحالت س يمسئله را برا
پس از  ط وجود جواب پرداختند.يکردند و به مطالعه شرا

  آن معادلات 
متناظر  يل يهاک بر گروهيعنوان ژئودزبه يمتعدد
 ].۱۲, ۱۳, ۱۰, ۱شدند [ يبررس
 يو معادلات يکيمکان يهاستميس ين مقاله به بررسيدر ا

 يم. پس از معرفيپرداز يم ل هستنديتابع پتانس يکه دارا
ها، به  ستمين سيمناسب متناظر با ا  ک و گروهيمتر

ک يت حرکت به عنوان شارژ ژئودزاستخراج معادلا
ن روش علاوه بر اثبات وجود جواب، به يم. در ايپرداز يم
 .شود يز توجه مين يط مرزيوسته نسبت به شرايرات پييتغ

ک يمرتبه دوم) متناظر با  يدان برداري(م ياسپر يمعرف
] مطرح ۵ن و مارسدن در [يابتدا توسط اب يکيستم مکانيس

و معادلات با  ير خطيز غينالدر بحث آ ين اسپريشد. ا
قت ي]. در حق۶است [ يا ژهيت وياهم يدار يمشتقات جزئ

ه حالات ممکن و يآنگاه کل شود يمعرف ين اسپرياگر ا
ک معادله ي يها عنوان جوابستم بهيک سيناميد
 يشوند. به علاوه با معرف يمشخص م يل معموليفرانسيد
اغتشاش، ه ينظر يبررس يل معموليفرانسين معادلات ديا

شود  يممکن م يدگيو ارتباط آنها با خم يداريانشعاب و پا
 ين بار به معرفينخست ين راستا ما براي]. در ا۱۱, ۶[

 يها م. گروهيپرداز يل ميبا تابع پتانس يل يها گروه ياسپر
بعد  ين قسمت ممکن است دارايمورد بحث در ا يل

وم ن مفهيا يباشند. پس از معرف يا نامتناهيو  يمتناه
دو مساله در حالت  يدر بخش نخست، به بررس ياساس

 .ميپرداز يم يو نامتناه يبعد متناه يها
 يشود که به بررس ين مثال در بخش دو مطرح مياول

3 در يک جسم صلبحرکت  ک نقطه ثابت و يبا  
ن جسم صلب، يپردازد. حرکت ا ير گرانش ميتحت تاث
در  يکيمکان يها ستمين سيتر از معروف يکيفرفره، 

ک جسم يستم شامل ين سيک است. ايک کلاسيمکان
ر گرانش يک نقطه ثابت است که تحت تاثيصلب با 
ن يا يکيو مطالعه توپولوژ يداريکند. در مورد پا يحرکت م

]. ۸, ۷انجام شده است [ ياريستم مطالعات بسيس
 ستم به عنوانين سيک ايناميد، ديم ديطور که خواه همان

با بعد  يک گروه ليبر  يک لاگرانژيمعادلات حرکت 
م که يده يقابل طرح است. در ادامه نشان م يمتناه

ه ما، بر معادلات يمعادلات استخراج شده توسط نظر
 .شوند يشناخته شده حرکت فرفره منطبق م

، به يک مثال از حالت بعد نامتناهيدر بخش سوم با ارائه 
در حضور  راسورويو-بات مطالعه معادلات حرکت بر گروه

راست  يايو متر پا يم. با انتخاب اگرانژيپرداز يل ميپتانس
)( بعد يمناسب بر گروه نامتناه 1SDs نشان  

 يل دارايلر لاگرانژ با تابع پتانسيم معادلات اويده يم
ج يل صفر باشد نتايکه پتانس يباشند و در حالت يجواب م
  .دشو ي] حاصل م۱۰مقاله [

  
با متر  يل يها لر لاگرانژ بر گروهيمعادلات او - ۲
  ليا و پتانسيپا

باناخ  يفلد مدل شده بر فضايک مني M ديفرض کن
 دي) باشد. به علاوه فرض کن Eيبا بعد نامتناه (احتمالاً

,بريمانير ا شبهي( يمانيک متر ري ( M و
MV ل) ير (تابع پتانسيپذ لينسفرايک تابع دي :

  يباشد. لاگرانژ
TML :  

)(,
2
1 gVvvMTv gg    

     
هر يبرا يطور موضعد. بهيريرا در نظر بگ

TMvg ),( نگاشت      
 )(:),(2

2 EELsymvgL   
  

2 نجايد که در ايريرا در نظر بگ ه مشتق نسبت ب يعني 
)( مولفه دوم و EEL sym همه توابع  يدهنده فضا نشان 

EE و متقارن از يخط وسته و دويپ E به   ياست (برا 
 ي] مراجعه شود). در حالت بعد متناه۴شتر به [يات بييجز
dimMjiji اگر yx  ,1),( TM يک نقشه براي  باشد  

 سيآنگاه ماتر
dimMkj

kj yy
L




,1

2

)( L2 معرف 
2باشد.  يم

TMvg هر ياگر به ازا ),( L2نگاشت 
2 )طور ا بهي

  س متناظر)يماتر يمعادل در حالت بعد متناه
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L يناتبهگون باشد، آنگاه لاگرانژ نامند. در  يا منظم مر 
مطرح شده منظم هستند.  يهاين مقاله تمام لاگرانژيا

  م.يکن يان مي] ب۴] و [۱ه بعد را از [يم و قضيمفاه
  

TTMTMS نگاشت. ۲,۱ف يتعر : ک يرا  
نگاشت يطور موضعم هر گاه بهينام يم ياسپر
EEE :X يراکه ب يطوروجود داشته باشد به 
TMvg هر ),(   م.يداشته باش 

)),(,,,(=),( vgXvvgvgS  
 

M خم. ۲,۲ف يتعر ),(:  ک يرا  
S ياسپر يک برايژئودز م هرگاه در معادله يناميم 

)(=))(( ل مرتبه دوميفرانسيد tSt '''    صدق کند. 
 

L ديفرض کن .۲,۳ه يقض منظم بر  يک لاگرانژي 
),,( يمانيفلد ريمن M دان ين صورت ميباشد. در ا 

TTMTMS مرتبه دوم يبردار :  وجود دارد به
TMvg هر يکه برا يطور ),( موضعاً 
)),(,,,(=),( vgXvvgvgS L  است و درآن  

122 )),((=),( vgLDDvgX L      
  و 

vvgLDDvgLD ).,(),(= 211   
  
S يها کيباشند. به علاوه ژئودز يم معادله  يها جواب 
  .لر لاگرانژ هستندياو
MIc م که خميکنيم يآور ادي : در معادله
  گاه معادله کند هر يلر لاگرانژ صدق مياو

 

  
لاگرانژ بر -لريادلات اومع يبرقرار باشد. در ادامه به بررس

 م.يپرداز يراست م يايپا يبا مترها يل يهاگروه
 سميزومورفيا

gGTG:  
),(),( 1vTRgvg

g


  
 

 
   د که ضابطهيريرا در نظر بگ

GGR g :     

hghRg توسط =)( اگر انتقال  .شوديمشخص م 
راست  يايد، آنگاه متر را پاباشن يزومتريها اراست

با  يلاگرانژ يهاستميچند که در مورد س نامند. هر يم
شناخته شده هستند  لر لاگرانژ کاملاًيل معادلات اويپتانس

ن يمتناظر با ا يبه مطالعه اسپر يچ مرجعي، اما ه ]۱۳[
ن روش معادلات با يها نپرداخته است. در ا يلاگرانژ

 يل معموليفرانسيدلات درا به صورت معا يمشتقات جزئ
ن حالت اثبات يم. در ايکن يان ميک) بيو ژئودز ي(اسپر

رات ييتغ ين معادلات و بررسيجواب ا ييکتايوجود و 
   .ممکن است يط مرزيهموار نسبت به شرا

  ديفرض کن
MU :  

  
   لانگرانژی ر باشد.يپذل) مشتقيک تابع (پتانسي

)(,
2
1),( gUvvvgL g   

  
  د.يريدر نظر بگ  Gا برر

  
فوق توسط معادله يلاگرانژ ياسپر .۲,۴ه يقض

)(=)( 1 vsTvs   شود که در آن يمشخص م 
  

).grad),(,,,(=),( 1 gggge URTBRTgs  

 
L فرم همتافته اثبات. L يمتناظر با لاگرانژ   
  است از عبارت

],)[,(],)[,(
)),(),,)((,(

12212121

2211

zzyxLzzyxL
wzwzyxL




],)[,(],)[,( 12222122 wzyxLwzyxL 
 

GTyx که در آن x),(   وTGTwz yxiii ),(1,2=),(  
L فرم باشند. برگردان يم  توسط نگاشت   را با 

Ls  ] ۱از [ ۴,۴,۲م. بنابر گزاره يده يش مينما=*
GTwv هر يبرا g,,,   :ميارد 

eggegggg

eggs

RTwRTvRT

wRTzwzvg









111

1

,],[,

,=)),(),,)((,(




)۱(  

  

))(),(())(),(( 12 tctcLDtctcLD
dt
d  
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TR که در آن R دهنده نگاشت مشتق نشان  باشد و  يم 
e را با ياست. مشتق تار يگروه ل يعضو همان FL  

GTwv هر يم که برايده يش مينما g,توسط ضابطه  

)(|=)( 0= twvL
dt
dwvFL t   

  
  ميده يشود. قرار م يف ميتعر

)()(=)( vLvvFLvE  . 
  

s مرتبه دوم يدان برداري] م۱ن صورت بنابر [يدر ا
Edi توسط معادله ss

*=  شود. با توجه  يمشخص م 
L يبه ضابطه لاگرانژ GTv هر يبرا  g   ميدار 

g

gt

t

vv

gUtvvtvv
dt
d

tvvL
dt
dvvFL







,=

))(,
2
1(|=

)(|=)(

0=

0=

 

   و

).(,
2
1=

)(,
2
1,=)(

gUvv

gUvvvvvE

g

gg




 

  
gggg  يپس برا  GGs :، GTw g و 

g   ميدار ,

.],[,

,),,(=
)),()),,(,)(,(

1

1

egg

eegg

s

wRT

wRTgX
wgXg














          )۲(  

 
  نيبنابرا

ee

e

wgU
wgdUwgEd




),(grad,=
)(,=),)(,(*


  

egegee wRTgURT   11 ),(grad,=   

  
Edi و طبق معادله ss

*=    :ميدار 

ege

eggge

RT

wRTgURTgX









],[,=

),(grad),(

1

11




 

egeRTad  1,=   

.,= 1
*

egeRTad    

  
GTw هر يچون به ازا g  معادله فوق برقرار است 

         پس
 

*
1 =)(grad),( adgURTgX

ge    

  
  يعني

)).(grad,,,(=
),(

1
* gURTadg

gs

ge 




 

 
  فرفره  -ک جسم صلبيشار ژئودز - ۳

=)( که يدر حالت nSOG يها باشد نگاشت 
gGTG: و T قابل محاسبه  يبه سادگ 

GTv هر يقت برايهستند. در حق g      ميدار 
),(=),(=)( 1

1


 vggvRTgv
gg  

  
. نيچن هم gg  =),(1  دياکنون فرض کن 
Gg و g ,,h و ))(),(( ttg  ييها خم 

t=0 باشند که در لحظه ),( از  g ),(با سرعت  h 
  ن صورتيکنند. در ا يعبور م

))()(|,,,(=

))(),((|=

),(

0=

1
0=

1
),(

tgt
dt
dggg

ttg
dt
d

hT

t

t

g











 

).,,,(=
(0))(0)(0)(0)',,,(=

ghggg
gggg






   

  
s يجه اسپريدر نت   شود ير مشخص ميبه صورت ز 

).grad,,,(=

)grad,,,(=
),(=),(

*

1
*1

11

Ugadggg

URTadgT
gsTvgsT

g

ggg



 















 

  
g ديحال فرض کن ),(: v  با شرط 
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GTtv tg )()(  يک خم انتگرال براي s   يعنيباشد  

.))((=)( tvstv
dt
d  

  
)(=)()(1 با قرار دادن tgtvtu   م کهينيب يم 

)()()()(=)()( tgtutgtutgtu
dt
d     

  
s و با توجه به ضابطه   ميريگ يجه مينت 

).()()()(=

)()(grad)()( )(
*

)(

tgtututu
tutuUtgtuad tgtu



  

  
   با ساده کردن عبات فوق معادله

)()(=)( 
   

   )(grad)(=)(

1

1
)(

*
)(

tgtvtu

tUgtuadtu
dt
d

tgtu





 

  
لر لاگرانژ در يد. معادله فوق، معادله اويآ يبه دست م

U ليحضور تابع پتانس  .باشد يم 
 
سه  يمعادلات حرکت فرفره در فضا -۳-۱ 

 يبعد
3 را در يجسم صلب ),( ع جرميبا توز  xt در  

t لحظه ن جسم در حال يد ايد. فرض کنيريدر نظر بگ 
ک نقطه آن، در يگرانش است و  يروير نيدوران تحت تاث

حرکت  يکيستم مکانين سيمبدا مختصات، ثابت است. ا
ن مدل به دنبال يکند. در ا يان ميسطح را ب يفرفره رو

  ين لاگرانژير فريافتن مقادي
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),( که در آن xt x ت ذرهيموقع  t در لحظه  را  

0 نيدهد. هم چن يش مينما که عمود بر يک بردار ي 
g سطح و در خلاف جهت گرانش است و ز ثابت ين 

] مراجعه ۱ا [ي] ۱۳شتر به [يات بييجز يگرانش است. (برا

 توان نوشت يد.) چون جسم صلب است ميکن
xtWxt )(=),( (3) که)( SOtW    و 

1}.=)(det  ,=  ; 3)(3Mat{
=(3)

33 AIAAA
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  م ين داريبنابرا

  

  
. که Wxy =   مي] دار۱۳بنابر [ 
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t
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p
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ydyyyI نجايکه در ا p  )(=  سيک ماتري 

33 ميده ين قرار مياست. هم چن يقيحق يهاهيبا درا  
 3)(=  ydyy  

  
  ر نوشتيتوان به صورت زي) را م۲ن معادله (يبنابرا

..
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),(=:Tr)( حال اگر t

pWVIWVB و 

0.=)(  pgpV آنگاه با فرض

)(),(
2
1=),( 11 pVpVpBVpL V  و با توجه به

:(3) يبرا ۲,۴گزاره  SOIW  و 
1= WWZميدار  

.grad= )(1)(

* VTRZadZ
dt
d
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(3))3( هر يجه برايدر نت SOTsoY I توان  يم 
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B چون فرم ف يراست است با توجه به تعر يايپا 
 ميان داريگراد
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 هر يشود که به ازايده ميد يد. به آسانيريرا در نظر بگ

3w معادلات  
xwxwk =)(  

)](),([=)( ykxkyxk    
yxykxkTr t .2=))()((  

   
)(=)(0 ن با قرار دادنيبرقرار هستند. بنابرا  tWt ،

))((=)( 1 tMkt  ،))((=)( 1 tzkt  و 
)(= 1 Yky  ) 3هر ي) برا۳در معادلهy جه ينت
 ميريگيم

)..(=).2(.2   ygyyt  
  

3y چون   دلخواه است، پس 
  gt =  

  
ZWWt علاوه معادلهبه =   دهديجه مينت 

)(= twt   

ه شناخته شد ک کاملاًيک کلاسين معادلات در مکانيکه ا
 د).يني] رابب۹مرجع [ ۱,۴مثال بخش  يهستند (برا

 
 يل رويهلم با پتانس-معادلات کاماسا - ۴

  ت ينها يبا بعد ب يل يها گروه
شده  يمعرف يهندس ين بخش با استفاده از ابزارهايدر ا

 هلم-کاماسا وجود جواب معادلات آب کم عمق يبه بررس
توسط  ن روش کهيم. ايپرداز يراسورو ميو-بر گروه بات

از  يکي] مطرح شد، ۵ن [ي] و مارسدن و اب۲آرنولد [
ک يقدرتمند در حل معادلات مربوط مکان يها روش

 .باشد يالات ميس
Ns ديفرض کن 1S باشد و  که باشد. گروه يره يدا 

مشتق مثبت)  ينگهدار (دارا جهت يهايهمه وابرسان
:11 مانند SS     را که در شرط 
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1 dxk
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)( کنند را با يصدق م 1SD s م. با توجه يده يش مينما 

ميده ي] قرار م۱۰[ يبه نمادگذار
)(=)( 11 SDSD ss راسورو يو-و آن را گروه بات

  يبرام. ينام يم
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)( ن عمليبا ا 1SDs شود.  يل ميتبد يک گروه ليبه  

)( ن گروهيا يجبر ل 1SVects آن  يباشد و اعضايم 
),( صورت زوج مرتب به v v هستند که  دان يک مي 

s يبردار  ره ويبر دا 2Lر با مشتقات يبار مشتق پذ   
,1 ياست. ضرب داخل يقيک عدد حقي
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  را بر 

)( 1SVect s م.يکن يف مير تعريصورت زبه  
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  ک متر ين متر را به يکنون با استفاده از انتقال راست اا

  



 

 ۸۳                                                                                               ليبا پتانس يل يها بر گروه يک هندسيلاگرانژ و مکان-لريمعادلات او
 

   

)( بر يمانير 1SDs تر  قيم. به طور دقيده يع ميتوس 
V̂ يبرا Ŵ و  )( در  1

ˆ SDT s
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  ميده يقرار م 
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11ˆˆ1ˆˆˆ H
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 دي] مراجعه شود). فرض کن۱۰شتر به [يات بيجزئ يبرا(
)( 1SDf s ۱ه يبر قضر باشد. بنايپذک تابع مشتقي 
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 ين لاگرانژيا ياسپر ۲,۴ه يبر قضد. بنايريرا در نظر بگ

   عبارت است از
)gradˆ,ˆ,ˆ,ˆ(=)ˆ,ˆ( ˆ1ˆ

*
ˆ fRTVadVVVs eV 

   

  
حل  ير است، پس دارايپذ نگاشت مشتقن يچون ا
ن معادله مشتقات يباشد. بنابرا ي(خم انتگرال) م يموضع

  لاگرانژ-لرياو يجزئ

fvadv
dt
d

ev grad= *   

  
حات بالا ياست. با توجه به توض يحل موضع يدارا

  توان نوشت يم

fvava
vvvvvvv

exx

xxxxtx

grad
32=)(1
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232



  

  
f که )(از  يريپذ لينسفرايتواند هر تابع د يم  1SD s

جواب  يفوق دارا يين، معادله با مشتقات جزيباشد. بنابرا
هموار  يط مرزين جواب نسبت شرايرات ايياست و تغ

ج مقاله يصفر باشد آنگاه نتا  fلياگر تابع پتانس .است
  شوند. يحاصل م ]۱۰[
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