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تعیین میدان جریان در پدیده سقوط ذرات رسوب در آب نزدیک به سکون با استفاده از حل 

 ضمنی کاملاًمعادله برگر دو بعدی با روش تفاضل محدود 

  3، حسین رهیده*2محمد واقفی ،1یرضایایمان 

 22-42-1333 تاریخ چاپ: 23-41-1331 تاریخ پذیرش: 11-40-1331 تاریخ دریافت:

 چکیده

وند. شیمباشد که در زبان ریاضی با معادله مخصوص به خود مدل یمی مختلف پارامترهایندهای فیزیکی، وابسته به فرا

 مگر هاآنیرخطی، چنان دشوار است که به دست آوردن جواب تحلیلی غیی که حل برخی از معادلات دیفرانسیل جزئی ازآنجا

مورد نظر در این تحقیق،  معادلهی عددی حل نمود. هاروشتوان با یمگونه معادلات را یناباشد، ینمیر پذامکاندر شرایط خاص 

ون سیال راکد یا نزدیک به سکون یرخطی وابسته به زمان است که پدیده سرعت سقوط ذره درغمعادله برگر در حالت دو بعدی 

 ابتدا این معادله با استفاده از کند. در این تحقیق برای حل معادله برگر دو بعدییممانند آب رسوب دار پشت یک سد را مدل 

 نهمچنیگسسته سازی شده و سپس برنامه نویسی شد. یرشرطی است غکه یک روش پایدار  0روش تفاضل محدود کاملاً ضمنی

تر تفاضل روش المان محدود( مقایسه شده است که دلالت بر همخوانی روش ساده) یگرددقت نتایج حل معادله با روش عددی 

 هاآنی متفاوت به دست آمده و نقش هازمانو  هالزجتتر المان محدود دارد. نتایج عددی برای محدود نسبت به روش پیچیده

رعت س ،کلی نتایج نشان داد که با افزایش لزجت و زمان طوربهک قرار گرفته است. در سرعت سقوط ذره مورد بررسی پارامتری

با افزایش زمان، مکان هندسی سرعت های ماکزیمم در جهت عمقی به کف بستر و در جهت طولی  یابد.یمسقوط ذره کاهش 

اهده ی نزدیک بستر مشهالبهدر  خصوصبهجریان رو به بالا( ) یمنفهمچنین سرعت عمقی  تر شدند.به سمت انتهای طول نزدیک

 .باشداز مکان ها و زمان ها می ی معلق بودن ذرات در بعضیدهندهنشانشد که 

 معادلات دیفرانسیل جزئی، معادله برگر، روش تفاضل محدود، سرعت سقوط ذرات رسوب کلیدی:واژه های 
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 مقدمه
ها مواد و ذراتی وجود دارد که در آن یالسدر بیشتر 

باشند یمشوند و با جریان سیال در حال حرکت ینمحل 

روند و دارای جابجایی یمی دیگر سوبهو از سویی 

گویند. حال اگر یمباشند؛ به این ذرات مواد معلق یم

ی در نظر گرفته شود که با سیال در حال جابجایی اذره

باشد آنچه مسلم است نیروی گرانش نیز به این ذره وارد 

ل در مسیر خود به هر دلیلی در زمان و شود. اگر سیایم

مکانی متوقف شود سیال به حالت سکون یا نزدیک به 

رسد. در این حالت آن ذره معلق تحت تأثیر یمسکون 

شود اما تحت تأثیر نیروی ینمنیروی حرکتی سیال جابجا 

نماید و مشخصاً از مکان اولیه یمگرانش شروع به جابجایی 

راکد شده است تغییر مکان داده  ی که سیالالحظهخود در 

ند و کیمو تحت تأثیر نیروی گرانش رو به پایین حرکت 

ی مواد گذاررسوبشود؛ به این پدیده یمدر بستر جمع 

مثال عملی این پدیده در هنگام توقف  گویند.یممعلق 

د. باشیمدر پشت یک بند انحرافی یا سد  هارودخانهجریان 

ت تحقائم )در این حالت رسوبات معلق در جریان با حرکت 

 یگذاررسوبتأثیر نیروی گرانش( در پشت دیواره سد 

مخزن مرده یا  سدهاکنند. به همین دلیل در طراحی یم

کنند تا در بعضی مواقع مقداری یمدریچه رسوبگیر طراحی 

ی در گذاررسوباز رسوبات را خارج نمایند. همچنین 

شکل مثالی  Tآبشکن ها ی  خصوصاًدست آبشکن ها یینپا

معلق  ذرات .کندیدیگر از تهنشینی رسوبات معلق را بیان م

ی متفاوتی هاسرعتی متفاوت دارای هامکانو  هازماندر 

حاکم بر  یاضیمدل ر 1استوکس-معادله ناویر باشند.یم

 یا یعات)اعم از مایالات س ینامیکو د یاناتحرکات، جر

ی دامنهدهد که حل کامل آن در یم لشکرا ا( گازه

فیزیکی بسیار دشوار است. معادله برگر در واقع همان 

و  معادله حرکت تراکم ناپذیر بدون ترم گرادیان فشار

 ی انتقال و پخش معادلات هاترممعادله پیوستگی است که 

. این معادله یک مدل ساده باشدیمرا دارا  تراکم ناپذیر

ی فیزیکی مانند حرکت هاانیجربرای فهم مسائل و 

ی هاندیفراسیالات، آشفتگی و تلاطم در هیدرودینامیک، 

، (V.I. Rizun and Iu. K. Engel’Brekht, 1975)امواج

 
1 Navier-Stokes equation 

2 Shock waves 
3 Jet flows 

0 gas dynamics 

ی مرزی، انتشار در محیط متخلخل، سرعت هاهیلابررسی 

 2امواج شوکسقوط ذرات رسوب در سیال راکد و 

این  .باشدیم (S. Watanabe et al., 1997)ی(اضربه)

معرفی شد  Bateman (1915) معادله برای اولین بار توسط

 پس .که راه حلی را برای حالت ماندگار این معادله ارائه داد

یک مدل  عنوانبه Burgers (1939,1948) توسط از آن

 بنابراین این معادله به. ریاضی برای آشفتگی تلقی شد

ی ی زیادکاربردهامعادله برگر شهرت یافت.  "معادله برگر"

 .L)3های ریزشییانجرهای دیگری مانند ینهزمدر 

Kofman and A.C. Rage, 1992)، 0دینامیک گاز(S. 

Albeverio et al., 1979)  .ی اخیر هاسالدر و... دارد

ی حل عددی متفاوتی برای حل معادلات برگر به هاروش

 .شودیماشاره  هاآنکار گرفته شده است که به چند مورد 

برای حل مسائل مقدار  المان محدود چند روش عددی

 Arminjon and مرزی معادلات برگر دو بعدی توسط-اولیه

Beauchamp (1979) شرح داده شد. Shu and Richards   

یم تعمبا استفاده از روش دیفرانسیل کوادرچر   (1992)

استوکس -( حل عددی معادله دو بعدی ناویرGDQیافته )

حل معادله برگر در فضای یک  .تراکم ناپذیر را ارائه دادند

 (DAFs)ا استفاده از توزیع توابع تقریبی بعدی و دو بعدی ب
برای گسسته سازی مکانی و استفاده از بسط تیلور برای 

 .ارائه گردید et al. (1998) Weiگسسته سازی زمانی توسط
(2000) Zaki ز معادله برگر به نام معادله نوعی اKDV  را

 اسپیلاین-بی ارزیابی و سپس به روش عددی اجزاء محدود

کوپل معادله  Abdou and Soliman (2005)حل نمود. 

کرده و سپس  حل را با استفاده از روش تکرار متغیر 5برگر

مقایسه  6ADMاز روش  آمدهدستبه نتایج خود را با حل

دریافتند که روش تکرار متغیر  هاآننمودند؛ در انتها 

از  Khater et al. (2008) باشد.یم ADM تر از روشیقدق

ی مختلف معادله هافرمروش همبستگی چبیشف برای حل 

نتایج حل عددی را برای هر فرم  هاآنبرگر بهره بردند؛ 

وش خود را از دیگر نتایج معادله ارائه داده و دقت بالای ر

 .قبلی نشان دادند

 Haq et al. (2009) معادله KDV ارزیابی کرده و  را

به حل عددی این معادله  1ی بدون شبکههاروشبا 

5 Coupled Burger’s equation 

6 Adomain Decomposition 
1 Mesh-Free 
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نوعی از معادله برگر به نام  Rady et al. (2010) .داختندپر

را معرفی کرده و حل این معادله را با  1بوزینسک-برگر

 Tamsir and Srivastava (2011) .ارائه دادند h  tanروش
را برای حل معادله دو  2روش تفاضل محدود نیمه ضمنی

با مقایسه نتایج حل خود با  هاآنبعدی برگر به کار بردند. 

روش مورد مطالعه را  ،نتایج حل دقیق و عددی قبلی

حل عددی نوعی از  Diaz et al. (2011) .کاربردی یافتند

 حل هاآنهاکسلی را ارائه دادند؛ -معادله برگر به نام برگر

را برای فواصل شبکه متفاوت مورد بررسی قرار داده و 

روش دیفرانسیل کوادرچر . خطاهای مربوطه را شرح دادند

 Vaghefi etبعدی برگر توسط یک المانی برای حل معادله

al. (2012)  پس از نشان دادن  هاآنبه کار گرفته شد؛

همگرایی روش مورد مطالعه توسط مقایسه با روش حل 

دقیق، اثرات ویسکوزیته سینماتیکی را بر روی پارامتر 

یرخطی غ. برای حل معادله سرعت مورد مطالعه قرار دادند

لاین اسپی-بی از روش دیفرانسیل کوادرچر بعدی برگریک

 Arora andتوسط )DQM-MCB( شدهاصلاح 3مکعبی

Singh (2013)  استفاده شد .Wazwaz (2014)  حل عددی

اده یافته را با استفیم تعمی برگر بعدسهمعادله دو بعدی و 

 Zhanlav et. ارائه داد Hopf–Coleاز روش تغییر متغیر 

al. (2015)  برای حل معادله ناماندگار برگر از طرح تفاضل

نتایج خود را با نتایج  هاآنمحدود مرتبه بالا بهره بردند؛ 

ل . ححل دقیق برای اعداد رینولدز متفاوت نزدیک یافتند

ل دیفرانسی روش با استفاده ازعددی معادله دو بعدی برگر 

 .et alتوسط شدهاصلاحاسپیلاین مکعبی -کوادرچر بی

(2016)  Shukla  .با مقایسه نتایج  هاآنبه کار برده شد

روش مورد مطالعه  ،خود با نتایج عددی دیگر و حل دقیق

 روش Zheng et al. (2017). یافتند قبولقابلرا مؤثر و 

تفاضل محدود جدیدی را روی دامنه نامحدود با دو شرط 

یرخطی و شرط اولیه خطی برای حل معادله غمرزی 

 .بردند کاربعدی برگر به غیرهمگن یک

در این تحقیق با استفاده از روش تفاضل محدود کاملاً 
یک روش پایدار غیر شرطی است پرداخته می  ضمنی که

شود و میدان جریان و توزیع سرعت های طولی و عمقی 
در هر دو جهت طولی و عمقی و هم چنین نقش پارامتر 

رعت های سقوط مورد بررسی های لزجت و زمان بر روی س
 .گیردمیقرار 

 

 
1 Boussinesq–Burgers equation 

2 Semi-implicit 

 هاروشمواد و 
ی که در این تحقیق مورد بررسی قرار امعادله

 بینییشپبرای  باشد کهیم گیرد، معادله برگر دو بعدییم
 مناسبسرعت سقوط ذرات رسوب در آب نزدیک به سکون 

 :است
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ترتیب سرعت سقوط ذرات رسوب  به v و u که در آن

 .باشدیمرینولدز  بعدیب عدد Re در جهت طولی و عمقی و

. دباشیمشده معادله برگر  بعدیبمعادله فوق در واقع فرم 

1در اینجا 

𝑅𝑒
)ضریب لزجت سینماتیکی( نشان داده  υبا   

شده است. شرایط اولیه و مرزی برای حل این معادله 

 :شودیمزیر تعریف  صورتبه

 شرایط اولیه

     , , 0 sin sin  ,u x y x y   

        , , 0 sin sin 2     sinv x y x x y     

    sin 2 ,y       

 0 1   ,   0 1 . x y                  

 یمرزشرایط 
     , 0, 0,          ,1, 0,         0, , 0,u x t u x t u y t  

     1, , 0,          , 0, 0,         ,1, 0,u y t v x t v x t  

   0, , 0,          1, , 0       ,  t 0  . v y t v y t   

 ضمنی برای کاملاًدر این تحقیق روش تفاضل محدود 

حل معادله برگر دو بعدی با شرایط اولیه و مرزی مشخص، 

شود. نتایج محاسبه شده با نتایج حل عددی یماستفاده 

 .گرددیمدیگر مقایسه 

 روش حل

تقریب گسسسسسسسسته  , ,u x y t  و , ,v x y t  در هر

 یبندشسسسبکسه نقطسه     1 , 1 , ( 1)x i y j t n        

ط  𝑢𝑖,𝑗تسسسوسسسسسس
𝑛و

,

n

i j
v گسسسرددیمسسس مشسسسسسخسسسص

1, 2,  n   1, 2, , ; 1, 2, , ;
x y

i N j N      که
x

N 

3 cubic B-spline 
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 و
y

N به ترتیب تعداد نقاط دقت در جهتx و y بوده 
1و  / ( 1)

x
x N    ی در جهتبندشسسسبکهسسسسایزx  و

1 / ( 1)
x

y N    ی در جهت بندشسسبکهسسسایزy وt 
 .باشدیممیزان افزایش زمان  یدهندهنشان

برای گسسته سازی از تفاضل  1با توجه به شکل 
استفاده شده است که نسبت به تفاضل  1محدود مرکزی

 باشد.یممحدود پسرو و پیشرو از دقت بالاتری برخوردار 
 تصوربهضمنی  کاملاًگسسته سازی تفاضل محدود 
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برای خطی سازی سیستم غیرخطی معادلات فوق از 
 ,.Vaghefi et al)شودیماستفاده  2رافسون-روش نیوتن

2012) . 

 کاملاًمحاسبات عددی مربوط به روش تفاضل محدود 
 ضمنی با استفاده از شبکه یکنواخت انجام شد.

 
ی به روش تفاضل بندشبکهشکل شماتیک  -5شکل 

 محدود

 نتایج عددی

برای لزجت های  𝑣و  𝑢ی هاسرعتحل عددی برای 
ی متفاوت در نقاط هازمانسینماتیکی متفاوت و 

آورده  1ی به دست آمد که نتایج آن در جدول بندشبکه
 شده است.

 ریمقاد شودیممشاهده  1که در جدول  طورهمان
ی متفاوت به هایبندشبکهی طولی و عمقی با هاسرعت

دست آمده و نتایج، همخوانی خوبی را با روش پیچیده 
دهد. با افزایش تعداد نقاط شبکه، المان محدود نشان می

و خطای  شودیم ترکینزدنتایج به روش المان محدود 
 ی دارد.ترکم

و مقایسه با روش المان  t=05/0و زمان  5نمونه برای لزجت معادل  عنوانبه vو  uی طولی و عمقی هاسرعتمقادیر  -5جدول 

 .(P. Arminjon and C. Beauchamp, 1979)محدود

 حاضر روش المان محدودروش  

شبکه نقاط 

 بندی
 هاسرعت

∆𝑥 = ∆𝑦= 1 80⁄  

∆𝑡 = 1 3000⁄  

∆𝑥 = ∆𝑦= 1 20⁄  

∆𝑡 = 1 1000⁄  

∆𝑥 = ∆𝑦= 1 40⁄  

∆𝑡 = 1 1000⁄  

∆𝑥 = ∆𝑦= 1 40⁄  

∆𝑡 = 1 2000⁄  
 خطای مطلق

𝑥 = 0.1 

𝑦 = 0.1 

𝑢 

𝑣 

4125133/4 

031324/4 

4123303/4 

0024352/4 

4123060/4 

0041440/4 

4121045/4 

0362510/4 

4442266/4- 

4403310/4- 

𝑥 = 0.2 

𝑦 = 0.8 

𝑢 

𝑣 

211330/4 

121311/4- 

2110301/4 

131643/4- 

2110213/4 

136613/4- 

2114241/4 

134353/4- 

4143133/4 

443602/4 

𝑥 = 0.4 

𝑦 = 0.4 

𝑢 

𝑣 

121116/4 

65214/1 

1202523/4 

666253/1 

1233166/4 

663316/1 

1221352/4 

6511153/1 

4411132/4- 

4464153/4- 

 
1 Central finite difference 2 Newton-Raphson method 
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𝑥 = 0.7 

𝑦 = 0.1 

𝑢 

𝑣 

241401/4 

4611123/4 

2452041/4 

4535415/4 

2451533/4 

4640502/4 

24031062/4 

4630463/4 

4433366/4- 

44314350/4 

𝑥 = 0.9 

𝑦 = 0.9 

𝑢 

𝑣 

4130633/4 

4130043/4 

4136445/4 

4153633/4 

4135123/4 

4151614/4 

4135251/4 

4106506/4 

4444613/4- 

4412131/4- 

در جهت  u ی توزیع سرعت طولیدهندهنشان 2شکل

 25/4ی مشخص برای ضریب لزجت هاطولعمقی برای 

الف برای شرایط اولیه -2. در این حالت در شکل باشدیم

و  x=6/4 نیهمچنو  x=2/4 و x=1/4 یهاتیموقعدر 

0/4=x سرعت طولی شودیمی یکسانی مشاهده هاسرعت .

به میزان حدود  2/4نسبت به طول  0/4ماکزیمم در طول 

ب برای زمان -2است. در شکل  افتهیشیافزادرصد  1/61

1/4=t  مقدار سرعت طولی ماکزیمم  0/4و موقعیت طولی

درصد نسبت به زمان اولیه کاهش پیدا  11به حدود 

سرعت طولی  t=25/4ج برای زمان -2. در شکل کندیم

درصد  2/32حدود  x=2/4 نسبت به x=6/4در  ماکزیمم

 x=6/4نسبت به  x=1/4 اما این مقدار در ابدییمافزایش 

. در این حالت مکان ابدییمدرصد کاهش  5/01 حدود

یکسان  هاطولهندسی سرعت طولی ماکزیمم برای همه 

د برای -2. در شکل دهدیمرخ  y=55/4است و در عمق 

 نسبت به x=6/4ماکزیمم در سرعت طولی  t=5/4زمان 

2/4=x  اما این مقدار در  ابدییمدرصد افزایش  1/13حدود

1/4=x 6/4 نسبت به=x ابدییمدرصد کاهش  5/56 حدود .

در این حالت مانند حالت قبل مکان هندسی سرعت طولی 

عمق یکسان است و در  هاطولماکزیمم برای همه 

525/4=y  طوربهکه مشخص است  طورهمان. دهدیمرخ 

کلی با افزایش زمان از مقدار سرعت طولی در جهت عمقی 

 1/4برابر شدن زمان )از  5مثال با  عنوانبه. شودیمکاسته 

( مقدار سرعت طولی ماکزیمم در جهت عمق در 5/4به 

 درصد کاهش یافته است. 11به حدود  0/4موقعیت طولی 

 )الف( )ب(

 )ج(   )د(   

 ج(، t=5/0ب( ، t=0ی متفاوت: الف( هازمان( و υ=21/0در جهت عمقی ) uی از توزیع سرعت طولی انمونه -2شکل 

21/0=t 1/0 د( و=t. 

در  uی توزیع سرعت طولی دهندهنشان 3 شکل

ی مشخص برای ضریب لزجت هاطولجهت عمقی برای 

سرعت  t=1/4الف برای زمان -3در شکل  .باشدیم 45/4

 3/112 حدود x=2/4 نسبت به x=6/4طولی ماکزیمم در 

نسبت به  x=1/4اما این مقدار در  ابدییمدرصد افزایش 

6/4=x  در این حالت ابدییمدرصد کاهش  6/34حدود .

1 
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 یطوربهاست مکان هندسی سرعت طولی ماکزیمم متغیر 

به ترتیب در عمق  0/4و  2/4ی طولی هاتیموقعبرای  که

 515/4در عمق  1/4و  6/4ی هاطولو برای  625/4و  6/4

با افزایش  t=25/4 ب برای-3. در شکل دهدیمرخ  5/4و 

 یطوربه. کندیمطول سرعت ماکزیمم طولی افزایش پیدا 

افزایش درصد  5/156 حدود x=2/4نسبت به  x=1/4در  که

سرعت  t=5/4ج برای زمان -3پیدا کرده است. در شکل 

 6/244 حدود x=2/4 نسبت به x=1/4طولی ماکزیمم در 

. مکان هندسی سرعت طولی ابدییمدرصد افزایش 

 x=1/4 در 1/4به عمق  x=2/4در  15/4ماکزیمم از عمق 

 تغییر یافته است.

 )الف(                               

 )ب(                                 

 )ج(                                 
در جهت  uی از توزیع سرعت طولی انمونه- 9شکل 

، t=5/0ی متفاوت: الف( هازمان( و υ=01/0عمقی )
 .t=1/0 ج( و t=21/0 ب(

با افزایش زمان از مقدار سرعت ماکزیمم طولی کاسته 

. به طوریکه دهدمیی شود و در عمق های بیشتری رخ م

مقدار سرعت ماکزیمم طولی نسبت به  t=5/4و  x=0/4در 

1/4=t  درصد کاهش یافته است. مکان  6/111حدود

و موقعیت  t=1/4هندسی سرعت طولی ماکزیمم در زمان 

تغییر  t=5/4در زمان  15/4به عمق  6/4از عمق  2/4طولی 

 یابد.می

نتیجه گرفت که  توانیم 3و  2 یهاشکلبا مقایسه 

با کاهش لزجت، سرعت طولی در جهت عمقی افزایش 

 1/4و موقعیت طولی  25/4برای زمان  که یطوربه. ابدییم

مقدار سرعت طولی ماکزیمم در جهت عمقی برای لزجت 

درصد افزایش پیدا  12حدود  25/4نسبت به لزجت  45/4

مکان هندسی سرعت طولی  کهنیاکرده است. نکته دیگر 

زیمم در جهت عمق با کاهش لزجت به کف بستر ماک

مکان  t=5/4 مثال برای زمان عنوانبهخواهد شد.  ترکینزد

نسبت به  45/4هندسی سرعت ماکزیمم در لزجت معادل 

درصد به کف بستر نزدیک  0/52حدود  25/4لزجت 

 .شودیم

ی مقادیر و مکان هندسی دهندهنشانالف -0شکل 

و لزجت های  t=1/4ی زمان برا vسرعت ماکزیمم عمقی 

 45/4. برای لزجت معادل باشدیممتفاوت در جهت عمقی 

 x=2/4نسبت به  x=0/4مقدار سرعت ماکزیمم عمقی در 

ی طولی هاتیموقعدرصد افزایش یافته اما در  1/23حدود 

ی قبلی هاطولبا کاهش این مقدار نسبت به  1/4و  6/4

حدود  x=0/4نسبت به  x=6/4در  که یطوربهوجود دارد، 

1 
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. برای لزجت معادل شودیمدرصد کاهش مشاهده  1/11

نسبت به  x=0/4مقدار سرعت ماکزیمم عمقی در  1/4

2/4=x  ی هاتیموقعدرصد افزایش یافته اما در  0/23حدود

ی هاطولبا کاهش این مقدار نسبت به  1/4و  6/4طولی 

 x=0/4 نسبت به x=6/4در  که یطوربهقبلی روبرو هستیم 

. با افزایش شودیمدرصد کاهش مشاهده  3/11حدود 

ی هاعمقو در  شودیملزجت از مقدار سرعت عمقی کاسته 

و  1/4مثال در لزجت معادل  عنوانبه. دهدیمکمتری رخ 

مقدار سرعت عمقی ماکزیمم نسبت به  6/4موقعیت طولی 

و در  ابدییمدرصد کاهش  3/11حدود  45/4لزجت معادل 

مقدار سرعت عمقی  6/4و موقعیت طولی  25/4لزجت 

درصد کاهش  3/52حدود  1/4ماکزیمم نسبت به لزجت 

. مکان هندسی سرعت عمقی ماکزیمم در لزجت ابدییم

 015/4به عمق  525/4از عمق  0/4و موقعیت طولی  45/4

 .ابدییمتغییر  1/4در لزجت معادل 

ی مقادیر و مکان هندسی دهندهنشانب -0شکل 

و لزجت های  t=5/4ماکزیمم عمقی برای زمان  سرعت

 45/4. برای لزجت معادل باشدیممتفاوت در جهت عمقی 

 x=2/4نسبت به  x=6/4مقدار سرعت ماکزیمم عمقی در 

ی طولی هاتیموقعدرصد افزایش یافته اما در  0/61حدود 

ی قبلی مشاهده هاطولبا کاهش این مقدار نسبت به  1/4

حدود  x=0/4نسبت به  x=1/4در  که یطوربه شودیم

مقدار  1/4. برای لزجت معادل ابدییمدرصد کاهش  2/03

حدود  x=2/4نسبت به  x=6/4سرعت ماکزیمم عمقی در 

 x=6/4نسبت به  x=1/4در درصد افزایش یافته اما  1/60

. با افزایش لزجت از ابدییمدرصد کاهش  2/53حدود 

ی هاعمقو در  ودشیممقدار سرعت ماکزیمم عمقی کاسته 

و  1/4مثال در لزجت معادل  عنوانبه. دهدیمکمتری رخ 

مقدار سرعت عمقی ماکزیمم نسبت به  1/4موقعیت طولی 

و در  ابدییمدرصد کاهش  5/32حدود  45/4لزجت معادل 

مقدار سرعت عمقی  1/4و موقعیت طولی  25/4لزجت 

درصد کاهش  2/035حدود  1/4ماکزیمم نسبت به لزجت 

. مکان هندسی سرعت عمقی ماکزیمم در لزجت ابدییم

 625/4به عمق  115/4از عمق  0/4و موقعیت طولی  45/4

 .ابدییمتغییر  1/4در لزجت معادل 

دریافت که با  توانیمب -0الف و -0با مقایسه شکل 

افزایش زمان از مقدار سرعت ماکزیمم عمقی کاسته 

 که یطوربه. دهدیمی بیشتری رخ هاعمقو در  شودیم

مقدار سرعت  t=5/4و  x=0/4و  25/4در لزجت معادل 

درصد  1/130حدود  t=1/4ماکزیمم عمقی نسبت به 

کاهش یافته است. مکان هندسی سرعت عمقی ماکزیمم 

از عمق  0/4و موقعیت طولی  1/4، لزجت t=1/4در زمان 

 .ابدییمتغییر  t=5/4در زمان  625/4به عمق  015/4

الف که مقادیر و مکان -5شکل همانطور که در 

و  t=1/4زمان را برای  uهندسی سرعت ماکزیمم طولی 

، مشاهده دهدیملزجت های متفاوت در جهت طولی نشان 

مقدار سرعت ماکزیمم  45/4برای لزجت معادل  شودیم

درصد  1/144 حدود y=2/4نسبت به  y=6/4طولی در 

این مقدار نسبت به  y=1/4افزایش یافته است، اما در عمق 

افزایش  2/4کاهش و نسبت به عمق  6/4و  0/4ی هاعمق

درصد  6/16حدود  y=6/4نسبت به  که یطوربهیافته 

درصد افزایش یافته  1/13حدود  y=2/4کاهش و نسبت به 

مقدار سرعت ماکزیمم طولی  1/4است. برای لزجت معادل 

 درصد افزایش 1/145حدود  y=2/4نسبت به  y=6/4در 

این مقدار نسبت به عمق  y=1/4یافته است، اما در عمق 

6/4=y  با افزایش لزجت از  .ابدییمدرصد کاهش  31حدود

 شودیممقدار سرعت ماکزیمم طولی در جهت طول کاسته 

مثال در لزجت  عنوانبه. دهدیمی کمتری رخ هاطولو در 

مقدار سرعت طولی ماکزیمم نسبت  0/4و عمق  1/4معادل 

 ابدییمدرصد کاهش  1/11حدود  45/4جت معادل به لز

مقدار سرعت طولی ماکزیمم  0/4و عمق  25/4و در لزجت 

. ابدییمدرصد کاهش  6/34حدود  1/4نسبت به لزجت 

و  45/4مکان هندسی سرعت طولی ماکزیمم در لزجت 

در لزجت معادل  6/4به طول  125/4از طول  2/4عمق 

 .ابدییمتغییر  25/4

 )الف(                               
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 )ب(                                

 vی از توزیع سرعت ماکزیمم عمقی انمونه- 4شکل 

و ب(  t=5/0ی الف( هازماندر جهت عمقی و برای 

1/0=t. 

مقادیر و مکان هندسی  کهب -5با توجه به شکل 

و لزجت های  t=5/4سرعت ماکزیمم طولی را برای زمان 

، برای لزجت معادل دهدیممتفاوت در جهت طولی نشان 

مقدار سرعت ماکزیمم طولی در جهت طول افزایش  45/4

حدود  y=2/4نسبت به  y=1/4در  که یطوربه ابدییم

 1/4درصد افزایش یافته است. برای لزجت معادل  3/101

 y=2/4نسبت به  y=6/4مقدار سرعت ماکزیمم طولی در 

نسبت  y=1/4اما در  ابدییمدرصد افزایش  1/152حدود 

با افزایش  ...ابدییمدرصد کاهش  5/213حدود  y=6/4به 

لزجت از مقدار سرعت ماکزیمم طولی در جهت طول 

 عنوانبه. دهدیمی کمتری رخ هاطولو در  شودیمکاسته 

مقدار سرعت طولی  6/4و عمق  1/4مثال در لزجت معادل 

درصد  3/01حدود  45/4جت معادل ماکزیمم نسبت به لز

مقدار سرعت  6/4و عمق  25/4و در لزجت  ابدییمکاهش 

درصد  5/213حدود  1/4طولی ماکزیمم نسبت به لزجت 

. مکان هندسی سرعت طولی ماکزیمم در ابدییمکاهش 

 525/4به طول  115/4از طول  2/4و عمق  45/4لزجت 

 .ابدییمتغییر  25/4در لزجت معادل 

نتیجه  توانیمب -5الف و -5ی هاشکلبا توجه به 

گرفت که با افزایش زمان از مقدار سرعت ماکزیمم طولی 

. دیآیمی بیشتری پدید هاطولو در  شودیمکاسته 

 t=5/4و  y=0/4و  25/4مثال در لزجت معادل  عنوانبه

 3/21حدود  t=1/4مقدار سرعت ماکزیمم عمقی نسبت به 

ت. مکان هندسی سرعت طولی درصد کاهش یافته اس

از طول  2/4و عمق  45/4، لزجت t=1/4ماکزیمم در زمان 

 .ابدییمتغییر  t=5/4در زمان  115/4به طول  125/4

 )الف(                                

 )ب(                                  

 uی از توزیع سرعت ماکزیمم طولی امونهن- 1شکل 
ب(  و t=5/0ی الف( هازماندر جهت طولی و برای 
1/0=t. 

در  vی توزیع سرعت عمقی دهندهنشان 6 شکل

 25/4جهت طولی برای اعماق مشخص و ضریب لزجت 

الف برای شرایط اولیه سرعت عمقی -6. در شکل باشدیم

 شودیمجریان رو به بالا( در جهت طولی مشاهده ) یمنف

. دباشیمی معلق بودن ذرات در این شرایط دهندهنشانکه 

سرعت عمقی منفی  5/4مشخص است که تا زمان معادل 

و این بدان معنی است که لزجت زیاد  شودینممشاهده 

ب برای زمان -6مانع معلق بودن ذرات خواهد بود. در شکل 

1/4=t  6/4سرعت عمقی ماکزیمم در=y  2/4نسبت به=y 

نسبت به  y=1/4در  ولی ابدییمدرصد افزایش  3/11حدود 

6/4=y در این حالت ابدییمدرصد کاهش  6/340 حدود .

 هاعمقمکان هندسی سرعت عمقی ماکزیمم برای همه 

ج برای -6. در شکل باشدیم 315/4یکسان و برابر با طول 

نسبت به  y=0/4سرعت عمقی ماکزیمم در  t=25/4زمان 

2/4=y  6/4اما در ، ابدییمدرصد افزایش  6/10حدود=y و 

1/4=y  0/4نسبت به=y  درصد  1/10و  2/2به ترتیب حدود

. در این حالت مکان هندسی سرعت عمقی ابدییمکاهش 

 05/4یکسان و برابر با طول  هاعمقماکزیمم در تمام 

سرعت عمقی  t=5/4د برای زمان -6. در شکل باشدیم

درصد  2/11حدود  y=2/4نسبت به  y=6/4ماکزیمم در 
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 6/51حدود  y=6/4نسبت به  y=1/4ولی در  ابدییمایش افز

. در این حالت مکان هندسی سرعت ابدییمدرصد کاهش 

یکسان و برابر با طول  هاعمقعمقی ماکزیمم برای همه 

  .باشدیم 5/4

 )الف(                               

 )ب(                                

 )ج(                                  

 )د(                                 

در جهت  vی از توزیع سرعت عمقی انمونه- 1شکل 

ب( ، t=0ی متفاوت: الف( هازمان( و υ=21/0طولی )

5/0=t ،)21/0 ج=t 1/0 د( و=t. 

در  vی توزیع سرعت عمقی دهندهنشان 1 شکل
 45/4جهت طولی برای اعماق مشخص و ضریب لزجت 

سرعت عمقی  t=1/4برای زمان الف -1. در شکل باشندیم
درصد  2/16 حدود y=2/4نسبت به  y=0/4ماکزیمم در 

به  y=0/4نسبت به  y=1/4و  y=6/4، اما در ابدییمافزایش 
به . لازم ابدییمدرصد کاهش  62/511و  3/3ترتیب حدود 

سرعت ماکزیمم عمقی منفی  y=1/4است در عمق  ذکر
سرعت عمقی  t=25/4ب برای زمان -1در شکل  .باشدیم

درصد  1/112حدود  y=2/4نسبت به  y=6/4ماکزیمم در 
حدود  y=6/4نسبت به  y=1/4ولی در  ابدییمافزایش 

ج برای زمان -1. در شکل ابدییمدرصد کاهش  5/111
5/4=t  با افزایش عمق سرعت ماکزیمم عمقی افزایش
حدود  y=6/4نسبت به  y=1/4در  که یطوربه ابدییم
 د.شویمافزایش مشاهده  2/256

با افزایش زمان از مقدار سرعت ماکزیمم عمقی کاسته 
 که یطوربه. دهدیمی بیشتری رخ هاطولو در  شودیم

مقدار سرعت ماکزیمم عمقی نسبت به  t=5/4و  y=0/4در 
1/4=t  درصد کاهش یافته است. مکان  5/202حدود

و موقعیت  t=1/4هندسی سرعت عمقی ماکزیمم در زمان 
  t=1/4در زمان  025/4به عمق  325/4از عمق  2/4طولی 
 .ابدییمتغییر 

دریافت که با  توانیم 1و  6ی هاشکلبا توجه به 
کاهش لزجت مکان هندسی سرعت عمقی ماکزیمم در 

ل مثا عنوانبه. شودیمجهت طول به ابتدای مقطع متمایل 
مکان  45/4و لزجت معادل  2/4، عمق t=5/4در زمان 

درصد نسبت به  6/11هندسی سرعت عمقی ماکزیمم 
 ترکینزدبه ابتدای مقطع طولی  25/4لزجت معادل 

 .شودیم

 )الف(                                
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 )ب(                                 
 )ج(                                 

در جهت  vی از توزیع سرعت عمقی انمونه- 1شکل 

 ب(، t=5/0ی متفاوت: الف( هازمان( و υ=01/0طولی )

21/0=t 1/0 ج( و=t. 

 یریگجهینت
روش تفاضل محدود کاملاً ضمنی برای حل معادله 

برگر دو بعدی به کار گرفته شد که توانست خطوط جریان، 

ی طولی و عمقی و مکان هندسی هاسرعتتوزیع 

ی ماکزیمم را در جهات طولی و عمقی تعیین هاسرعت

کند. با مقایسه این روش با روش پیچیده المان محدود، 

 توانیمکلی  طوربهبهت دارد. نتایج با خطای نسبتا کم مشا

ی سقوط در هاسرعتدریافت که با افزایش لزجت و زمان 

ال مث عنوانبه. کنندیمدو جهت طولی و عمقی کاهش پیدا 

( 25/4به  45/4برابر شدن لزجت )از لزجت معادل  5با 

 (y=x=5/4)و وسط طول و عمق  25/4برای زمان معادل 
 5/36و  2/56حدود ی طولی و عمقی به ترتیب هاسرعت

برابر شدن زمان )از زمان معادل  5. با ابندییمدرصد کاهش 

و وسط طول و عمق  1/4( برای لزجت 5/4به  1/4

و  1/215ی طولی و عمقی به ترتیب حدود هاسرعت

. با کاهش لزجت، مکان ابندییمدرصد کاهش  3/111

ی ماکزیمم طولی و عمقی در جهت هاسرعتهندسی 

و در جهت طولی مکان  شودیمعمقی به کف بستر نزدیک 

هندسی سرعت ماکزیمم طولی به سمت انتهای مقطع و 

برای سرعت ماکزیمم عمقی به سمت ابتدای مقطع متمایل 

ی هاسرعت. با افزایش زمان، مکان هندسی شودیم

ر ماکزیمم طولی و عمقی در جهت عمقی به کف بست

و در جهت طولی مکان هندسی سرعت  شودیمنزدیک 

ماکزیمم طولی و عمقی به سمت انتهای مقطع متمایل 

ی نزدیک بستر، هاهیلاخصوصاً  هامکان. در بعضی شودیم

جریان رو به بالا( مشاهده شد که ) یمنفسرعت عمقی 
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